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Educacao

A SIMPLIFIED ROUTE TO OBTAIN THE HARTREE AND HARTREE-FOCK EQUATIONS. Alternative considerably simpler
ways of obtaining the Hartree and Hartree-Fock equations are presented. These alternatives do not replace the formal demonstrations,
which should be introduced in undergraduate or graduate courses according to the required level of student training. However, the
use of the present approaches allows a student-friendlier introduction of the basic principles of electronic structure calculations as a

prior teaching resource to the formal demonstrations. General implications and comparisons between the Hartree and Hartree-Fock

energies are discussed.
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INTRODUCAO

Em artigo recente do Monte e Ventura' apresentaram uma
abordagem do desenvolvimento teérico do método de Hartree>?
indicando a importincia em se introduzir conceitos de estrutura
eletrdnica empregando este método pioneiro baseado em equagdes
autoconsistentes. Em termos histdricos, um dos aspectos que mais
chama a atenc@o no trabalho de Hartree € a proposta de determinar
a distribui¢@o eletronica de dtomos empregando a formulagdo de
particulas independentes e resolvendo as equagdes diferenciais por
meio de métodos numéricos. Enquanto este tipo de procedimento
pode ser aplicado atualmente sem maiores dificuldades para diversas
aplicacOes utilizando-se computadores, na época de Hartree estes
equipamentos ndo passavam de sonhos de tecnologia que poderiam
surgir no futuro. Neste sentido, pode-se sugerir que Hartree foi um
visiondrio e anteviu o avango tecnolégico de equipamentos que
tornassem o seu procedimento factivel e permitissem a aplicagdo
rotineira de métodos numéricos em problemas de estrutura eletronica.

Ainda hoje, em termos didaticos, introduzir o método de Hartree
em disciplinas de graduacdo ou mesmo pds-graduagio € um desafio e
exige a apresentagdo de uma série de conceitos e técnicas matemati-
cas, tais como cdlculo variacional, cdlculo funcional, transformacao
unitdria, multiplicadores de Lagrange, o conceito de potencial médio,
dentre outras, para finalmente se chegar as equagdes autoconsistentes,
como indicado no artigo de do Monte e Ventura.' O problema ¢ ainda
dificultado pela inclusdo de efeitos de antissimetria eletronica no
desenvolvimento do conjunto de equagdes também autoconsisten-
tes de Hartree-Fock.* Muito provavelmente em fungdo da bagagem
matemadtica necessdria para a dedugdo rigorosa destas equagdes,
grande parte dos livros-textos diddticos trazem apenas uma descri¢cao
semiqualitativa do método e a associagdo das energias orbitais com
tendéncias periddicas dos elementos.>”’

As equacdes de Hartree-Fock formam o ponto de partida para
a grande maioria dos métodos de estrutura eletronica utilizados
atualmente. Para que estas equagdes sejam aplicdveis a sistemas
moleculares grandes, a utilizacdo de expansdo de fungdes de onda
de 1-elétron (orbital se considerar apenas coordenadas espaciais ou
spin-orbital se incluir também coordenadas de spin) em termos de
fungdes de base ou também popularmente conhecido como método de
combinacio linear de orbitais atdbmicos € uma técnica muito utilizada
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e, para a sua compreensdo e de suas consequéncias, a demonstra¢do
da obtencdo das equacdes de Hartree-Fock € extremamente impor-
tante. Além disso, os orbitais moleculares candnicos e suas energias
sdo muito utilizados em métodos correlacionados pés-Hartree-Fock.
Logo, algumas das propriedades relevantes desses cdlculos mais
elaborados ficam evidentes durante a demonstracio da obtengdo das
equagdes de Hartree-Fock.

Neste sentido, fica estabelecido como objetivo deste artigo a apre-
sentagdo de uma forma simplificada de desenvolvimento das equacdes
de Hartree e Hartree-Fock para problemas de muitos elétrons.

DESENVOLVIMENTO TEORICO
Informacdes gerais do modelo de particulas independentes

O operador Hamiltoniano em unidades atdmicas para um sistema
de n elétrons pode ser escrito como:

n=l n 1

n
H=Yh+Y>— (1)
i=1 i=l j>i Uy

sendo l{[ 0 operador de um elétron constituido pela energia cinética
e atragdo nuclear do i-ésimo elétron. O dltimo termo a direita da Eq.
1 corresponde ao operador de dois elétrons de repulsdo eletronica,
sendo r; a distancia entre os elétrons i e j.

Excluindo-se o termo de repulsdo eletronica e escrevendo-se a
equagdo de Schrodinger independente do tempo com uma fungdo de
onda de n-elétrons tem-se:

HY(12,n) = Y B¥(12,...on) = E¥(12,...,n) )
i=1

Para resolver-se esta equagdo analiticamente, basta considerar
que a fungdo de onda possa ser descrita a partir de um produto de
fungdes spin-orbitais, @,. Esta aproximacdo € denominada de modelo
de particulas independentes ou produto de Hartree, e é representada
matematicamente por:

Y'=0,0)¢,(2)9,03)...0,(n) 3

sendo cada spin-orbital definido como o produto de uma fungdo
orbital (¢,) por uma fungdo de spin (0. ou ). Na representagio dada
pela Eq. 3, as coordenadas espaciais e de spin correspondem aos
nimeros entre parénteses.
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Substituindo-se a fun¢do de onda dada pela Eq. 3 na Eq. 2 verifi-
ca-se que a equagdo de n-elétrons (Eq. 2) € separdvel em n-equacdes
de 1-elétron do tipo:

hi(pf ()= €0, (@) 4
e com energia eletrdnica total igual a:

E,=Ye )
i=1

A inclusdo das repulsdes intereletronicas impossibilita a solugdo
analitica da equagdo de Schrodinger. Porém, pode-se considerar a
utilizagdo da funcdo de onda definida pela Eq. 3 como uma apro-
ximag¢do e determinar-se a energia eletronica do sistema incluindo
as repulsdes intereletronicas. Neste caso, a energia eletronica total
pode ser estimada utilizando-se o teorema do valor médio, que em
notacdo de Dirac € dado por:

n=1 _n

DN I

i=1 i=l j>i ,,

PHICIRY

i=l j>i

¥) (¥[n ) ¥)

¥) ()

ey
TR

(6)

<‘PH’>

As integrais nos numeradores correspondem as energias do
sistema e a integral nos denominadores corresponde a integral de
normalizagdo da funcdo de onda.

Para simplificar, assumindo-se que a func@o de onda € normali-
zada, (¥| W) = 1, e substituindo-se a Eq. 3 na Eq. 6 tém-se:

Ey =3 (0,000,09,3)...0, (][0, 109, (2)9, 3)..9, (m) + o
53 (0,00,200,3).. 0,00, (00, 2)¢,3)..0, (1)

i=l j>i

’/

Uma vez que o operador %, s6 atua sobre as coordenadas do
i-€simo elétron e o operador 1/r; s6 atua sobre as coordenadas dos
elétrons i e j, a Eq. 7 serd entdo escrita como:

=2<['h
+22@omu)

i=l j>i

L))o, (D) @, (D)., (1) | @, (n)+

®)
¢@¢0M%®Wﬂ»<%MH%m»

Para que a func¢do de onda total definida pela Eq. 3 seja con-
siderada normalizada, as func¢des spin-orbitais devem também ser
normalizadas, ou seja:

<(P1 D] () (1)> = <(Pz(2) ‘(pz(z)> = <(P3 3] D5 (3)> =..=1 O]

e para que as fungdes spin-orbitais sejam normalizadas, as fun¢des
orbitais (¢,) e de spin (0. ou ) também devem sé-lo, ou seja:

(6,01 6,(D) =(0,(2)[0,(2)) = (6, (3) | 6,3)) =
1=(a(D) | o)) = (B(2) | B(2)) =

Assim, a Eq. 7 pode ser simplificada para:

10)

@mmm wwu» an

=l j>i

Nesta equacgdo o primeiro somatdrio a direita da igualdade
corresponde as integrais de energia cinética e atra¢do nuclear e o
segundo somatdrio corresponde as integrais de repulsdo eletronica
ou integrais de Coulomb.

Quim. Nova

No método de Hartree os elétrons sdo distinguiveis, ou seja, cada
elétron € representado por uma determinada fungdo spin-orbital. Caso
as integrais na Eq. 11 sejam integradas nas coordenadas de spin,
tem-se que a energia eletronica sera:

@mwﬁ¢mwm (12)

=l j>i

Algo que ndo estd explicitado na Eq. 12 € como se estabelece
a distribuicdo eletronica. Ndo hd qualquer indica¢do de como se
obtém os orbitais e quantos elétrons podem ser colocados em cada
um deles ou se os orbitais devem ser ortogonais ou ndo. Ao se re-
solver as equagdes de Hartree numericamente pelo procedimento
convencional a condicio de ortogonalidade dos orbitais atdmicos
ou moleculares € necessdria. Sem ela todos os elétrons ocupardo o
orbital de mais baixa energia, algo que produzird resultados de pro-
priedades eletronicas que ndo se assemelham a nenhuma informacao
experimental existente. As fun¢des de spin o e B automaticamente
tornam duas fungdes spin-orbitais, construidas a partir de uma
mesma fungdo orbital, ortogonais entre si, mas funcdes spin-orbitais
com a mesma fun¢do de spin serdo distintas com a imposi¢do da
condic¢do de ortogonalidade entre as fungdes orbitais. E possivel
trabalhar-se com funcdes orbitais ndo ortogonais, mas este tema
nido sera abordado neste trabalho.

Em uma dedugio rigorosa, a determinacéo das funcdes orbitais
a partir da Eq. 12 pode ser feita a partir da minimizag@o da energia
em relagdo a variacdes em cada fun¢@o orbital, impondo-se o vinculo
de ortogonalizac¢do e empregando-se o método de multiplicadores
de Lagrange.*!° Este € o caminho formal usualmente seguido néo s
pelo método de Hartree, mas também pelo método de Hartree-Fock
e outras técnicas de estrutura eletronica. Ap6s desenvolvimento apro-
priado se chega as equagdes de Hartree ou Hartree-Fock.

Uma deducao alternativa da equacao de Hartree

Uma rota alternativa para se chegar as equacdes de Hartree e
Hartree-Fock sera apresentada como mecanismo diddtico preservando
grande parte dos conceitos fundamentais e possibilitando aos alunos
aobtengdo destas equagdes extremamente importantes que permeiam
grande parte dos métodos de estrutura eletronica.

A primeira demonstrag@o serd feita considerando-se apenas o
método de Hartree e ao invés de uma demonstragio genérica, optou-se
pelo caso particular de um sistema arbitrario contendo trés elétrons
representados por trés spin-orbitais. Para este sistema a Eq. 11 serd
escrita como:

E. = (0,010 (D) + (02 D[ 0, ) + (03B 02 (3)

0,100, 2)+ (0,10 B9, (Dp; 3)) (13)

13

(9,0, 2)-

12

+(0, 200,39, 29, 3))

23

sendo as trés primeiras integrais a direita da igualdade as energias
cinéticas e de atra¢@o nuclear e as trés tltimas as repulsdes eletronicas
entre os trés elétrons em trés diferentes spin-orbitais.

Por conveniéncia, pode-se simplificar a notagio da Eq. 13 definin-
do-se o que se conhece como operador de Coulomb nas integrais de
repulsdo eletrdnica. Para o caso, por exemplo, da integral envolvendo
os elétrons 1 e 2, pode-se escrever a integral de Coulomb como:

<<p.(1)<p2(2) 00 (2) = (0. 0o, (1) = (0,2, (2) (14)
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Nesta equagdo verifica-se que a integral pode ser escrita em termos
de um operador de Coulomb, JAZ(l) ou .f,(Z), ou seja:

w0, = [ 222D e 6, as)
ou
5,20, = [221D e, 2) (16)

Nas equacdes de Hartree o indice que identifica o elétron € o
mesmo que identifica spin-orbital, mas em outros modelos isto
usualmente nio ocorre. A integragdo na Eq. 15 € realizada nas co-
ordenadas do elétron 2 e como o integrando depende também das
coordenadas do elétron 1 em r,,, o resultado serd dependente das
coordenadas do elétron 1. O resultado, portanto, serd representado
porJ,(2). A notacio usualmente empregada considera o subindice de
J como identificac@o do orbital ou spin-orbital usado na integracdo e
o indice entre parénteses a identifica¢@o das coordenadas do elétron
que estdo sendo integradas. Da mesma forma, na Eq. 16 tem-se a inte-
gracdo sendo realizada nas coordenadas do elétron 1 e o resultado da
integral serd dependente das coordenadas do elétron 2, representado
por J,(2). Independente de qual integral se resolva primeiro na Eq.
14, o resultado final serd o mesmo e a integral de Coulomb entre os
elétrons 1 e 2 podem ser escritas de diferentes maneiras (ver Eq. 14).

Além do uso dos operadores de Coulomb, a Eq. 13 pode ser
escrita com uma notagdo ainda mais compacta. Para as integrais de
um e dois elétrons serdo considerados:

H; = (0, (D)}A]e; () a7

gy =, =(0,) (Mo, D) = {0, ()0, () (18)
Assim, a Eq. 13 passa a ser escrita apenas como:

E,=H,+H,+H;+J,+J;+J,, (19)

O objetivo no momento € possibilitar que a Eq. 19 seja escritaem
termos de uma soma de energias orbitais, como na Eq. 5. Isto € possi-
vel, como serd discutido posteriormente no texto, mas com o intuito de
preservar a estrutura das equagdes de Hartree serd considerada apenas
a alternativa de procurar definir energias orbitais. Uma alteragido que
ndo modifica a energia eletronica total do sistema pode ser obtida se
somarmos na Eq. 19 integrais de Coulomb (J; — J;), ou seja:

E,=H +Hy+Hy+Jp+J,+J,+

(20)
(le _J12)+(J13 _J13)+(J23_J23)
Estas integrais podem ser reorganizadas como:
E,=(H,+J,+J)+Hy+ Ty +J5)+
(21

(H33+J23+J31)_J12_J13_J23

Pode-se verificar que os termos entre parénteses correspondem
as energias envolvendo o spin-orbital i e todos os outros elétrons do
sistema, assim define-se energia orbital como:

g =H,+J,+J;
& =H,+J, +Jy, (22)
& =Hy+J,+Jy

Uma forma simplificada de deduzir as equagdes de Hartree e Hartree-Fock 997

ou genericamente:

& =H,+>.J, (23)

J#i

Voltando a escrever as expressdes para as energias orbitais de
forma explicita, tem-se:

&, = (0, (0[]0, (D) + (0, ], )0, (V) + (@, D, B0, (D)
£, = (0,210, )+ (0,2, V]9, ) + {0, 2], B0 (2)) (24)
£ = (0: 3|0, 3) + (0: B, (D 3)) + (0, B (29, 3)

Repare que a forma com que se escolhe a definicdo do operador de
Coulomb € arbitrdria e € feita por conveniéncia para manter a estrutura
das integrais definidas em termos da funcio spin-orbital de interesse
em cada expressdo. Com excecdo da prépria energia orbital, todos os
outros termos sdo apresentados na forma integral. Uma vez que as
fungdes orbitais sdo consideradas normalizadas, pode-se multiplicar
cada uma das energias orbitais dadas pelas Eqs.24 pelas integrais de
normalizacio, ou seja:

(0, (M 9, ()=(o,()

&(9:(2)19,(2) =(0,(2)
£:(0:3)9,3)) = (0. 3

hy

0, (0) + (0, O} @)fo, (D) + (0, O}, B, (D)
/9, (2))+ (0, 2, 0] () + (9, @I, B0 () (25)
0:3)+ (0,3, (D)9, 3) +(0: B2 2)0: 3)

J,(2)

Uma vez que as energias orbitais s3o constantes, elas podem ser
colocadas dentro das integrais de normalizagdo, ficando:

(u (Ve[ (1) = (0, (D], (D) + {0, (D12, (D) + (9, D B (1)
(0, 2102 (2)) = (02102 2))+ (0: 2, (D], 2)) + (0, Y, B 2)) (26)

(0, 3)ea10:3)) = (0,3 0,3) + (0, B Do )+ (0: B o 3)

/i,

Estas integrais podem ser rearranjadas colocando-se as fungdes
spin-orbitais em evidéncia e escritas como:

(0, +J,(2)+J,(3) =&, fo,(1) =0
(9.2) ¢,(2))=0 27)

(0B +7,(0)+ /1), |0, (3)) = 0

hy+J,()+J,(3)—¢,

Para que estas igualdades sejam verdadeiras, basta que:
I+ 7,20+ J,3)-e [0, (D) = 0
I+, + /53— &3]0, (2)) = 0 (28)
I+, )+ 15 ()€1 0,(3) =0
ou rearrajando novamente:

b +2,)+ 1,3 () = ¢, [ 0,D)
I+, )+ 1,3o: @) =¢,19,(2) 29)
I+, 0+, 3)) =2, |,3)

Estas equacdes podem ser escritas uma para cada elétron e defi-
nidas genericamente como:
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{’% +2.7, (j>}(r>i () =¢,0,0) (30)

J#i

e sdo conhecidas como equagdes de Hartree ou simplesmente:
S, () =¢€9,(i) 3D

sendo f (i) o operador de Hartree e sua representaco estd definida
entre colchetes na Eq. 30, ou seja:

SO =h+YJ,(j) (32)

J#i
Uma deducao alternativa da equacao de Hartree-Fock

A fungdo de onda definida pela Eq. 3 possui dois erros concei-
tuais. O primeiro deles € que o produto de Hartree nao considera a
indistinguibilidade eletronica. Elétrons sdo particulas indistinguiveis
e ndo ¢ aceitdvel considerar, por exemplo, que o elétron 1 seja re-
presentado apenas pelo spin-orbital 1, o elétron 2 seja representado
apenas pelo spin-orbital 2, etc. O segundo problema com a funcéo
de onda de Hartree diz respeito a simetria da mesma. Ao efetuar-se
uma distribui¢do eletrdnica, deve-se considerar que estd sendo feita
uma distribuicdo de férmions e toda distribuigdo de férmions deve ser
representada por fungdes de onda antissimétricas. Fung¢des de onda
antissimétricas sio caracterizadas pela troca de sinal ao se trocar as
coordenadas de dois elétrons quaisquer. Uma maneira prética e muito
simples de se construir uma fungdo de onda antissimétrica € por meio
de um determinante de Slater. Para um sistema de n-elétrons repre-
sentado por n spin-orbitais a fung@o de onda podera ser escrita como:

oM 02 - @)
1M 9,(2) 9, (m)
NEIE SR

Y= (33)

9,0 ¢,(2) - ¢,

O termo imediatamente a direita do sinal de igualdade representa
um fator de normaliza¢do da fun¢do de onda.

Da mesma forma como feito para a funcdo de onda definida pela
Eq. 3, determina-se a expressdo para o valor médio da energia ele-
tronica total utilizando a funcio de onda antissimétrica apresentada
na Eq. 33 na Eq. 6.

O uso da Eq. 6 empregando determinantes de Slater normalizado
para a obtencdo da energia média de um sistema qualquer estd muito
bem descrita na literatura®!° e, uma vez que as fung¢des spin-orbitais
sdo consideradas também normalizadas e ortogonais, para um sistema
de n-elétrons, tém-se que:

n

E,= 2 <(Pi (1)‘1”1

i=1

+"2i{<<p,-a><pj(2):

(=]

0,(0)+

(34)
9:(2)¢ j(1)>}

Comparando-se a Eq. 34 com a Eq. 11 verifica-se algumas dife-
rencgas importantes. A mais evidente corresponde ao surgimento de
uma nova integral de repulsao eletronica. O dltimo termo a direita da
Eq. 34 € denominado de integral de troca e surge naturalmente como
consequéncia da antissimetria da fun¢do de onda. Outro aspecto que
chama a atencdo € o fato de que ndo hd mais uma correspondéncia
direta entre a funcdo spin-orbital e as coordenadas eletronicas. No
método de Hartree o indice caracteristico das coordenadas eletronicas
era o mesmo da funcdo spin-orbital. Agora, como os elétrons sdo

<;>,-(1)<p,(2>>—<<p,-(1)<p,»(2)r1

Quim. Nova

indistinguiveis, qualquer indice para caracterizar as coordenadas
eletronicas pode ser utilizado. Normalmente utilizam-se as coorde-
nadas dos elétrons 1 e 2, mas poderiam ser utilizadas as coordenadas
de qualquer par eletronico.

De forma semelhante ao realizado para integrais de Coulomb,
pode-se definir operadores de troca. Para o caso dos elétrons 1 e 2
estes operadores de troca serdo escritos como:

Koo, = [ 222 e g, (35)

ou 12

K20, = [ 102D g ) (36)
1

2

De maneira semelhante ao realizado para as integrais de Coulomb,
as integrais de troca também poderdo ser escritas como:

K, =(0,0[K,1)

0,0)) = <q>,-(1)<p,(2)r1 0 (2)q>,(1>>

(37

K, =(0,@[K)o,2)= <<p,-(1)<p,-(2)r1 cp,-(z)@,(1>>

A energia eletrOnica para um sistema de n-elétrons serd entido
escrita em notagdo compacta como:

n=l n

E, =iH”+22(J,.j—KV.) (38)

i=l j>i

Quando i=j as integrais de Coulomb e de troca s@o idénticas, ou
seja, J,; = K, e se cancelam entre si. Portanto, a sua inclusdo nao afeta
a energia eletronica total que pode ser escrita como:

i=1 i=l j=1

Assim, para um sistema contendo trés elétrons e utilizando-se
a Eq. 39 tem-se:

E,=H,+Hy,+Hy +%[(J11 —K)+(J, —Kpp)+
(J]3 _K13)+(J21 _K21)+(J22_K22)+(J23 _K23)+ (40)
(‘]31 _K31)+(-]32 _K3z)+(J33 _K33)]

Novamente, o objetivo serd procurar definir uma energia orbital
como feito para a energia de Hartree. Uma alternativa consiste em
somar e subtrair o termo de repulsio eletronica de Coulomb e de
troca, (J; — K;) - (J,, — K;)), levando a Eq. 40 a ser reescrita como:

1
E,=H,+Hy+Hs +5[(‘]n —K)+ =K+ —K)+(y — Ky +
(2 =Kp) + (Vo3 = Kop) + (3 = Ky) + (T3 = Ky ) + (33 =K1+

1
+§[(J11 _K11)+(‘]12 _K|2)+(J13_K13)+(Ju _K21)+

(41)
(-]zz_Kzz)Jr(‘]zz_Kzz)Jr(Jn_K3|)+(Jzz_K32)+(‘113_K3;)]_
7%[(']117K1|)+(J127K12)+(J137K|3)+(J217K21)+
(Jzz_Kzz)+(J23_K23)+(J3|_K3|)+(J32_Ksz)+(J33_K33)]

Reorganizando a Eq. 41, obtém-se:

E,=[H,+(J,-K )+, —K,)+(J; -K;;)]+
[sz +(J21 _K21)+(J22 _K22)+(J23 _K23)]+
[y + (5 —K3) + (S35, =K3) + (T3 =K1+ (42)

_%[(Jn _K11)+(J12 _K12)+(J13 _K13)+
(J21 _K21)+(Jzz _Kzz)+(Jz3 _K23)+
(le _K31)+ (']32 _K32)+(']33 _Kxx)]
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Desta forma, também se pode definir uma energia orbital e se
escolher a notacéio mais conveniente para os operadores de coulomb
e troca (ver Eq. 18 e 37) como:

g =H,+(J,-K)+(J,-K,)+({J;—K};)
82=HZZ+(J2]_K2])+(J22_K22)+(J23_K23) (43)
& =Hy+(J;, —K;))+ (5, —Kyy)+ (U5 —Kyy)

ou genericamente:

g, =H,+Y (J,-K;) (44)

J=1

Com a definicdo de energia orbital, verifica-se que a energia
eletronica total (Eq. 42) também pode ser determinada por:

n 1 n

Eelzzsi_EZ(Ji/_Ki,) (45)
i=1 =

que € a expressdo usualmente encontrada em todos os livros-textos

que tratam do tema.
Em sua forma mais explicita as energias orbitais sdo:

g = <(pi (1)‘}11

0,(0)+ X [{, (D, (1)

0,(1) (@, K, (1)

0,(1))] (46)

Multiplicando-se a energia orbital por 1 ndo se altera a equagio
e, uma vez que estamos considerando que as funcdes spin-orbitais
sdo normalizadas, tem-se que 1 = <(pl. @ ‘ 0, (1)>. Assim, a Eq. 46 pode
ser escrita como:

£(0,(1)

0,0) = (0, O]K, V)

0,0) = (0,0l e, (D) + X0, DI, 1) 0,(0)1 (47)

ou

(@0l

0,00)+ X ({0}, ()

0,00)~(@.(DIK, 1)

0,(0)1-¢,(9,()

¢,(1)=0 (48)

A soma das integrais pode ser escrita como a integral da soma
colocando-se a fungdo spin-orbital em evidéncia, que leva a:

<<Pi M

Para que esta igualdade seja verdadeira, basta que:

h+ Y [J,()-K,(D]-¢,

0, (1)> =0 (48)

hy +Z[Jj(1)_Kj(1)]_€i 9,(1))=0 (49)
ou
{hl +Z[J/(1)—K,(1)]}(P,-(1)=81(P,-(1) (50)

que correspondem a equagdo candnica de Hartree-Fock ou
simplesmente:

Je;(1) =£0,(1) (51
cujo operador de Fock corresponde a:
SO =h+ Y [J,0=K, )] (52)

E importante mencionar que, por definicdo, os operadores de
Coulomb (Eq. 15-16) e troca (Eq. 35-36) dependem de fungoes
spin-orbitais, mas estas funcdes devem ser obtidas como solugdo das
proprias equagdes candnicas de Hartree e Hartree-Fock. Assim, em
um primeiro momento, um iniciante pode ter a impressao de que é um
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problema sem solug@o. Porém, Hartree utilizou-se engenhosamente
de uma alternativa conhecida como método autoconsistente. Uma vez
que ndo se conhece os spin-orbitais, uma alternativa corresponde a
ignorar os operadores de Coulomb e troca em uma primeira tentativa
e resolver-se as equagdes de Hartree ou Hartree-Fock sem o termo
de repulsdo eletronica. Com isso, tem-se uma representacdo muito
grosseira dos spin-orbitais. Com essa forma bruta dos spin-orbitais
pode-se obter os operadores de Coulomb e troca e resolver-se nova-
mente as equagdes, corrigindo os spin-orbitais anteriores. O processo
deve ser repetido até que o sistema atinja um nivel de precisdo dese-
jado em termos de energia total ou de densidade eletronica. Também
é possivel realizar o primeiro cdlculo com fungdes aproximadas. E
por isso que tanto as equagdes de Hartree quanto de Hartree-Fock
sdo conhecidas como possuindo a propriedade de autoconsisténcia.

DISCUSSAO
Aspectos gerais das equacdes autoconsistentes

Para dtomos ou moléculas diatomicas e triatdmicas, as equacdes
de Hartree e Hartree-Fock podem ser resolvidas numericamente. A
referéncia 1 apresenta o caso particular do método de Hartree, em
que se conhecendo a simetria dos orbitais atdmicos, reduz-se o pro-
blema de resoluc@o das Eqs.31 a determinagio das funcdes radiais
em atomos. A Eq. 51 também pode ser resolvida da mesma forma.
Algoritmos eficientes como o método de Noumerov podem ser em-
pregados para a obtengdo das raizes dessas equagdes para o estado
atdmico fundamental.” Para moléculas € conveniente considerar-se o
uso de combinacao linear de funcdes de base, ou como se denominava
originalmente, combinacao linear de orbitais atdmicos para resolver
as equagdes de Hartree ou Hartree-Fock, o que nos leva ao método
Hartree-Fock-Roothaan.'*

Porém, considerando-se os métodos de Hartree e Hartree-Fock
e os desenvolvimentos simplificados apresentados acima, algumas
informagdes sdo simples de serem observadas e outras ndo. Uma
das primeiras constatagdes em relagdo aos procedimentos acima &
que ndo aparece em momento algum qualquer indicacio de que a
energia eletronica do sistema estd sendo minimizada. O caminho da
demonstracdo formal em que a energia ¢ minimizada com relacdo as
fungdes orbitais leva exatamente as Eqs.31 e 51. Portanto, embora
ndo tenha sido explicitamente utilizada, a energia eletronica resul-
tante destas equagdes corresponde a um minimo. Outra caracteristica
importante da demonstrag¢do formal estd no fato de que os operadores
de Hartree (Eq. 32) e de Fock (Eq. 52) s@o invariantes com relacio
a transformacdes unitdrias, o que indica que os spin-orbitais obtidos
pela solu¢do das equagdes de Hartree e Hartree-Fock ndo sdo tni-
cos. Os spin-orbitais obtidos no formato apresentado neste trabalho
e em praticamente todos os textos na literatura sdo denominados
de spin-orbitais candnicos. Substituindo-se, por exemplo, a Eq. 52
na Eq. 48 e rearranjando-se, verifica-se que as energias candnicas
também podem ser definidas pela equac@o: €; = (@, (1) fl‘(pi(l)>, em
que o indice i caracteriza o spin-orbital de ipteresse. Os orbitais ca-
noénicos satisfazem ainda a condicao: &; =(@,(1)| /|0, (l)> =0 para
spin-orbitais diferentes, @, # @,. Desta forma, diz-se que a matriz de
energias orbitais € diagonal, ou seja, somente as energias diagonais
sdo diferentes de zero. Estd ¢ uma solugdo particular das equagdes
Hartree-Fock ou de Hartree. Caso seja possivel produzir um conjunto
de spin-orbitais que satisfaga o principio variacional e apresente uma
distribuicdo eletronica apropriada, muito provavelmente a matriz
de energias orbitais ndo serda diagonal. A obtencdo desses orbitais
ndo-canonicos € possivel e ndo serd tratada neste texto. No final
deste artigo serd comentado um caso importante de transformacio
unitdria dos orbitais.
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Também ndo esta explicitado durante o procedimento desenvolvi-
do no presente artigo se os spin-orbitais sdo ortonormais ou ndo. Em
nenhum momento das demonstracdes isto estd sendo explicitamente
considerado. No caso do método de Hartree a exigéncia de ortonor-
malidade ndo € explicitamente necessdria em nenhum momento da
demonstragio, embora ela seja implicitamente necessaria para manter
a consisténcia entre a Eq. 30 e a Eq. 23. No caso do método Hartree-
Fock a condigdo de ortonormalidade surge no desenvolvimento da Eq.
34 a partir da funcdo de onda antissimétrica (Eq. 33). Sem a condicio
de ortonormalizagdo, diversas integrais seriam diferentes de zero e
a expressdo da energia eletronica (Eq. 34) seria consideravelmente
mais complicada. Quando se resolve numericamente as equagdes de
Hartree ou Hartree-Fock sem a condigdo de ortonormalizag¢do dos
orbitais, todas as equagdes dos respectivos métodos produziriam
a mesma funcdo orbital, ou seja, todos os elétrons ocupariam o
orbital de menor energia, o que ndo € compativel com informacdes
experimentais.

A inclusio de antissimetria por Fock se tornou tdo popular que
ndo se questiona se no método de Hartree ela € importante ou néo.
A fungdo de onda que descreve o modelo de Hartree corresponde a
representacdo de um evento em que a probabilidade que envolve, por
exemplo, o elétron i € completamente independente da probabilidade
que envolve o elétron j. Matematicamente, esta afirmagdo pode ser
verificada pela equacao:

dP =" ¥dt,dt,..dt, =[9] ()¢, (D030, (2)]...

. (53)
o, (o, (n)]dtdr,..dt,

Nota-se que a densidade de probabilidade de cada elétron em cada
spin-orbital ndo envolve as coordenadas de qualquer outro elétron.
Eventos deste tipo sio considerados como estatisticamente ndo cor-
relacionados e, portanto, o método de Hartree apresenta deficiéncias
de auséncia completa de correlagdo eletronica.

No caso do método de Hartree-Fock, o uso da funcdo de onda
antissimétrica produz densidades de probabilidades que combinam
spin-orbitais com coordenadas eletronicas de diferentes elétrons.
Portanto, o método pode ser considerado como incluindo algum
efeito de correlagdo eletronica. Uma andlise mais profunda pode ser
realizada na obtencdo da energia eletronica total indicando que a
antissimetria possibilita a correcio de efeitos de correlagio eletrOnica
entre elétrons com mesmo spin.'* Variacionalmente pode-se consi-
derar que a energia eletronica obtida pelo método Hartree-Fock esta
mais proxima do valor exato do que a energia obtida pelo método de
Hartree e, portanto, Ey, . .. rox < En

Comparando-se qualitativamente as Egs. 11 e 34 verificam-se
ainda duas observacdes importantes. A primeira € bem conhecida e
sugere que se a defini¢do das energias orbitais (Eqs. 23 e 44) forem
substituidas nas respectivas energias eletronicas totais (Eqgs.11 e 34),
as respectivas energias eletrOnicas totais ndo correspondem a soma
das energias orbitais. E possivel definir arbitrariamente um conjunto
de energias orbitais que somadas proporcionem a energia eletronica
total. Na demonstra¢do apresentada acima bastaria, por exemplo,
na Eq. 19, considerar que as integrais de Coulomb fossem divididas
por dois, ou seja, ao invés de realizar a soma de (J; - J;) na Eq. 20,
o termo de repulsdo Coulombico poderia ser dividido por dois, ou
seja, J; = 0.5J, + 0.5/;. A diferenca na equagd@o de Hartree ou de
Hartree-Fock (usando procedimento semelhante nas equagdes de
Hartree-Fock) seria o aparecimento de um fator de 0.5 nas energias
de repulsdo eletronica nas respectivas equagdes finais (Egs. 30 e 50).
Energias orbitais permitem manipulagdo apropriada para tornarem-
-se aditivamente equivalentes a energia eletronica total de cdlculos
Hartree-Fock,'*! porém, a associac¢do da defini¢do original das ener-
gias orbitais com o negativo das energias de ionizagdo, demonstrada

artree”
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pelo teorema de Koopmans, favorece a manutengo da definigdo de
energias orbitais como indicado acima e na literatura. Outro aspecto
que deve ser ressaltado na escolha dos orbitais candnicos estd na
possibilidade de se resolver as equagdes de Hartree e Hartree-Fock
por meio de métodos de solucdo de equagdes de autovalores, que sdo
extremamente praticos e eficientes.

Finalmente, a diferenga ébvia entre as equacdes de Hartree e
Hartree-Fock estd na presenca do termo de troca nas energias ob-
tidas pelo método de Hartree-Fock. Como mencionado acima, este
termo estd associado com corre¢des nos efeitos de correlacio entre
elétrons de mesmo spin. Quando se pensa em representar a estrutura
de uma molécula qualquer, intuitivamente quimicos tendem a utilizar
representagdes de Lewis. Em célculos Hartree-Fock para moléculas,
os orbitais moleculares gerados apresentam natureza completamente
deslocalizada, ou seja, ndo se concentram em regides especificas da
molécula de acordo com as representacdes de Lewis. Ao contrdrio, as
distribui¢des eletronicas orbitais geralmente se estendem por mais do
que dois dtomos. Existem diferentes formas de se localizar orbitais
com critérios completamente distintos.'® Porém, uma das primeiras
tentativas de procurar resgatar um carater localizado da distribuicao
eletronica orbital a partir de orbitais deslocalizados foi realizada
por Edmiston e Ruedenberg.”” Em trabalho cldssico esses autores
demonstraram que se as integrais de troca entre os orbitais fossem
minimizadas e as integrais de Coulomb fossem maximizadas, os
orbitais deslocalizados do método Hartree-Fock seriam convertidos
em orbitais localizados. Numericamente o valor da energia eletronica
total e de outras propriedades globais seriam invariantes com relagao
a esta transformagdo, uma vez que se trata de uma transformagao
unitéria. Esta perspectiva levou Levy, Nee e Parr'® a sugerirem que a
utilizagdo do método de Hartree poderia ser considerada como uma
forma direta de obten¢@o de localizacdo de orbitais. Portanto, em-
bora o método de Hartree possa produzir energias variacionalmente
maiores do que o método de Hartree-Fock, os orbitais resultantes
apresentam a conveniéncia de apresentarem um cardter localizado
compativel com as estruturas de Lewis. Na prdtica, entretanto, op-
ta-se pelo uso do método Hartree-Fock e posterior localizagio dos
orbitais para que se tenha uma estrutura eletrdnica mais préxima da
funcdo de onda exata.

CONCLUSAO

Este trabalho procurou explorar formas alternativas e considera-
velmente simples de se obter as equagdes de Hartree e Hartree-Fock
de forma genérica. Usualmente, a abordagem desses métodos tanto
em nivel de graduacdo quanto em nivel de pés-graduagdo é feita
de forma elaborada e exige a introduc¢do de métodos matematicos
sofisticados que levam os alunos a terem dificuldade de assimilar as
ideias principais associadas aos respectivos métodos. A apresentagao
das alternativas acima ndo substitui as demonstracdes formais, que
devem ser introduzidas de acordo com o nivel de formagdo esperado,
mas a experiéncia que o autor tem tido ao introduzir estes caminhos
como recurso diddtico, preliminarmente as demonstracdes formais
quando exigidos, mostra que ha melhor assimilacdo do modelo e
sugere que os alunos superam com menores dificuldades os desen-
volvimentos formais.
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