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* RESUMO: Este trabalho é uma atualização do artigo publi-
cado pelo autor na RAE em 1974 e tem por finalidade: a) de-
finir o Problema da Decisão Qualitativa (PDQ); b) mostrar
como certos tipos de problemas lógicos podem ser formulados
como PDQs; c) apresentar um método de resolução do PDQ,
o qual utiliza resolução de equações booleanas; d) apresentar
um processo original de resolução destas equações, o Algorit-
mo RQ, facilmente programável em computadores.

Os resultados apresentados são produto de trabalhos de-
senvolvidos no antigo Departamento de Engenharia de Ele-
tricidade da EPUSP, os quais deram origem a diversas pu-
blicações, entre elas 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,20,23, 24, 25,
28,29 (veja bibliografia no final do artigo).

Partes deste artigo são adaptações de trechos de livro do
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mesmo autor(11), onde se encontram os fundamentos teóri-
cos, aplicações, sugestões para novos desenvolvimentos e
listagens para microcomputador do SDB/3, um sistema de
auxílio à tomada de decisões que resolve o PDQ.
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* ABSTRACT: The purpose of this paper is: a) to define the
Qualitative Decision Problem (QDP); b) to show how a
kind of logical problems can be formulated as QDPs; c) to
introduce a method of resolution of the QDP, which utilizes
resolution of boolean equations; d) to introduce the RQ AI-
gorithm, which is an original process of resolution of this
equations.
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1. PROBLEMA A RESOLVER
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Desejamos obter a solução do seguinte
problema (21):

UA diretoria de uma firma manufatu-
reira reuniu-se para decidir sobre a polí-
tica de seus futuros negócios, em função
de seus objetivos. Discutiram as relações
entre o dinheiro gasto em propaganda, o
preço das mercadorias manufaturadas, a
percentagem das comissões dos vende-
dores e as possíveis mudanças para um
tipo mais aperfeiçoado de seus produtos,
e também os vários efeitos que suas deci-
sões acarretariam quanto ao lucro total
da firma e quanto à quantidade do pro-
duto vendido. Os objetivos da firma fo-
ram definidos: obter grande lucro e/ ou
vender grandes quantidades de artigos
manufaturados, para levar a operação da
fábrica à sua máxima capacidade possí-
vel. Todos os diretores concordaram nos
cinco pontos seguintes:

I) Se a política da empresa for, ou aper-
feiçoar o produto, ou cortar anúncios
onerosos, ou pagar aos vendedores
uma comissão mais elevada, ou elevar
o preço das mercadorias vendidas a
varejo, com a venda de um pequeno
número de artigos, em qualquer desses
casos, então o lucro será pequeno.

11)Se grandes somas forem gastas em
propaganda, sem alteração no tipo
dos produtos, ou se houver mudança
para um tipo mais aperfeiçoado e re-
dução na dotação para a propaganda,
então não haverá, simultaneamente,
um grande volume de vendas e gran-
des lucros.

III) Se a firma tiver grande lucro ou se
seu volume de vendas for elevado,
então o preço dos artigos no varejo
será baixo, e o gasto em propaganda,
elevado; ou então o preço da venda a
varejo será baixo, com uma pequena
dotação para a propaganda, e haverá
uma mudança para um tipo melhor
de produto, com uma baixa comis-
são para os vendedores.

IV) Se o preço de venda a varejo for bai-
xo, se não houver corte na despesa

com propaganda e se houver comis-
sões elevadas para os vendedores,
ou se o preço de venda e as comis-
sões forem baixos, com uma mudan-
ça para aperfeiçoar o produto, então
uma grande quantidade de artigos
será vendida.

V) Se houver um grande gasto em propa-
ganda, com uma mudança para um
produto aperfeiçoado, mas com o pre-
ço de venda conservado baixo e com
muitos artigos vendidos, então haverá
um lucro elevado.

Com essas regras gerais como guia,
qual deverá ser a política de tomada de
decisões da diretoria para se atingirem os
seguintes objetivos:

a) obter grande margem de lucro;
b) obter grande volume de vendas;
c) obter simultaneamente grande lucro e

grande volume de vendas?"

Está implícito que as respostas são de-
sejadas em função de: aperfeiçoar o pro-
duto, gastar muito em propaganda, pagar
altas comissões, elevar o preço de venda.

2. CÁLCULO PROPOSICIONAL E
ÁLGEBRA BOOLEANA

Para equacionar o problema acima ne-
cessitamos introduzir alguns conceitos. O
problema proposto pertence ao Cálculo
Proposicional clássico e pode ser equa-
cionado com auxílio da Álgebra Booleana
Binária.

Nossa resolução se aplica a problemas
da lógica que possam ser modelados pelo
Cálculo Proposicional clássico (com ex-
tensão para o Cálculo de Predicados).
Apesar de limitados (14, 15, 16), o Cálcu-
lo Proposicional e o Cálculo de Predica-
dos clássicos prestam-se para a análise de
inúmeros problemas da vida real.

Embora apreciável esforço esteja sendo
feito para o processamento de linguagens
naturais, atualmente a formalização de
problemas constituídos por frases nestas
linguagens exige uma modelagem prévia
das frases. As expressões do Cálculo Pro-
posicional clássico, adiante estudadas,
constituem um possível modelo, uma re-
presentação esquematizada destas frases.
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E a modelagem tem a finalidade de redu-
zir a complexidade delas, facilitando seu
entendimento e manipulação.

Por exemplo, as ambigüidades e as ex-
ceções às regras presentes na linguagem
natural, embora toleráveis (ou até desejá-
veis) num contexto literário, na formula-
ção que propomos, devem ser elimina-
das, antes de se traduzirem as idéias em
expressões do Cálculo Proposicional clás-
sico, para tornar os textos passíveis de
tratamento formal. É necessário, assim,
que seja selecionada (para ser traduzida
em expressões do Cálculo Proposicional)
uma única dentre as possíveis interpreta-
ções da frase original, e que corresponda
à interpretação desejada pelo usuário.

Este processo de modelagem, porém,
não é tranqüilo, surgindo inúmeras difi-
culdades, tais como: o mesmo texto em
linguagem natural pode dar origem a di-
versos significados; as frases necessitam
ser simplificadas, podendo levar a inter-
pretações diferentes das originalmente
desejadas; a riqueza da linguagem é este-
rilizada com a necessidade de tornar os
enunciados precisos. Além disso, cuida-
dos são essenciais para uma "tradução
adequada" (que represente as intenções
do usuário).

Desse modo, o problema se coloca na
passagem das frases em linguagem natu-
ral para as expressões padronizadas do
Cálculo Proposicional clássico, visto que
as várias dificuldades acima citadas ocor-
rem nesta passagem. As frases são "tra-
duzidas" num certo contexto, de acordo
com uma seleção feita pelo usuário entre
as possíveis traduções. Estas, às vezes,
surpreendem-no, divergindo das inten-
ções iniciais e levando a um processo de
tentativa e erro, até que ele encontre a
tradução precisa (ou aquela que mais se
aproxime do seu desejo inicial).

Lembramos que a Lógica apenas apro-
xima a linguagem natural, e que as ex-
pressões do Cálculo Proposicional clássi-
co constituem uma possível tradução em
linguagem padronizada da leitura do
usuário para o texto em estudo. Estas ob-
servações são particularmente importan-
tes quanto à operação lógica da implica-
ção e quanto ao significado do conectivo
ou (as operações lógicas podem ser estu-
dadas em 2, 14, 19,27,32,33); podemos
mesmo afirmar que muitos desenvolvi-

mentos mais recentes da Lógica foram
feitos para tentar resolver os problemas
que surgem quando se interpretam certas
operações, especialmente a operação im-
plicação. Devido a estes problemas, fo-
ram criados diversos modelos alternati-
vos, tais como: Lógicas Modal, Multiva-
lorada, Paraconsistente, Difusa (13, 18,
22,30,31).

Após a interpretação das frases em lin-
guagem natural para expressões do Cál-
culo Proposicional clássico, estas últimas,
para efeito de processamento, devem ser
representadas por meio de expressões al-
gébricas booleanas. Tal processo é trivial,
unívoco, não apresentando dificuldades
de monta.

A seguir vamos mostrar como o Cálcu-
lo Proposicional clássico pode ser equa-
cionado em termos da Álgebra Booleana
Binária (3, 12,17,26,33).

A Álgebra Booleana Binária é definida
sobre um conjunto A de dois elementos e
apresenta três operações l+. . , '}. Essas
operações devem obedecer certas pro-
priedades.

Denotando os dois elementos do con-
junto A com os símbolos 1 e O, temos:
A = {l,O} = conjunto formado pelos ele-
mentos 1 e O.

As operações +, . , ' sobre {I,O} obede-
cem às seguintes tabelas (x e y represen-
tam elementos de A, e podem tomar os
valores 1 ou O): .

1 1 1 11 1

Todas as possíveis combinações de O e
1 (valores de x e y) estão presentes nestas
tabelas.

o Cálculo Proposicional (ou Senten-
cial) é estudado em detalhes em (14, 19,
27, 32). Nele se estabelecem relações en-
tre proposições. Estas são afirmações,
não-contraditórias, que podem ser falsas
ou verdadeiras (Observe-se que estas exi-
gências referem-se apenas ao Cálculo
Proposicional clássico, pois, no Cálculo
Proposicional Para consistente, podem
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existir afirmações contraditórias; e, no
Cálculo Proposicional Multivalorado, po-
dem existir afirmações que não são nem
verdadeiras, nem falsas; sugerimos que
métodos similares aos aqui apresentados
sejam estendidos a outros tipos de lógi-
cas.).

As proposições podem ser relaciona-
das, ou operadas, por meio de conectivos
lógicos do tipo NÃO, E, E/OU, IMPLI-
CA, EQUIVALE.As expressões resultan-
tes dessas operações admitem também
um valor falso ou verdadeiro, determina-
do segundo regras vistas a seguir, e são
chamadas proposições compostas (Por
razões detalhadas adiante, o conectivo
"ou inclusivo" do Cálculo Proposicional,
usualmente grafado OU, será por nós es-
crito E/OU).

O Cálculo Proposicional clássico pode
ser equacionado em termos da Álgebra
Booleana Binária, definindo-se A como o
conjunto formado pelos elementos "pro-
posição verdadeira V" e "proposição fal-
sa F", ou seja,A = {V,F}.

Desse modo, fazendo as correspon-
dências indicadas na tabela a seguir:

V-I
F-O

Operação E/OU sobre {V,F}-
operação + sobre {l,O}

Operação E sobre {V,F} -
operação. sobre {l,O}

Operação NÃO sobre {V,F} -
operação' sobre {l,O}

obtemos uma Álgebra Booleana Binária.
As tabelas da soma (+), do produto (.) e
da complementação (') podem então ser
reescritas em termos de V e F, e serão,
respectivamente, as tabelas que represen-
tam as operações E/OU, E e NÃO (x, y
são proposições):

vv vv vv

Por conveniência, de agora em diante,
vamos usar indiferentemente os símbolos

V, F, E/OU, E, NÃO ou 1,0 +, . , '. Desse
modo:

z = x E/OU y = x + y = disjunção de x
com y (soma booleana)

w = x E Y = x.y = conjunção de x com y
(produto booleano)

v = NÃO x = x'= negação de x (comple-
mentação booleana)

z, w, v são proposições compostas.

Note-se que:
Se uma das proposições for verdadei-

ra, a disjunção será verdadeira.
Se as duas proposições forem verda-

deiras, a conjunção será verdadeira.

Substituindo as proposições básicas
(também chamadas átomos) por identifi-
cadores (letras) e os conectivos por sím-
bolos (tais como +, . , '), podemos obter
expressões algébricas que simbolizam a
proposição composta.

Por exemplo, a proposição composta:

"Não houve aula hoje, ou o ônibus
atrasou e a passagem está cara", após
ser interpretada no Cálculo Proposi-
cional clássico, seria traduzida pela
seguinte expressão algébrica:

ai + (b.c)
com as proposições básicas:
a = houve aula hoje
b = o ônibus atrasou
c = a passagem está cara

A seguir, é fornecida uma lista de pro-
posições compostas e sua tradução em
expressões algébricas da Álgebra Boolea-
na Binária. Repetimos que nem sempre a
tradução do texto é relativamente sim-
ples, como no exemplo acima, devido às
ambigüidades da linguagem natural.

A tabela 1 apresenta uma lista de tra-
duções (21, 33) de expressões do Cálculo
Proposicional (em língua portuguesa) pa-
ra expressões algébricas. Nestas expres-
sões comparecem variáveis literais (x, y,
z, ...) e as operações (+, . , '). Apresenta-
mos também alguns símbolos (~, =, I, 81)
empregados quando se desejam expres-
sões mais compactas. Note-se que, mui-
tas vezes, escreveremos abc com o signi-
ficando de a.b.c.
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Tabela 1: Tradução de expressões padronizadas do
Cálculo Proposicional clássico para expressões álgébricas

Expressões do Cálculo Proposidonal clássico Expressões algébricas
x E y E z, x COM V COM z x.v.z
x MAS V, x EMBORA V X.y
x E/OU y E/OU z x+y+z
NAOx x'
xSEMy, x COM NAOy x.y'
NEMxNEMyNEMz x'.y'.z'
NAOx MASy x'.y
NAO AMBOS x E y (x.y)'
NAO SIMULTANEAMENTE x E y E z (x.y.z)'
x IMPLICA v- x ACARRETA y
SExENTÃOy
x SOMENTE SE Y
x É CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA Y x' +y
ySEx x--"y
YSOB CONDIÇÃO QUE x y-x
yDEVIDOAx
yQUANDOx
YSEMPRE QUE x
y É CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA x
y É IMPLICADO POR x
x E CONDIÇAO NECESSARIA E SUFICIENTE PARA Y x.y+x'.y'
x SE E SOMENTE SE Y x=y
x EQUIVALE A y
x OU ENTAO YOU ENTAO z xy'z' + x'yz' + x'y'z
("UM DELES SOMENTE") xlylz
xOUENTAOy x.y' + x'.y

xly
x OU EXCLUSIVO YOU EXCLUSIVO Z xy'z' + x'yz' + x'y'z + xyz
("UM NÚMERO íMPAR DELES") xE9y€!)z
x OU EXCLUSIVO Y x.y' +x'.y
x DIFERENTE DE y x€!)y
xEVERDADE x=l, x
xEFALSO x=o, x'

Algumas observações sobre a tabela 1 são
oportunas:

Assim, g = x OU y será 1, se x, ou y, ou ambos
forem iguais a 1; e h = x OUXy será 1, se x ou y
(mas não ambos) forem iguais a 1. O conectivo
OU recebe às vezes o nome de OU INCLUSIVO,
em contraposição ao OU EXCLUSIVO.Adiante,
veremos que h = x (j) y pode ser escrito, em ter-
mos das operações +,.,', cornoh = x.y'+ x'y.

Na Lógica Simbólica, à qual pertence o Cál-
culo Proposicional clássico, adotou-se para a
operação OU o sentido do item a acima, ou seja,
o sentido do OU INCLUSIVOda álgebra Boo-
leana (32).

A operação OU EXCLUSIVO,quando apli-
cada a apenas dois elementos, traduz conve-
nientemente o sentido do ou do item b acima,
ou seja, o sentido de "um deles somente". Com
efeito, h = x (j) y = xy' + x'y indica que h = 1 se x
= 1, ou Y= 1, não podendo serem ambos iguais
a 1. Porém, quando aplicada a mais de dois ele-
mentos, corno em p = x (j) y (j) z = x EfJ (y EfJ z) =
(x (j) y) (j) z (o OU EXCLUSIVOtem a proprie-
dade da associatividade), obtém-se, por mani-
pulação algébrica (2, 17, 26, 33), que p = xy'z'+
x'yz' + x'y'z + xyz. Ou seja,p = 1se x = 1, ou Y=
1, ou z = 1, ou

I - O conectivo OU ENTÃOé urna proposta no-
va, merecendo um estudo à parte:

Na Álgebra Booleana, existem as operações
+ (OU) e (j) (OU EXCLUSIVO ou OUX), que
obedecem às tabelas: Na linguagem natural, a conjunção OU

apresenta diversos significados, corno por
exemplo:

a. Em "Dou desconto a professores, ou a enge-
nheiros, ou a idosos", entende-se que, per-
tencendo a urna só das categorias, ou a qual-
quer combinação duas a duas delas, ou às
três, o desconto estará garantido.

b. Em "Hoje à noite vou ao teatro, ou ao cinema,
ou ao estádio", entende-se que hoje à noite
irei a um só dos lugares citados.
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x = y = z = 1, não podendo dois
deles serem simultaneamente
iguais a 1.

Generalizando, a aplicação da
operação OU EXCLUSIVO a n ele-
mentos levará à conclusão de que,
havendo um número Ímpar de ele-
mentos iguais a 1, o resultado será
1.

Esta conclusão mostra que esta
operação é inadequada para tradu-
zir o sentido do ou do item b aci-
ma, pois, na linguagem natural,
quando falamos que "vamos ao lu-
gar X, ou ao y, ou ao z", nunca
queremos dizer que vamos a um
número ímpar deles!

Para traduzir o sentido do ou
do item b (o sentido de "um deles
somente"), muito comum na lin-
guagem natural, convém definir-
mos o conectivo OU ENTÃO (sím-
bolo I ) pelas expressões:
q = x OU ENTÃO Y = x I Y = xy'+

x'y

r= xOUENTÃOyOUENTÃOz =
x IY I z = xy'z} x'yz« x'y' Z

s = ... = x I Y I z I ... I w = xy'z' .
w'+x'yz' ..w'+ x'y'z ..w'+ .
+x'y'z'"w

Desse modo, q, f, ... S serão
iguais a 1, se e somente se um dos
elementos operados for igual a 1.

Para maior clareza, o ou do
item a (o OU INCLUSIVO) será
aqui grafado E/OU.

Em resumo, haverá três tipos de ou:

a) E/OU, com o significado de "OU
INCLUSIVO"(símbolo +).

Assim: g = x + y + z + ... +w será
igual a 1, desde que pelo menos um
dos operandos seja igual a 1 (será
igual a zero só se todos os operandos
forem iguais a zero).

b) OU ENTÃO, com o significado
de "UM DELES SOMEN-
TE "(símbolo I ).

Assim: s = x I Y I z I ... I w será
igual a 1, se e somente se um dos
elementos operados for igual a 1.

c) OU EXCLUSIVO, com o signifi-
cado de "UM NÚMERO
ÍMPAR DELES"(símbolo Ef».

Em geral, este conectivo não é
usado na linguagem, mas é impor-
tante na Álgebra Booleana aplica-
da a circuitos lógicos (em codifica-
ção, filtros etc.)

Assim: p = x Ef> Y Ef> z Ef> ... Ef> w
será igual a 1, se e somente se um
número ímpar de elementos opera-
dos for igual a 1.

A tabela 2 apresenta as três ope-
rações acima descritas, para quatro
operandos.

Notas:

1) Se x, y, w, z forem mutuamente
exclusivos, as operações OU
ENTÃO e E/OU levam ao mes-
mo resultado:
xlvlzlw e x e y v z j w

2) Para dois elementos, OU ENTÃO
e OU EXCLUSIVO levam ao
mesmo resultado:
x Iy = x Ef> Y = xy'+ x'y
(ou x, ou y, mas não ambos)

3) Embora para a operação OU EN-
TÃO seja válida a igualdade:
(x Iy) I z = x I (y Iz),
o resultado é diferente de:
x Iy Iz = xy'z' + x'yz' + x'y'z

Portanto, quando se utiliza o
conectivo OU ENTÃO, ele não po-
de ser aplicado repetidamente,
adicionando-se um elemento de
cada vez, mas deve ser aplicado
em bloco, utilizando-se as expres-
sões empregadas em sua defini-
ção. Diversamente dos operadores
E/OU, E, OU EXCLUSIVO etc.
que são diádicos (operam dois
elementos de cada vez), o OU EN-
TÃO é um operador n-ádico.

4) Do mesmo modo que na utiliza-
ção da função IMPLICAÇÃO (2,
14, 32, 33), certos cuidados de-
vem ser tomados quando-se em-
prega o conectivo OU ENTÃO
na tradução de frases da lingua-
gem para expressões do Cálculo
Proposicional clássico (ou para
expressões algébricas), pois, em-
bora corretos (ou seja, decorren-
tes da definição), certos resulta-
dos, num primeiro exame, po-
dem contrariar a intuição. Por
exemplo, as seguintes expressões
são válidas (veja a tabela 1 para
entendimento dos símbolos):

al a e a Gi a e Ü

a I (a.b) = a Ef> (a.b) = a.b'
a I (a + b) = a Ef> (a + b) = a'.b

a Ib I (a.b) = a.b'= a' + b = a Ib

a I b I (a + b) = O

Para verificar o quanto estes re-
sultados contrariam a intuição num
primeiro momento, basta se faze-
rem as substituições:

a ::;:ir ao teatro

b = ir ao cinema

+ = E/OU

. =E

I=OUENTÃO

Ef> = OU EXCLUSIVO

O = FALSO

II - Prova-se que são válidas as se-

guintes igualdades:

x OU EXCLUSIVO Y = x Ef> Y = xy'
+ x'y = (x E NÃO y) E/OU
(NÃOxEy)

x IMPLICA Y = x-->y = x ' + Y =
NÃO x E/OUy

x EQUIVALE A Y = (x = y) = xy +
x'y' = (x E y) E/OU (NÃO x e
NÃOy)

III - Conforme foi citado, em nos-
so contexto, as ambigüidades
presentes na linguagem natu-
ral devem ser eliminadas an-
tes de se traduzirem as frases
em expressões do Cálculo Pro-
posicional clássico (ou expres-
sões algébricas).

Como exemplo de ambigüida-
de, o mesmo enunciado em portu-
guês : "Ir ao teatro (x) e ir ao cine-
ma (y) ou ir ao estádio (z)" pode
levar a várias expressões diferen-
tes, conforme a intepretação: (x.y)
+ z, x.(y + z), (x.y) I z, x.(y I z). Ou-
tro exemplo de possíveis interpre-
tações diversas, conforme o con-
texto, é o seguinte(ll):

A frase: "Andar de bicicleta e a
cavalo" poderia ser interpretada
no Cálculo Proposicional clássico,
como:

• Andar de bicicleta E andar a ca-
valo (contexto: um artista de
circo);

• Andar de bicicleta E/OU andar
a cavalo (contexto: durante o
dia);

• Andar de bicicleta OU ENTÃO
andar a cavalo (contexto: num
certo instante);

• Andar de bicicleta IMPLICA an-
dar a cavalo (contexto: necessi-
ta-se da bicicleta para se chegar
ao cavalo e montá-lo);

• Andar de bicicleta EQUIVALE A
andara cavalo (contexto: para
ir a um certo local, pode-se uti-
lizar um ou outro, equivalente-
mente).

As ambigüidades podem ser
resolvidas pelo usuário, baseando-
se na intenção, no sentido das fra-
ses, no bom senso e no conheci-
mento do contexto no qual o pro-
blema está inserido. Isto vale
igualmente para se determinar
qual o significado dos conectivos
ou utilizados.
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Tabela 2: Operações OU, OU ENTÃO, OU EXCLUSIVO
para quatro variáveis

x y Z W g = x+y+z+w S=XlyIZIW p=XEIlyEllZEIlW

o o o o o o o o
1 o o o 1 1 1 (i=1=20) 1

2 o o 1 o 1 1 (i=2=21) 1

3 o o 1 1 1 o o
4 o 1 o o 1 1 (i=4=22) 1

5 o 1 o 1 1 o o
6 o 1 1 o 1 o o
7 o 1 1 1 1 o 1

8 1 o o o 1 1 (i=8=23) 1

9 1 o o 1 1 o o
10 1 o 1 o 1 o o
11 1 o 1 1 1 o 1

12 1 1 o o 1 o o
13 1 1 o 1 1 o 1

14 1 1 1 o 1 o 1

15 1 1 1 1 1 o o
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3. FUNÇÕES BOOLEANAS

Antes de resolver o problema apresen-
tado na seção 1, necessitamos de mais al-
guns conceitos.

Função booleana de N variáveis a, b, c,
..., n é uma correspondência entre cada
uma das possíveis combinações de valo-
res 0,1 destas variáveis, com um e um só
dos valores O ou 1. Esta correspondência
pode ser apresentada por meio da "tabe-
la de combinações", vista a seguir.

Para N = 3 variáveis, uma possível
função de a, b, c é a função z, especifica-
da pela tabela seguinte (as combinações
abc são dispostas em ordem de 000 a
111).

A seqüência J = 11000110 (que é a colu-
na da direita lida no sentido do maior i
para o menor, ou seja, de baixo para ci-
ma), desde que se especifique a ordem
das variáveis, define completamente a
função z. Esta seqüência, junto com N
(número de variáveis), e as variáveis abc,
na ordem utilizada na tabela, recebe o
nome de Transformada Numérica (TN), e
foi a utilização deste conceito que possi-
bilitou a dedução do Algoritmo RQ (A
proposta da TN encontra-se em 23, 24 e
sua formalização em 4, 5,11).

Um modo usual de representar uma
função booleana é a notação de Caldwell,
que especifica as posições dos bits 1 na
seqüência J.

No exemplo dado temos bits 1 nas po-
sições 7, 6, 2, 1. Na notação de Caldwell
escreveríamos:

z = 2:(7,6,2,1)

Observe-se que, da notação de Cald-
well, podemos facilmente determinar J e,
tendo J, podemos determinar facilmente
a notação de Caldwell da função.



RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES BOOLEANAS ...

Outro modo usual de representar uma
função é a forma algébrica; neste caso, a
função acima seria escrita:

z = a'.b'.c + a'.b.c' + a.b.c' + a.b.c
= b.c' + a.b + a'b'.c

A primeira expressão é obtida direta-
mente da tabela e a segunda é deduzida
da primeira por manuseio algébrico (2,
17,26,33).

Atribuindo a a, b, c os valores da tabe-
la de combinações, linha por linha, e efe-
tuando as operações de acordo com as ta-
belas de +,.,', obtemos a coluna z.

Passar da notação algébrica de z para J
chama-se "transformar z" e passar de J
para a notação algébrica denomina-se
"anti transformar 1", e há métodos pró-
prios paras as duas operações(11). Note-
se que J depende da ordem em que se co-
locam as variáveis a, b, c,... na tabela de
combinações.

As igualdades vistas anteriormente,
envolvendo as operações E8 (OU EXCLU-
SIVO), --+(IMPLICA)e = (EQUIVALE),
são obtidas representando algebricamen-
te estas funções a partir de suas tabelas
de combinações.

4. O PROBLEMA DA DECISÃO QUALITATIVA

O Problema da Decisão Qualitativa no
Cálculo Proposicional (PDQ) consiste no
seguinte: dados um Enunciado En (siste-
ma de expressões do Cálculo Proposicio-
nal clássico) e uma Questão Q (função
booleana de algumas variáveis de En),
determinar a Resposta R (função boolea-
na de algumas ou todas as variáveis de
En que não comparecem em Q), tal que
(En.R)--+Q) = 1 ou, equivalentemente,
(En--+(R--+Q)= 1. Ou seja: queremos de-
terminar R, tal que, se En e R forem ver-
dadeiros, então Q também será verdadei-
ra (ou também, se En for verdadeiro en-
tão R implica Q). Dado um conjunto de
relações não quantificadas entre eventos
(proposições), sua resolução permite a

obtenção de outras
relações entre propo-
sições escolhidas -
sendo estas seleciona-
das dentre aquelas
proposições original-
mente fornecidas. Em
particular, a partir do
citado conjunto de re-
lações, o PDQ é útil
para resolver proble-
mas lógicos do tipo:
como agir em relação
a certas proposições
escolhidas, para for-
çar a ocorrência de
uma situação deseja-
da envolvendo outras
proposições.

Em (1,11)encontram-se detalhes sobre
o Problema da Decisão Qualitativa, além
dos problemas da "Obtenção de todas as
teses possíveis"e da "Demonstração de
teoremas" no Cálculo Proposicional, com
sugestões de extensão para o Cálculo de
Predicados. Aqui, mostraremos apenas
como resolver o PDQ a partir da resolu-
ção de equações booleanas, nossos desen-
volvimentos tendo enfoque operacional,
sem preocupação de rigor.

O Problema da Decisão especifica um
Enunciado En, função de N variáveis.
Inicialmente, a Questão Q é especificada
como função de algumas dessas variáveis
(variáveis dependentes), e a Resposta R,
como função de um subconjunto das va-
riáveis remanescentes (variáveis inde-
pendentes). No caso de existirem, no pro-
blema proposto, variáveis ausentes - que
não foram especificadas nem na resposta
R, nem na Questão Q-, elas são adotadas
como variáveis da Questão Q (funcionam
como variáveis brancas, pois Q não de-
pende dessas variáveis).

Nosso método de resolução, primeira-
mente, transforma o PDQ proposto em
expressões algébricas, constituindo um
sistema simultâneo de equações boolea-
nas. Como qualquer sistema deste tipo
pode ser transformado em uma equação
equivalente, os algoritmos para resolução
destes sistemas, sem perda de generali-
dade, são desenvolvidos para a resolução
de equações equivalentes.

A seguir, a equação equivalente do
Enunciado é determinada com as N va-

o PDQ é útil

para resolver problemas

lógicos do tipo: como agir

em relação a certas

proposições escolhidas,

para forçar a ocorrência de

uma situação deseiada.
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riáveis em ordem tal
que aquelas que com-
parecem em R (as in-
dependentes) estejam
à direita (veja a seção
seguinte). Desse mo-
do, teremos:

Nosso método de

resolução, primeiramente,

transforma o PDQ proposto

em expressões algébricas,

constituindo um sistema

simultâneo de equações

booleanas.

W(X1, ... ,Xj,Xj+1, ... ,XN) =
1 é a equação equi-
valente do Enun-
ciado;

R = R(xj+1,.••,xN) é fun-
ção de N - j variá-
veis independen-
tes;

Q = Q(xl1•••,xj) é função de j variáveis
dependentes.

Após isso, para resolver o PDQ, faze-
mos o seguinte;
1) Resolvemos a equação equivalente, ob-

tendo as variáveis dependentes x.,....x,
(todas elas, mesmo as inicialmente au-
sentes em Q) em função das variáveis
independentes xj+1,. ••,XN•

2) Substituimos as expressões das variá-
veis dependentes (x1,.••x.), obtidas em
função das independentes (xj+l1 ••• 'xN),

na função Q = Q(xl1•••,xj). Evidentemen-
te, utilizamos apenas as expressões das
variáveis dependentes das quais Q é
função. Se obtivermos uma só expres-
são, esta será R; se existirem diversas
soluções, devemos efetuar o produto
booleano entre elas (para maiores deta-
lhes, veja 11).

5. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA

Como primeiro passo, vamos escrever
o sistema de equações que traduz o pro-
blema proposto e transformá-lo numa só
equação equivalente ao sistema.

Adotando as proposições:

A = Aperfeiçoar o produto
B = Gastar muito em propaganda
C = Pagar altas comissões
D = Elevar o preço de venda
E = Ter grande volume de vendas
F = Ter alto lucro
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o leitor poderá verificar, consultando a
seção 1, que as cinco afirmações ("ver-
dades") do Enunciado podem ser escri-
tas:

I) (A + B' + C + D). E'--+F'

11) (B.A') I(A.B')--+(E.F)'

111) F + E--+(D'.B)I(D'.B'.A.C')

IV) (D'.B.C)I(D'.C'.A)--+E

V) B.A.D'.E~F

Como sabemos, x-+y (implicação) é
equivalente a x' + y. Como as afirmações
do problema são admitidas verdadeiras
(base do problema), escreveremos x' + y
= 1.Aplicando essa igualdade às implica-
ções citadas, por manuseio das expres-
sões, obtemos:

I) E + A'.B.C' . D' + F' = 1

11) A'.B' + A.B+ E' + F' = 1

III) E'.F' + B.D' + A.B'.C'.D' = 1

IV) D + A'.C' + B'.C + E = 1

V) A' + B' + D + E'+ F = 1

Se dispomos de várias expressões
iguais a 1, a expressão obtida pelo produ-
to booleano de todas as expressões entre
si, igualada a 1, é equivalente às expres-
sões originais dadas.

Assim, chamando de P, Q, R, S, T às
expressões à esquerda nas igualdades I,
lI, III, IV, V, respectivamente, temos:

P.Q.R.S.T= 1

Efetuando o produto obtemos uma
função de E, F, A, B, C, D. que chamare-
mos de w(E,F,A.B,C,D).

Portanto, w(E,F,A,B,C,D)= P.Q.R.S.T= 1

A ordem das variáveis foi escolhida
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tendo em conta que o problema solicita m q r m q r
as variáveis E, F em função das variáveis
A,B,C,D. 62 3 14 10 O 10

A função w é chamada função equi- 60 3 12 9 O 9
valente ao sistema e pode ser expressa
na notação de Caldwell. Em geral, o 40 2 8 7 O 7
produto pode ser mais facilmente efe-

38 2 6 5 O 5tuado com auxílio da Transformada
Numérica (TN); obtém-se A TN de w e, 36 2 4 4 O 4
a partir da mesma, obtém-se a notação
de Caldwell de w. 20 1 4 3 O 3

No exemplo dado, efetuando o produ- 15 O 15 2 O 2
to obtemos, para a equação equivalente:

13 O 13 1 O 1
w(E,F,A,B,C,D)= ~(62, 60, 40, 38, 36, 20,

11 O 11 O O O15,13,11, 10,9,7,5,4,3,2, 1, O)

Os detalhes desta multiplicação serão
omitidos aqui, por não serem essenciais à Por exemplo, 62716 = 3, com resto 14.
compreensão do método (veja 11).

Ainda, o problema pede, conforme a 11) Ordenam-se os quocientes q de acor-
seção 1: do com os restos r correspondentes

(r vai de 2N-j - 1 = 15 a O):

a) F em função de A, B,C, D r q r q
(Questão Q1) 15 O 7 O

b) E em função de A, B,C, D 14 3 6 2
(Questão Q2)

13 O 5 O
c) E.Fem função de A, B,C, D 12 3 4 2,1, O

(Questão Q3)
11 O 3 O

Em seguida, vamos determinar os itens 10 O 2 O

a, b e c de acordo com o roteiro da seção 9 O 1 O
4. Para a resolução da equação equivalen-

8 2 O Ote utilizaremos o Algoritmo Resto-Quo-
ciente, ou Algoritmo RQ (6, 10,11).
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o algoritmo

Resto-Quociente

é facilmente

programável em

computadores.

6. APLICAÇÃO DO ALGORITMO RQ

Apresentaremos o algoritmo à medida
que o aplicarmos na resolução do proble-
ma proposto.

No problema temos N = 6 variáveis e
desejamos duas dessas variáveis (E e F)
em função de outras 4 (portanto há 2 va-
riáveis dependentes e 4 independentes).
Chamando de j o número de variáveis
dependentes, temos:
I) Dividem-se os números da notação de
Caldwell de w por 2N-j = 24 = 16, obtendo-
se quocientes q e restos r:
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Desse modo, obtemos:
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III) Determinam-se todas as combinações
de quocientes q, tomando um só q
para cada r, na ordem r = 2N-j -1 a O
(são as várias seqüências de números
que se obtém, lendo-se a coluna da
direita da tabela anterior de cima pa-
ra baixo).

Resultam três soluções:

Gl = (O 3 O 3 O O O 2 O 2 O 2 O O O O)

G2 = (O 3 O 3 O O O 2 O 2 O 1 O O O O)

G3 = (O 3 O 3 O O O 2 O 2 O O O O O O)

IV) As soluções transformadas são obti-
das construindo-se, para cada Gi,
uma matriz cujas colunas são os ele-
mentos de Gi, expressos em base 2,
em colunas escritas de cima para
baixo.

Solução 1) G1:
E1: 01010001 01010000
F1: 01010000 00000000

Solução 2) G2:
E2: 01010001 01000000
F2: 01010000 00010000

Solução 3) G3:
E3: 01010001 01000000
F3: 0101000000000000

variáveis A,8,C,O

Por exemplo, na solução 1, o segundo
número é 3, o qual em base 2 é 11.

Para obter a Questão Q3, determina-
mos E.F nas três soluções encontradas;
para isto, basta efetuar o produto boolea-
no, bit a bit, nas três soluções acima, ob-
tendo-se:

Solução 1, 2 e 3:
E.F: 0101000000000000

(solução única)

As Respostas R, conforme citado na se-
ção 4, serão determinadas efetuando-se os
produtos das diversas soluções entre si.

Ql = F, R1 = Fl.F2.F3 : 01010000 00000000

Q2 = E, R2 = El.El.E3: 01010001 01000000

Q3 = E.F,R3 : 01010000 00000000

Antitransformando (veja 11), obtemos
as Respostas para as três Questões:

a) Questão Q1 = F
Resposta RI = A.B.D'

b) Questão Q2 = E
Resposta R2 = A.C'.D'+B.C.D'+A.B.D'

c) Questão Q3 = E.F
Resposta R3 = A.B.D'

7. INTERPRETAÇÃO DOS RESULTADOS

As Respostas são obtidas "vertendo" as
expressões algébricas dos Ri, utilizando a
tabela das traduções da seção 2 e substi-
tuindo cada letra pela proposição corres-
pondente.

Obtemos:

a) Para Ter alto lucro, deve-se Aperfei-
çoar o produto E Gastar muito em pro-
paganda E NÃO Elevar o preço de
venda.

b) Para Ter grande volume de vendas,
deve-se Aperfeiçoar o produto E NÃO
Pagar altas comissões E NÃO Elevar o
preço de venda E/OU Gastar muito
em propaganda E Pagar altas comis-
sões E NÃO Elevar o preço de venda
E/OU Aperfeiçoar o produto E Gastar
muito em propaganda E NÃO Elevar o
preço de venda.

c) Para Ter grande volume de vendas E
Ter alto lucro, deve-se Aperfeiçoar o
produto E Gastar muito em propagan-
da E NÃO Elevar o preço de venda.

Algumas considerações podem ser fei-
tas sobre as soluções determinadas:

As Respostas R obtidas para as três
Questões (E,F, E.F), resolvem o Problema
de Decisão Qualitativa nos três casos:
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En--->(R->Q)= 1 das Respostas, podemos deduzir quais os
valores que devemos atribuir a A, B, C, O
para obtermos, em cada problema, R = 1
e, portanto, Q = 1.

N o caso de o usuário desej ar for-
mular outra Questão sobre o mesmo
Enunciado, deverá fazê-lo antes da
resolução da equação equivalente.
Por exemplo, se o problema especifi-
casse como Questão (já em linguagem
algébrica) :

Adotando En como verdadeiro, se for
assegurado, em cada Resposta, que R = 1,
teremos, conseqüentemente, Q = 1.

Nas respostas R, vemos que cada mo-
nômio das expressões constitui uma al-
ternativa para se obter a respectiva Res-
posta igual a 1. Por exemplo, na Resposta
para Q2 = E temos três monôrnios, e, por-
tanto, três possíveis alternativas:

Q4 = A'.E + A.E'A=l, C=0, 0=0 (com B qualquerj-eRâ=I
B==l,C==l,0=0 (com A qualquerj-s Râ=I
A=l, B==l,D==O(com C qualquer)--->R2==l com a Resposta em função de C, D, F, a

equação equivalente seria resolvida de-
terminando (A,E,B) ==f(C,D,F). ODesse modo, do exame das expressões
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