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Este artigo estuda a estdtica comparativa de adicionar agentes ao
mercado de matching que consiste de uma “economia mista” que
unifica os tradicionais casos discreto e continuo, conhecidos como
Marriage Market (Gale e Shapley, 1962) e Assignment Market (Sha-
pley e Shubik) respectivamente: algumas firmas competem por
meio de saldrios e outras nao tém nenhuma flexibilidade sobre os
termos das contratacoes dos candidatos.

This paper studies the comparative statics of adding agents to the
matching market which consists of a “mixed economy” that unifies
the traditional discrete and continuous cases, known as Marriage
Market (Gale e Shapley, 1962) and Assignment Game (Shapley e
Shubik, 1972), respectively: some firms compete by means of wages
while others have no flexibility over the terms of appointments.

1. Introducao

A Teoria de Matching para mercados de dois lados se iniciou com Gale e
Shapley em 1962 com o artigo “College Admissions and the Stability of Marriage”.
Ao longo dos anos, os modelos de matching de dois lados deixaram de constituir
apenas um conjunto interessante de modelos matematicos para se tornar uma
importante parte do campo de pesquisas emergente de desenho de mercados. Tém
contribuido grandemente na compreensao do funcionamento de uma variedade
de mercados, ajudando as instituicoes que tém sido criadas para organiza-los.
Atualmente existe uma vasta literatura, tanto teérica como empirica, referente a
mercados de matching de dois lados.

*Artigo recebido em dez. 2000 e aprovado em dez. 2003.
“Departamento de Economia, Universidade de Sdo Paulo. Parcialmente financiado pelo CNPq
e FIPE.
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Como observado por Cournot, Edgeworth, Bohm-Bawerk e outros, os mercados
de dois lados sao importantes, nao somente pelos “insights” que eles podem dar
para situagoes econdémicas com muitos tipos diferentes de agentes, mas também
porque em situagoes reais a maioria das transacoes sao de fato bilaterais. Os mer-
cados de matching de dois lados envolvem dois conjuntos finitos e disjuntos de
agentes, e tém como principal funcao a de formar parcerias. Em tais mercados
cada agente de um lado forma uma parceria com um agente do lado oposto e entao
realiza alguma atividade em conjunto que produz um ganho que ¢é dividido entre
os parceiros. Mercados de trabalho onde firmas e trabalhadores sdo heterogéneos
e bem informados podem em geral ser modelados como um mercado de matching
de dois lados: se uma firma contrata algum trabalhador, a produtividade do par
é dividida entre eles em saldrio para o trabalhador e lucro para a firma. Um
exemplo de um tal mercado é o mercado de recrutagem de professores para uma
dada posicao pelas Universidades. No mercado americano, as Universidades com-
petem entre si em termos de salario. J4 no mercado brasileiro, cada Universidade
brasileira publica oferece um saldrio pré-determinado e fixado. Tradicionalmente,
o primeiro tipo de mercado tem sido modelado como o mercado de matching
continuo com utilidades lineares, conhecido como Assignment Game (Shapley e
Shubik, 1972), em que os saldrios podem ser negociados e podem variar continu-
amente no conjunto de nliimeros reais, enquanto o outro tipo tem sido modelado
como o mercado de matching discreto, Mercado do Casamento (Gale e Shapley,
1962). Neste modelo o saldrio é parte da descri¢ao de trabalho e é apenas um dos
fatores que determinam as preferéncias dos professores pelas Universidades.

Na pratica, porém, a hipdtese de que os agentes tém suas escolhas restritas
a apenas um dos mercados (discreto ou continuo) sao um impecilho a visao dos
modelos de Gale e Shapley e de Shapley e Shubik como modelos de mercados
de trabalho reais. Muitos agentes desejam entrar nos dois mercados simultanea-
mente. Na realidade, estes mercados sdo parte de um unico mercado, portanto
uma modelagem adequada deve permitir que qualquer agente possa negociar si-
multaneamente em ambos os mercados.

Em Sotomayor (2000), seguindo a idéia de Eriksson e Karlander (1997), tal
unificacdo é oferecida: Alguns agentes sao considerados “rigidos” quanto a divisao
dos ganhos das parcerias e outros nao. O Mercado do Casamento é obtido quando
todos os agentes sao rigidos (basta que todos de um mesmo lado sejam rigidos).
Obtemos o Assignment Game quando nenhum participante é rigido.

O presente artigo objetiva continuar a analise do modelo unificado. Sem buscar
por grandes generalizagoes, o modelo de Sotomayor (2000) é modificado levemente
de forma a adequé-lo ao contexto de firmas e trabalhadores. Algumas firmas
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(rigidas) nao negociam saldrios, de modo que a divisdo dos ganhos na formacao das
correspondentes parcerias é pré-estabelecida. As firmas que negociam os salarios
serdo denominadas flexiveis.! O problema que estamos interessados em solucionar
¢é bastante simples: Como a transformagao de um mercado flexivel em misto, ou de
um mercado rigido em misto, permitindo livre negociagao dos trabalhadores com os
dois tipos de firmas, poderia afetar os payoffs dos agentes? Mais especificamente, é
mais lucrativo para os agentes operar nos mercados simples ou no mercado misto?

A solugao deste problema do ponto de vista da Teoria dos Jogos requer algumas
consideracoes. Estaremos supondo, como ¢é tradicional na Teoria de Matching,
que o mercado é organizado de forma centralizada e as alocagOes sao obtidas
via algum mecanismo. A teoria e a pratica tém mostrado que o sucesso de um
tal mecanismo depende do fato das alocagbes produzidas serem ou nao estaveis.
Assim, procuramos por um mecanismo estavel.

No Mercado do Casamento, um matching ou uma alocagao dos trabalhadores
para as firmas € estdvel se é individualmente racional e nenhuma firma e nenhum
trabalhador se preferem mutuamente aos seus parceiros. Para o Assignment Game,
um resultado é um matching e um vetor de payoffs, um para cada agente. FEle
é estdvel se é individualmente racional e nenhuma firma e nenhum trabalhador
podem negociar um payoff mais alto para ambos do que o que eles obtém com o
corrente resultado. Em Sotomayor (2000), uma demonstracao nao construtiva do
teorema de existéncia de alocagoes estaveis, comum aos dois modelos, é oferecida.
E provado também que quando o nicleo definido por dominagao forte coincide
com o nucleo definido por dominacao fraca, o conjunto das alocagoes estdveis é
dotado de uma estrutura algébrica de reticulado completo. O interesse econémico
em uma tal estrutura matematica é que ela garante que para cada lado do mercado
existe sempre uma alocagao estavel 6tima para este lado, que é a mais preferida
por todos os agentes deste lado e a menos preferida por todos os agentes do outro
lado a qualquer outra tal alocacao.

Embora nao possamos garantir a existéncia das alocagoes estdaveis 6timas no
mercado misto (exemplo 1), podemos provar a existéncia de alocagoes estaveis
muito especiais. Tais alocagoes sao também de interesse econémico, pois quando
o conjunto das firmas rigidas (respectivamente, flexiveis) é vazio elas coincidem
com as alocacoes 6timas para cada lado correspondente do mercado para o Mer-
cado do Casamento (respectivamente, Assignment Game). A obtengao dessas
duas alocacoes pode ser feita utilizando-se o algoritmo apresentado em Sotomayor

'Este modelo é também adequado para um mercado de compra e venda, como por exemplo o
mercado de carros. Os carros novos tém pregos fixos, tabelados, enquanto os usados tém pregos
negociaveis.
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(2003), que produz uma das alocagboes num numero finito de etapas. Este al-
goritmo mimifica os procedimentos de ajustes salariais reais e a sua dinamica nos
ajuda a explicar os resultados tedricos que serao apresentados aqui. Referir-nos-
emos a ele como mecanismo de ajuste salarial dinamico. Para a obtencao da
outra alocagao, fixamos a alocacdo das firmas rigidas obtida com o mecanismo
de ajuste salarial dinamico e variamos a alocagao das firmas flexiveis no conjunto
das alocagoes estaveis. Obtemos assim um reticulado completo, onde a alocagao
estavel obtida com o algoritmo é a étima para as firmas. A restricdo deste reticu-
lado ao Assignment game reduzido, resultante da remocao das firmas rigidas com
seus respectivos parceiros, é um sub-reticulado do conjunto dos resultados estaveis
para o Assignment game reduzido. A alocagdo 6tima para os trabalhadores pode
entao ser obtida via algum procedimento que determine o correspondente ponto
extremo do subreticulado (ver capitulo 8 em Roth e Sotomayor (1990)). E claro
que o mecanismo de Sotomayor (2003) restrito ao Mercado do Casamento ou ao
Assignment Game produz o resultado estavel 6timo para as firmas. E também
claro que o procedimento para se encontrar o resultado estavel étimo para os tra-
balhadores no conjunto das alocacoes estdveis que mantém invariante a alocacao
das firmas rigidas obtida com o mecanismo de ajuste salarial dinamico produz
o resultado estdvel 6timo para os trabalhadores quando restrito ao Assignment
Game. Que isto também é verdade para o Mercado do Casamento se deve ao fato
de que o conjunto dos matchings estaveis para este mercado é unitario em nosso
modelo.

A idéia é entao, usando as alocagoes produzidas pelos mecanismos menciona-
dos acima, derivar resultados de estatica comparativa sobre os efeitos da entrada
das firmas flexiveis no Mercado do Casamento e das firmas rigidas no Assignment
Market. Normalmente esperariamos que a entrada de novos agentes de um lado,
enfraquecesse as posigoes competitivas dos outros agentes desse lado e fortale-
cesse as posicoes competitivas dos agentes do lado oposto. Este artigo oferece os
fundamentos tedricos para provar resultados que confirmam esta intuicao. Estes
resultados nao tém similares nos modelos discreto e continuo e, pelo que sabemos,
sao os mais fortes resultados de estatica comparativa sobre mercados de matching
um-a-um existentes na literatura.

1.1 Hipdteses econémicas subjacentes

As hipé6teses de nosso modelo sdo as usuais de Gale e Shapley para o Mercado
do Casamento e de Shapley e Shubik para o Assignment Game. Embora restri-
tivas em muitos aspectos, permitem abranger uma grande variedade de mercados
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de matching de dois lados, como por exemplo, mercados de casas, mercados de
carros usados e mercados de trabalho em geral. As mais importantes hipdteses
econdémicas sao:

1. Utilidade ¢ identificada com dinheiro.

E bem verdade que as preferéncias dos trabalhadores dependem nao somente
do saldrio, mas também de outros fatores como a satisfagao com o emprego,
localizacao da empresa, etc. Por outro lado, a explicacdo mais comum de
quem troca de emprego por livre e expontanea vontade é que encontrou um
trabalho que lhe ofereceu um salario mais alto. Isto nos permite pensar que,
em um grande nuimero de situagoes, o efeito que o dinheiro produz nas pre-
feréncias dos individuos torna praticamente desprezivel os efeitos dos demais
fatores, de forma que a completa monetarizacao da utilidade é defensavel. E
entao razoavel pensarmos num ambiente de mercado aberto, onde existem
muitos trabalhadores vendendo seus servigos por dinheiro e muitas firmas
comprando esses servicos.

2. Cada agente esta interessado em formar no maximo uma parceria.
Admitimos que é uma hipétese restritiva, mas nao € inteiramente irrealista
e nao temos a intengao de grandes generalizagoes. Cargos de chefia, sdo em
geral, ocupados por uma tunica pessoa. Assim é, por exemplo, razodvel que
cada firma oferega uma (e sé uma) posicao de gerente e que os candida-
tos s6 possam aceitar uma dessas posigoes. E muito comum Universidades
oferecerem uma tinica posicao de professor Titular com regime de dedicacao
exclusiva, dessa forma limitando cada candidato a aceitar um tinico emprego.
Num contexto de mercado de compra e venda, nos mercados de carros usa-
dos, por exemplo, é comum que cada vendedor possua um carro para vender
e cada comprador deseje comprar um carro para o seu uso.

3. Na secao 2 apresentamos o modelo matematico. Devido a sua importancia
no presente trabalho, a descricao do mecanismo de ajuste salarial dinamico é
apresentado na segao 3. A segdo 4 ilustra com exemplos o funcionamento do
mecanismo e alguns resultados de estatica comparativa. A secao 6 conclui
com algumas observacoes finais.
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2. Modelo Matematico

Existem dois conjuntos finitos e disjuntos de agentes, P = {p1,p2, ..., Diy ..-Dm }
e Q= {q1,92,--,4j, .-, qn}. Para fixar idéias, os membros de P serdo chamados
de firmas e os membros de ) serdao chamados de trabalhadores. Os agentes de
um lado formam parcerias com os agentes do lado oposto e entao realizam alguma
atividade que produz um ganho que ¢é dividido entre os parceiros. Cada agente
estd interessado em formar no maximo uma parceria. Algumas firmas sao rigidas
quanto a divisao dos ganhos e outras nao. Isto é, uma firma rigida oferece o
mesmo saldrio a todos os trabalhadores. Uma firma flexivel pode negociar o salario
oferecido a um dado trabalhador. Formalmente, se p; e ¢; formam uma parceria,
eles realizam uma atividade que lhes d4 o ganho conjunto (ganho da transagao)
a;; + b;. O agente p; recebe u; e g; recebe v, de tal forma que u; + v; = a;; + b;.
Se p; é rigida ela determina o saldrio de seu parceiro, b;, donde u; = a;; e vj = b;.
O conjunto das firmas rigidas serd denotado por Pf. Se p; ndo é rigida diremos
que ¢ flexivel. Neste caso assumiremos que a;; + b; > 0 para todo ¢;. O conjunto
das firmas flexiveis serd denotada por P¥. Por simplicidade consideraremos que
o payoff de reserva de cada agente é 0. Por questoes técnicas introduziremos um
trabalhador ficticio qg. Se p; contrata qg, ambos tém payoff 0.

Seguindo as hipdteses usuais de Gale e Shapley para o mercado do casamento,
assumiremos que as preferéncias das firmas rigidas sobre os trabalhadores tanto
como as preferéncias dos trabalhadores sobre as firmas rigidas sao estritas, com-
pletas e transitivas. Elas simplificam as demonstragoes e garantem a existéncia de
alocagoes estaveis 6timas para cada lado do mercado rigido. Contudo os nossos
resultados sdo também vélidos para preferéncias nao estritas.

Para uma firma rigida os ntimeros a;;’s expressam as suas preferéncias sobre os
trabalhadores. Assim, os ntimeros a;;’s referentes as firmas rigidas sao distintos,
e se p; é rigida entao ela prefere ¢; a g se e somente se a;; > a;, € g; ¢ aceitavel
para p; se e somente se a;; > a;o = 0. Desta forma, cada firma rigida pode listar
numa ordem de preferéncias estrita os trabalhadores que gostaria de contratar.
Se, por exemplo, a lista de preferéncias de p; é dada por L(p;) = qn, ¢j, - - -, 0, dp,
entao significa que p; prefere g, a ¢;. O trabalhador g, é inaceitdvel para p;, de
maneira que p; prefere nao contratar nenhum trabalhador a contratar g,.

Dado que os trabalhadores tém preferencias estritas, completas e transitivas
sobre as firmas rigidas, eles podem, portanto, expressa-las por listas ordenadas
de preferéncias. Um trabalhador prefere a firma rigida p; a firma rigida py se e
somente se b; > by,. Devido as consideragoes acima, todos os trabalhadores terao
a mesma lista de preferéncias estritas sobre os agentes rigidos. Logo, b; > 0 para
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todo p; € P aceitavel para os trabalhadores.?
Colocaremos a; = (a1, - - -, ain), para toda firma p;. O mercado misto é entao
dado por (P, Q, a,b), onde a é a matrix dos a;;s e b é o vetor (b1, ..., by). O mer-

cado (P¥, Q, a, b) serd chamado de mercado flexivel, enquanto (PR, Q, a, b)
de mercado rigido.

Informalmente, um matching é uma alocagao dos trabalhadores para as
firmas que serd denotada por z (a definicdo formal pode ser vista em Roth e
Sotomayor (1990)). Um matching é factivel se nenhuma firma é designada para
mais de um trabalhador e nenhum trabalhador nao ficticio é alocado para mais de
uma firma. Se o trabalhador ¢; é alocado para a firma p; por x entao p; é designada
a ¢j por x e escrevemos ¢; = x(p;) ou p; = x(q;). Se p; é designado ao trabalhador
ficticio entao diremos, algumas vezes, que p; ¢ nao designada. Se g; nao é alocado
a nenhuma firma denotaremos algumas vezes x(q;) = ¢j. O trabalhador gy pode
ser alocado para qualquer quantidade de firmas. Dado um conjunto S de agen-
tes pertencentes a um mesmo lado do mercado denotamos (S) = {x(s);s € S}.

Definicao 1. Um resultado é um matching x e um par de vetores (u,v) deno-
minado payoff, com u € R™ e v € R™. Serd denotado por (u,v;x).

Definicao 2. Um resultado (u,v;z) € factivel se x é factivel e

a) u; > 0 e wv; >0 para todo p;, qj) € PxQ (racionalidade individual);

o

) u; = 0 se p; nao é designada por z;

c¢) v; =0 se g; nao é alocado por z;

o,

) u; +v; = a;; + b; se q; é alocado a p; por x;
e) u; = a;; e vj = b; se ¢; é alocado a p; por x e p; € PE,

Se (u,v;x) é factivel entao dizemos que (u,v) é um payoff factivel e z é com-
pativel com (u,v). O conceito solugao para este tipo de jogo é o de estabilidade.

2Estas hipSteses sdo bastante razodveis em muitos mercados de trabalho. As empresas
publicas, por exemplo, costumam contratar pessoal para preenchimento de vagas de uma dada
posicao oferecendo o mesmo salario para todas as vagas. E também muito comum um profissional,
frente a duas ofertas, optar pela que lhe d4 o maior saldrio.
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Definicao 3. Um resultado (u,v;z) € estdvel se é factivel e para todo (p;,q;) €
PxQ temos que

a) u; +v; > ai; +b; se p; € Pl e;
a) u; > a;j ou vj > b se p; € PR,

Se a) ou b) nao é satisfeita para algum par (p;, ¢;), dizemos que o par bloqueia
o resultado. Assim, um resultado é estavel se é factivel e nao tem nenhum
par bloqueante.

Se (u,v;x) é estavel dizemos que o payoff (u,v) é um payoff estavel.

Desde que os pares (p;,q;) sao as unicas coalizOes essenciais, um resultado é
estavel se e somente se estd no niucleo do jogo cooperativo coalizional induzido
pelo mercado (P, Q,a,b).

Definicao 4. Um resultado (u,v) € o resultado estdvel étimo para as firmas
se u; > uy e vj < 'j para todo payoff estdvel (u',v"). Simetricamente, (u,v) € o
resultado estdvel 6timo para os trabalhadores se v; > v; e u; < u} para todo
payoff estdvel (u',v").

2.1 O mercado rigido: (P¥,Q,a,b)

O trabalhador g; ¢ aceitavel para a firma p; se a;; > 0. Todos os agentes
podem listar seus parceiros potenciais em ordem, numa lista finita de preferéncias
estritas. Todos os trabalhadores tém a mesma lista de preferéncias. Este mercado
é um caso particular do bem conhecido Marriage Market, introduzido por Gale e
Shapley em 1962. Um resultado (u,v;x) é factivel se satisfaz a), b), c¢) e e) da
Defini¢ao 2. O resultado (u, v;x) é estavel se é factivel e nao existe um par
(pi, gj) tal que g; prefere p; a (q;) e p; prefere g; a x(p;).

Gale e Shapley provaram que sempre existe o resultado estdvel otimo para as
firmas e o resultado estavel étimo para os trabalhadores.

2.2 O mercado flexivel: (P¥,Q,a,b)

De acordo com o que assumimos anteriormente, a;;+b; > 0 para todo (p;, q;) €
PFxQ e o salario de reserva de cada trabalhador é 0. Este modelo é o Assignment
Game introduzido por Shapley e Shubik (1972).

Um resultado (u,v;x) é factivel se satisfaz a), b), ¢) e d) da Definicao 2.
Um resultado (u,v;x) é estavel se é factivel e satisfaz a) da Definicdo 3. Isto
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é, se (u,v;x) é estivel entdo cada p; estd maximizando o seu payoff
utilidade aos salarios v, todo trabalhador g; estd maximizando o seu
payoff utilidade aos payoffs u e todo agente nao alocado por x tem payoff
0. Este conceito esta intimamente relacionado com o de alocagao de equilibrio
competitivo neste mercado. Nesse caso v é chamado um vetor de salarios de
equilibrio competitivo.

Analogamente ao mercado rigido, e devido a Shapley e Shubik, existe sempre
um resultado estdavel 6timo para as firmas e um resultado estavel 6timo para os
trabalhadores.

3. Mecanismo de Ajuste Salarial Dinamico

Na secao 4 ilustraremos os nossos resultados com exemplos, onde os salarios sao
determinados pelo mecanismo de ajuste salarial dinamico de Sotomayor (2003).
Para facilitar o entendimento desses exemplos devotaremos esta secao a descricao
deste mecanismo. Entao, considere uma central que recebe as informagoes relativas
ao mercado, isto é, os conjuntos P, PF'| Q e os pares de parametros (a,b). De
posse dessas informacoes a central usa o algoritmo descrito abaixo, que encontra
um salario para cada trabalhador e uma alocagao dos diversos trabalhadores para
as firmas, respeitando as cotas dos agentes: cada trabalhador é alocado para no
maximo uma firma e nenhuma firma emprega mais de um trabalhador. Este
mecanismo coincide com o de Demange et alii (1986) quando restrito ao mercado
flexivel. Neste caso o resultado produzido é o estavel étimo para as firmas. Quando
restrito ao mercado rigido, coincide com o mecanismo de Gale e Shapley (1962)
com as firmas fazendo as ofertas, e portanto o resultado produzido é também o
estavel 6timo para as firmas.

E provado em Sotomayor (2000) que uma condigao suficiente para a existéncia
de resultados estaveis 6timos para cada um dos lados do mercado misto é que o
nucleo definido por dominacao forte coincida com o nicleo definido por dominacao
fraca. Embora esta propriedade possa nao ocorrer no mercado em questao, é¢ mos-
trado em Sotomayor (2003) que, fixada a alocagao das firmas rigidas, o mecanismo
de ajuste salarial dindmico produz a alocacao estdvel mais preferida pelas firmas.

Necessitamos de mais algumas notacoes e terminologias. Dado um vetor de
salarios v e p; € PF', denotaremos por D;(v) o conjunto dos trabalhadores q; tais
que a;j+b;—v; > a;;+b;—v, para todo trabalhador g;. Isto é, o payoff de p; quando
ela emprega o trabalhador ¢; € D;(v) ao saldrio v; é maior ou igual ao payoff de
p; quando ela emprega qualquer outro trabalhador ¢ ao salario v;. Pode existir
mais de um trabalhador em D;(v). O trabalhador ficticio é sempre uma opgao para
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pi, logo D;(v) # ¢ para todo p; € PY. Dado um conjunto S de trabalhadores, o
conjunto T' de firmas h com Dp(v) C S é chamado de conjunto de demandadores
leais de S. Se |T'| > |S| dizemos que S é quasi-super demandado; Se |T| > |5
dizemos que S é super-demandado.

Para as firmas rigidas, dado um vetor de salarios v, daremos um procedi-
mento para computar D;(v) para todo p; € PR. Indexe as firmas rigidas P =
P1,D2,-..,pr onde p; é a i-esima firma da lista de preferéncias (comum) dos tra-
balhadores. Considere as listas de preferéncias de todas as firmas p; € P® sobre
os trabalhadores. Remova da lista de cada p; todos os trabalhadores com salarios
v; > b;. Remova também qualquer trabalhador g; # qo de saldrio v; = b; e perten-
cente a algum conjunto S quasi-super demandado e tal que se T' é o conjunto
de demandadores leais de S entdo T C PF Upy, ..., pi—1. Além disso, S é minimal
para gj, i.e., S nao tem nenhum subconjunto préprio que contém ¢; e que seja
quasi-superdemandado. As novas listas de preferéncias serdo chamadas de listas
reduzidas. Definiremos D;(v) como o trabalhador favorito de p; segundo a sua
lista reduzida. Remova o trabalhador de D;(v) das listas das demais firmas, caso
Di(v) # qo. Definiremos Ds(v) como o trabalhador favorito de ps da sua lista
resultante. Remova Ds(v) das listas de {ps, ..., p,}, caso Da(v) # qo. Definiremos
D3(v) como o trabalhador favorito de p3 de sua lista resultante, e assim sucessi-
vamente. Assim, D;(v) é o trabalhador favorito de p; da lista que resulta depois
que os trabalhadores de D;(v) U Da(v) U...U D;_1(v) — {qo} foram removidos de
sua lista reduzida.

Observe que o trabalhador ficticio nunca é removido das listas das firmas
rigidas, logo D;(v) # ¢ para todo p; € PE,

Por um abuso de linguagem, chamaremos D;(v) de conjunto de demanda
da firma p; aos saldrios v, embora os firmas rigidas nao estejam, necessaria-
mente, maximizando seus payoffs neste conjunto.

Para descrever o algoritmo faremos uso do seguinte resultado conhecido da
Teoria dos Grafos, sub area da Teoria Combinatéria. Sejam B e C dois conjuntos
finitos e disjuntos, por exemplo, firmas e trabalhadores, respectivamente. Para
cada p; em B, seja D; um subconjunto de C. Uma alocagao simples é uma
alocacao dos trabalhadores para os firmas tal que cada firma p; estd designada
exatamente para um trabalhador g; e g; estd em D;. Além disso cada trabalhador
é alocado a no maximo uma firma. (Isto é, uma alocacdo simples aloca algum
trabalhador para toda firma mas pode nao designar todo trabalhador para algum
firma). E claro entdo que se existe uma alocacao simples, cada firma em todo
subconjunto B’ de B deve estar designado a um trabalhador diferente, e portanto
deve existir no minimo tantos trabalhadores em D(B’) = Up: D; quanto existe de
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firmas em B’. O Teorema devido a Hall (1935) 3 diz que esta condi¢io necessaria
é também suficiente.

Consideraremos todos os nimeros a;; € b; como sendo inteiros. Na primeira
etapa do algoritmo cada firma especifica seu conjunto de demanda ao salario
v(1) = (0,...,0).

Etapa (¢t + 1): Depois que os conjuntos de demanda sao especificados, se for
possivel designar cada firma para um trabalhador do seu conjunto de demanda ao
saldrio v(t) o algoritmo péra. O salario final serd v;(t+1) = v;(t) se g; for alocado
para uma firma flexivel e serd v;(t + 1) = b; se ¢; é alocado para alguma firma
rigida. Se uma tal alocagao nao existe, o teorema de Hall implica que existe algum
conjunto de trabalhadores superdemandado. O mecanismo escolhe um conjunto
S superdemandado minimal. Um conjunto de trabalhadores superdemandado é
minimal se ndo possui nenhum subconjunto préprio superdemandado. O salério
vj(t+1) de cada trabalhador g; no conjunto S é obtido da seguinte maneira: Defina
T como o conjunto de demandadores leais de S. Se TN PR # ¢ entdo existe algum
objeto g; € S que tem um demandador leal p; € PE. Neste caso vj(t) < b; (isto
segue da definicao de D;(v(t)) e do fato que S é super-demandado). Entao defina
vj(t+1) = b; se vj(t) < b; e ¢j é demandado pela firma rigida p;, e v;(t+1) = v;(t),
caso contréario. Se T'N PR = ¢, v;(t + 1) = v;(t) + 1 para todo g; € S. Todos os
outros salarios continuam inalterados.

E claro que o algoritmo péara em alguma etapa, pois tao logo o salario de um
trabalhador se torne mais alto do que o maximo dos a;js + b;’s, entao ele nao sera
demandado por nenhuma firma flexivel, e tao logo o saldrio de um trabalhador g;
se torne mais alto do que o méaximo dos b;’s ele nao sera demandado por nenhuma
firma rigida. E demonstrado em Sotomayor (2003) que este algoritmo produz um
resultado estavel e, fixada a alocagao das firmas rigidas, o saldrio final é menor
ou igual ao salario de qualquer alocacao estavel. Em decorréncia disso, quando
PR = % os saldrios finais coincidem com os saldrios minimos competitivos para
o mercado flexivel e é portanto a alocacao 6tima para as firmas para o mercado
flexivel; quando P¥ = ¢ a alocacdo dos trabalhadores é a obtida usando-se o
algoritmo de Gale e Shapley com as firmas propondo, e é portanto a alocacao
estavel 6tima para as firmas para o mercado rigido.

3Teorema de Hall: Uma alocacio simples existe se e somente se, para todo subconjunto B’
de B, o ntimero de elementos em D(B’) é maior ou igual ao nimero de elementos em B’'.
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Vale observar que devido as preferéncias dos trabalhadores serem as mesmas
com respeito as firmas rigidas, existe uma unica alocagao estével para o mercado
rigido.

4. Exemplos

Exemplo 1 (inexisténcia do resultado estdvel 6timo para as firmas) Con-
sidere P = {p1,p2,p3} e Q = {q1, 42,43, 90}, onde P = {p1,po}, P = {ps}. O
vetor dos az;+0b3,j =1,2,3,0¢é (5,3,0,0); a matriz dos a;;’s para as firmas rigidas
¢é dada por:

Os b;’s correspondentes as firmas rigidas sao dados pelo vetor b = (4, 2).

Existem exatamente dois resultados estaveis: (u!,v';z!), (u?,v?;2?), onde x!

designa p; para q1, p2 para g3 e p3 para qg; x> designa p; para g3, p2 para s € p3
para q1; u' = (3,2,1), v! = (4,2,2); u? = (2,3,1) e v? = (4,2,4).

Nao existe nenhum resultado estavel que seja étimo para as firmas: p; prefere
o primeiro resultado e po prefere o segundo.

Exemplo 2 (funcionamento do mecanismo de ajuste salarial dinAmico)
Considere o mercado dado por PR = {p1,p2}, PF' = {p3,ps,p5,p6} ¢ Q =
{¢1,92,q3,94,90}. A matriz dos a;j + b;’s correspondente as firmas do mercado
flexivel € a sequinte:

q1 q2 qs qd4 4o
ps| 4 3 2 5 0
|2 1 2 3 0
ps| 4 3 4 3 0
|3 2 2 4 0

A matriz dos a;;’s para as firmas rigidas é dada por:
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Se preferirmos podemos trabalhar com as listas de preferéncias:

L(pl) = {q4,41,943, 42, 90

L(pQ) = {q4,41,43, 42,90

Os b;’s correspondentes as firmas rigidas sao dados pelo vetor: b = (7,2). Logo,
L(qj) = p1,p2, para todo ¢; € Q.

O vetor de salérios inicial é v(1) = (0,0,0,0,0). Os valores correspondentes
aos trabalhadores demandados estao em negrito:

91 42 43 44 4o
p3s| 4 2 3 5 0
pa| 2 1 2 3 0
ps |4 3 4 3 0
pe| 3 2 2 4 0

Como os salarios sao inferiores aos b;’s, p;1 demanda gq4. Segundo as regras,
p2 nao pode demandar g4. Entao ele demanda ¢;. O conjunto {q4} é super-
demandado minimal (é demandado por pi, p3, ps € pg). O saldrio de g4 é entdo
aumentado para by = 7, por ser demandado por p;. Assim, v(2) = (0,0,0,7,0).
Recalculamos os valores a;; +b; —v;(2) e os novos conjuntos de demanda das firmas
flexiveis que estdo em negrito na tabela abaixo. Os nimeros a;; + b; — v;(2) < 0
serao substituidos por z:

g1 42 g3 dqa4 Qo
pP3 4 3 2 z 0
pa| 2 1 2 2z 0
ps| 4 3 4 =z 0
pe | 3 2 2 =z 0

Daqui para frente nenhuma firma flexivel demandara q4. Logo p; sempre de-
mandard ¢4 que serd excluido da lista de preferéncias de ps. A firma p, demanda
q1 e {q1} é super-demandado e minimal (p3, ps e p2 sado seus demandadores le-
ais). O saldrio de ¢; é entdo aumentado para be=2, por causa de ps. Assim,
v(3) =(2,0,0,7,0). Recalculamos os valores a;; + b; — v;(3) e os novos conjuntos
de demanda das firmas flexiveis que estao em negrito na tabela abaixo.
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q1 92 43 44 Qo
pP3 2 3 2 z 0
pse | O 1 2 2z 0
ps | 2 3 4 =z 0
Pe 1 2 2 z 0

A firma p; demanda g4 e py demanda ¢;. O conjunto {g3} é super-demandado
minimal. Como nenhuma firma rigida estd demandando ¢3, o salario de g3 é
aumentado em uma unidade. Entao, v(4) = (2,0,1,7,0). A nova matriz dos
valores das firmas flexiveis é dada por

a Q92 43 44 Qo
ps| 2 3 1 =z 0
ps 0O 1 1 =z O
ps | 2 3 3 =z O
pe | 1 2 1 =z O

A firma p; demanda g4 e ps demanda g;. O conjunto {g2, g3} é superdemandado
por p3, p4, D5 € pg, mas nao € minimal. O tnico conjunto super-demandado
minimal é {g2}. O novo vetor de salarios é v(5) = (2,1,1,7,0) e a matriz de
valores das firmas flexiveis correspondentes é dada por:

qa 92 43 g4 Qo
ps | 2 2 1 =z O
ps| 0O 0O 1 =z O
ps | 2 2 3 =z O
Pe 1 1 1 z 0

A firma p; demanda g4 mas py nao pode mais demandar q;, porque v1(5) = by
e {q1,q2, g3} é quasi-super demandado minimal para ¢q; (na realidade este conjunto
é super demandado e ndo minimal!). Assim, p; demanda g3 que tem saldrio menor
que by = 2. O conjunto {g3} é super-demandado minimal. Logo o saldrio de g3
é aumentado para by = 2 e v(6) = (2,1,2,7,0). A matriz de valores das firmas
flexiveis correspondentes é dada por:

1 492 43 g4 4o
P3 2 2 0 z 0
p4| 0 0O 0 =z O
ps| 2 2 2 z 0
D6 1 1 0 <z 0
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A firma p; demanda g4. A firma ps ndo pode mais demandar g3, pois {q1, g2, g3}
é um conjunto quasi-super-demandado minimal para gs. A firma ps entao demanda
g2 que tem preco menor do que by. O conjunto {qi, g2} é super demandado mini-
mal. Logo, o salario de ¢ é aumentado para bs = 2 e 0 de ¢; é aumentado para
3. O novo prego é v(6) = (3,2,2,7,0). A matriz de valores das firmas flexiveis
correspondente é dada por:

qar 92 43 44 Qo
P3 1 1 0 z 0
pa|l 2z =z 0 =z O
ps| 1 1 2 =z 0
ps | 0O 0 O =z O

A firma p; demanda g4 e po demanda ¢o. Nao existe conjunto super-deman-
dado, donde, pelo Teorema de Hall, existe uma alocacao simples dos trabalhadores,
x : q1 € alocado para p3 e g2 é alocado para po, g3 é alocado para ps, g4 ¢ alocado
para p;. As firmas py e pg s@o designadas para ¢g que estd nos seus conjuntos de
demanda. O saldrio final é v = (3,2,2,7,0). O vetor que corresponde aos payoffs
das firmas é u = (5,1,1,0,2,0). O leitor é encorajado a verificar que (u,v;z) é
um resultado estdvel.

Exemplo 3. (efeito sobre o payoff dos agentes causado pela entrada de
firmas rigidas no mercado flexivel) Ilustraremos o fato de que a entrada de
firmas rigidas no mercado flexivel tende a beneficiar os trabalhadores e prejudicar
as firmas flexiveis. Este resultado é implicado pelo Teorema 1. Considere o exem-
plo 2. E um instrutivo exercicio verificar que o mecanismo de ajuste salarial
dinamico para o mercado (P¥', Q, (a,b)) produz o vetor de salrios v = (1,0, 1,2, 0).
Este é o salario minimo de equilibrio competitivo, correspondente ao resultado
estavel 6timo para as firmas flexiveis: (us = 3,uq4 = 1,u5 = 3,ug = 2,v;x), onde
x(p3) = qu, ©(psa) = q3, x(p5s) = q1 e (ps) = q2. Podemos ver que a entrada
das firmas rigidas provoca um aumento nos saldrios de todos os trabalhadores,
mesmo daqueles que continuam alocados para firmas flexiveis. Embora p3 e ps
considerem pagar até 4 pelo trabalhador ¢;, este trabalhador é contratado pelo
saldrio 1 quando p; e ps nao estdao no mercado. Quando estas firmas entram
no mercado, os salarios fixados para g1 por elas sdo 7 e 2, respectivamente, mas
mesmo assim, ¢; nao é contratado por nenhuma delas, sendo contratado por ps
por um salario de 3, maior do que 1.

A explicacao de porque os saldrios de g1 e g3 aumentam com a entrada de p;
e p2 no mercado, dado que nenhuma dessas firmas contrata estes trabalhadores,
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nao é tao Obvia assim. A explicagdo é encontrada observando-se a dindmica do
mecanismo de ajuste salarial. Quando a firma ps demanda o trabalhador ¢; a um
saldrio maior do que o salario pelo qual ¢; seria contratado no mercado puramente
flexivel, esse aumento no salario de ¢; provoca uma super demanda de g2 € g3, O
que determina uma subida nos seus salarios, que por sua vez provoca uma quasi-
super demanda de g1, que faz com que ps demande o seguinte de sua lista, g3,
cujo salario sobe para um valor que coincide com o0 méximo que uma firma flexivel
estaria disposta a pagar levando em conta a concorréncia com as outras firmas.
Este aumento no saldrio de q3 provoca uma super-demanda de q; e g2 por parte
das firmas flexiveis, determinando a subida final de seus saldrios. Portanto, a
entrada de p; e p2 no mercado contribui para a elevacao dos salarios de todos os
trabalhadores, embora essas firmas nao contratem nem ¢ e nem g¢s.

Em contra partida, os payoffs das firmas flexiveis diminuem para uj = 1,
uy =0, uf =2 ug = 0 com a entrada das firmas rigidas.

Exemplo 4. (efeito nos salarios dos trabalhadores quando hi migragao
de um dado mercado para outro) Este exemplo visa ilustrar os efeitos nos
salarios dos trabalhadores quando alguns decidem mudar de mercado. Observare-
mos primeiro os efeitos nos salarios dos que deixam um mercado para entrar no
outro. Nao existe regra que determine o que é melhor para um dado agente. Cada
caso é um caso. Para fixar idéias, consideraremos que todos os trabalhadores do
exemplo 2 estdo no mercado flexivel mas alguns saem para o mercado rigido. Os
saldrios dos trabalhadores no mercado flexivel sao dados por v = (1,0,1,2,0). Se
quaisquer dois trabalhadores deixarem o mercado flexivel para participarem exclu-
sivamente do mercado rigido, ambos serao beneficiados, pois os salarios oferecidos
pelas firmas rigidas sdo maiores do que os dados por v. Suponha agora que ¢,
q3 e g4 migrem para o mercado rigido. E facil ver que q1 e g4 serao beneficiados,
contratados por 2 e 7, respectivamente, e ¢3 ficard desempregado. Nesse caso, é
mais vantajoso para gs permanecer no mercado flexivel do que mudar de mercado.

Numa outra situacao, com os dois mercados operando separadamente, os salé-
rios dos trabalhadores que operam somente no mercado rigido tendem a diminuir
e dos que operam somente no mercado flexivel tendem a aumentar quando tra-
balhadores deixam o mercado flexivel para juntar-se ao rigido. Da mesma forma,
os salarios dos trabalhadores que operam somente no mercado flexivel tendem a
diminuir e dos que operam somente no mercado rigido tendem a aumentar quando
trabalhadores deixam o mercado rigido para juntar-se ao flexivel.

Para ilustrar essas situagoes, considere que no exemplo 2, q; e g2 operem so-
mente no mercado rigido e q3 e g4 operem somente no mercado flexivel. Entao, q;
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é contratado por 7 e g2 é contratado por 2; g3 é contratado por 2 e g4 é contratado
por 4. Se ¢; decide negociar no mercado flexivel, os salarios de g3 e ¢4 passarao
aser 2e3em vez de 2 e 4 e o de gy subird para 7. Se g3 migra para o mercado
rigido é claro que g; mantera o saldrio mas ¢ ficarda desempregado.

Exemplo 5. (efeito no saldrio de um trabalhador da restrigao dele par-
ticipar somente em um dos mercados) Veremos que podem existir situagoes
em que um trabalhador prefira negociar com ambos os tipos de firmas, rigida e
flexivel, a participar exclusivamente de um dado mercado e vice-versa. Além disso,
um trabalhador pode preferir que todos possam negociar no mercado misto a que
alguns deles participem somente num dado mercado e vice-versa. Os efeitos so-
bre o salario dependem de quais trabalhadores sao escolhidos para participar do
mercado em questao e dos valores dos salarios oferecidos pelas firmas rigidas.

Considere o exemplo 2. O salario obtido para o mercado misto é
v = (3,2,2,7,0). Suponha que ¢; e g2 deixem o mercado misto e participem
somente do mercado rigido. Isto é, por alguma razao, eles sé aceitarao ofertas
das firmas rigidas. Entao, g1 receberd 2 da firma ps em vez de 3 de p3, e ¢o fi-
card desempregado, pois p; continuard contratando g4. Neste caso ambos, ¢; e g9,
preferirao negociar no mercado misto. O trabalhador que resta, g3, continuara a
receber 2 de ps. A saida de ¢; e ¢o para o mercado rigido nao é vantajosa para
ninguém e é melhor para os trabalhadores operar num mercado misto. Alids, neste
mercado, nenhum trabalhador preferira se restringir ao mercado rigido a negociar
no mercado misto.

Podemos também ter uma situagao inversa. Suponha que no exemplo 2 fazemos
as seguintes alteragoes: L(p1) = q4, q1, @3, 92, qo, L(p2) = q1, @2, @, @3, qo,
by = 7 e bg = 3. No mercado misto o vetor de saldrios serd v = (3,2,2,7),
x(q1) = p2,x(q2) = p3, x(q3) = ps5 e ©(qs) = p1. Se qa se recusa a aceitar ofertas
das firmas flexiveis ele conseguird ser contratado por ps ao saldrio 3, maior que o
anterior.

5. Resultados de Estatica Comparativa

Os resultados de estatica comparativa enunciados e provados nesta secao for-
necem a teoria necessaria para tratar com as situacoes ilustradas nos exemplos
acima.

Necessitaremos dos seguintes resultados. Os trés primeiros foram provados em
outros artigos e nao serao demonstrados aqui.
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Proposicao 1 (Sotomayor, 2003). Seja (u,v;x) o resultado obtido com o meca-
nismo de ajuste salarial dindmico para o mercado (P,Q,a,b). Entao, (u,v;x) €
estdvel e u; > ul e v; < v; para todo p; € P e q; € Q, e para todo resultado estdvel
(u',v';2") onde x(p;) = 2’ (p;) para todo p; € PR.

Proposigao 2 (Demange e Gale, 1985). Sejam (u,v;x) e (u/,v';2") os resultados
estdaveis dtimos para as firmas pros mercados (PF7 Q,a,b) e (PF, Q',d,b), respec-
tivamente, onde Q" C Q e a;; = a}; para todo q; € Q'. Entdo, u; > u; e v; < vj
para todo (p;,q;) € PFzQ)'.

Proposigao 3 (Gale e Sotomayor, 1985). Sejam (u,v;z) e (u/,v';2") os resul-
tados estdveis otimos para as firmas pros mercados (P®,Q,a,b) e (P%,Q’,d',b),
respectivamente, onde Q' C Q e a;; = aj; para todo q; € Q'. Entdo, u; > uj e
v; < vj para todo (pi,q;) € PRz’

Lema 1. Sejam (u,v;z) e (u/,v';2'), respectivamente, resultados estdveis para os
mercados M = (P,Q,a,b) e M' = (P,Q,d’,b), onde a; = al; para todo p; € P¥' e
a;j < 0 para todo p; € PR e todo q;j # qo (i-e., somente o trabalhador ficticio €
aceitdvel para uma firma rigida em M'). Seja P(x) = {pi e PPy > u;} e seja
Q) = {qj € Qv > vj}. Entao x' e x alocam todo trabalhador de Q(x') em
P(x) e designam toda firma de P(x) para Q(z').

Demonstragao. E suficiente mostrar que z(P(z)) € Q(2'), qo ¢ Q(z') e z'(Q(x'))
C P(z) e usar que P(z) e Q(2) sao finitos e x e 2’ sdo biunivocas.

Se p; € P(x) implica que p; € PF e p; é designado por x para algum trabalha-
dor nao ficticio desde que u; > u} > 0. Entao seja z(p;) = qj- Temos que v; < v;-,
pois se nao, a;; +bj = u; +v; > u, + v;- pelo fato de que p; € P¥, o que contradiz
a estabilidade de (v/,v';2’). Entao, ¢; € Q(2') e todas as firmas de P(z) sao de-
signados a Q(2') por z. Assim, z(P(x)) C Q(z'). Agora, suponha que ¢; € Q(z').
Entao v; > v; > 0, donde g; ¢ alocado por z’ para algum p; € PF (lembre que
todas as firmas rigidas sd@o designadas ao trabalhador ficticio por z’). Afirmamos
que u; > u;. De fato, se u; < uj terfamos que a;; +b; = u; +vj > u; +vj, 0
que contradiz a estabilidade de (u, v). Desta forma, 2'(Q(z')) C P(x) e a demons-
tragao esta completa. W
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Lema 2. Com as mesmas hipdteses e notagoes do Lema 1 temos que (uNVu',vAv" é
estdvel para M', onde (uV '), = max {u;,u.} se p; € P, (uVvul =, se p; € PT

e (vAY); =min {Uj,vz-} para todo q; € Q.

Demonstracao. Defina a alocacao y dos trabalhadores tal que os agentes de
P(z) e Q(z') sdo designados de acordo com x e os demais de acordo com z’. Pelo
Lema 1, y é uma alocac@o dos trabalhadores factivel. Para todo (p;,q;) € PxQ,
denote u} = (uVu'); e v j = (vAv');. Entdo, v = u; se p; € P(z) e ul = ul,
caso contrdrio; v; = v; se ¢; € Q(2') e v; = v caso contrério.

Devemos mostrar que (ut,v7;y) é estavel para M’. A factibilidade segue do

fato de que (u,v;z) e (v/,v;2") s@o estaveis e portanto factiveis. Que (p;, gj) nao

forma um par bloqueante é também imediato se p; € P e uf = uj e v; = v
+ - . R 4143 !
ou u; = u; e v; = vU;ousep; € P, Neste ultimo caso, a;; < 0 para todo

¢; € Q, donde p; é designado ao trabalhador ficticio por ', e portanto por v,
e nenhum outro trabalhador é aceitavel para ela, logo (p;,q;) nao pode ser um

par bloqueante. Nos outros casos, se p; € P e u:r = u ev;, = v; entao

u; +uy =+ vi > u; + v} > a5+ b; pela estabilidade de (v, v'; 2'); se p; € Pl e

uf =l e v; = vj entao ub + v; =wuj+v; > u; +v; > a;; + b; pela estabilidade

de (u,v;x). Logo (ut,v™;y) é estdvel para M'. B

Lema 3. Com as mesmas hipdteses e notacoes do Lema 1 temos

s

que (u Au',v V') € estdvel para M, onde (u '), = min{u;,u.} sep; € P,

(unu'), =u; sep; € P e (v\/v’)j = max {Uj,vg} para todo q; € Q.

Demonstracao. Defina a alocagdo y dos trabalhadores tal que os agentes de
P(z) e Q(2') sdo designados de acordo com z’ e os demais de acordo com z. Pelo
Lema 1, y é uma alocacdo dos trabalhadores factivel. Para todo (p;,q;) € PzQ,

denote u; = (uAu'); e vtj = (v V). Entao, u; =u} sep; € P(z) e u; = u,,
caso contrério; v; = v} se ¢ € Q(2') e v} = v; caso contrério.

Devemos mostrar que (u~,v";y) é estavel para M. A factibilidade segue do
fato de que (u,v;x) e (v/,v';2) sdo estdveis e portanto factiveis. Que (p;, ;) néo
forma um par bloqueante é também imediato se p; € PF e u; =u; e v = v; ou

J
u; =u,ev = v ou se p; € PR Neste tltimo caso, v;f = v/, pois caso contrario
(pi,qj) bloquearia (u,v). Mas se p; prefere ¢; ao seu parceiro y(p;) = z(pi),
entao devemos ter v; > b;, pela estabilidade de (u,v). Como v;-r = v} segue que

v} > v; > b;, donde ¢; nao prefere p; ao seu parceiro y(g;) e portanto nao pode
formar um par bloqueante com p;. Nos outros casos, se p; € P e u; = u; €
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v;“ = v} entao u; +v;“ = u; —I—U; > u; +vj > a;j + b; pela estabilidade de (u,v; x);
se pi € PF e uy = uj e v] =wvj entdo uy + v = uj +v; > uj + v} > aij + bj pela

estabilidade de (u',v';2’). Logo (u™,v™";y) é estavel para M. B

O Exemplo 1 ilustrou que podem existir mercados mistos nos quais nao existe
o resultado estavel 6timo para as firmas. Podemos no entanto provar a existéncia
de alocacOes estaveis muito especiais. Tais alocacoes s@o também de interesse
econdmico, pois quando o conjunto das firmas rigidas (respectivamente, flexiveis)
é vazio elas coincidem com as alocacoes 6timas para cada lado correspondente do
mercado para o Mercado do Casamento (respectivamente, Assignment Game). A
obtencao dessas duas alocacoes pode ser feita utilizando-se o mecanismo de ajuste
salarial dinamico, que produz uma das aloca¢Ges num ntimero finito de etapas.

Seja z um matching compativel com algum resultado estdvel para o mer-
cado misto M. Denotaremos por C(z) o conjunto dos resultados estdveis para
M, (u,v;y), com y(p;) = z(p;) para todo p; € PE. Isto é, C(z) é o conjunto dos
resultados estaveis de M que mantém invariantes as alocagbes das firmas rigidas
em z. E deixado para o leitor provar que C (z) é um reticulado completo. Portanto
existem o resultado estavel 6timo para as firmas e o resultado estavel étimo para
os trabalhadores em C/(z).

No que segue diremos que um mecanismo H ¢é estivel se ele associa cada
mercado M a um resultado estdvel H (M) para o dado mercado. Um mecanismo
estavel H serd dito dtimo para as firmas se quando H(M) = (u,v;x), entdo (i)
se M é um mercado misto, H(M) é o resultado estdvel 6timo para as firmas
em C(x); (ii) se M é flexivel ou rigido, H(M) é o resultado estdvel de M 6timo
para as firmas. Analogamente definimos um mecanismo estavel dtimo para os
trabalhadores.

Dadas as consideracoes acima, um exemplo de um mecanismo estavel ¢timo
para as firmas é o mecanismo de ajuste salarial dindmico, que nos fornece um
modo de determinar uma alocagao estavel (u,v;x) que coincide com o resultado
estavel 6timo para as firmas em C(x) (Sotomayor, 2003). Ele pode ser usado como
a primeira etapa de um mecanismo (dinamico) estavel étimo para os trabalhadores.
Obtido (u,v;x), a restricao de C'(x) ao Assignment game reduzido, resultante da
remocao das firmas rigidas com seus respectivos parceiros, é um sub-reticulado do
conjunto dos resultados estaveis para o Assignment game reduzido. A alocacao
otima para os trabalhadores pode entao ser obtida via algum procedimento que
determine o correspondente ponto extremo do sub-reticulado (ver capitulo 8 em
Roth e Sotomayor (1990)). Como mencionado na Introdugao este procedimento
pode nao mais ser 6timo para os trabalhadores no caso em que as firmas possam
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discriminar os trabalhadores, oferecendo saldrios distintos para diferentes traba-
lhadores. A razao é que quando M é o mercado rigido, H(M) serd a alocacao
obtida com o mecanismo de ajuste salarial dinamico, logo sera a otima para as
firmas, a qual pode nao ser a 6tima para os trabalhadores, visto que o reticulado
desse mercado nao necessita mais ser unitario.

Proposicao 4. Considere o0s mercados mistos M = (P,Q,a,b) e M' =
(P,Q,d’,b), onde a; = a. para todo p; € P¥ e a;; < 0 para todo p; € PE ¢
todo q; # qo (i.e. M’ € equivalente ao mercado flexivel obtido com a remog¢do de
todas as firmas rigidas). Quer sejam (u,v;x) e (u',v';2') os resultados para M e
M’, respectivamente, obtidos por um mecanismo estdvel étimo para as firmas ou
dtimo para os trabalhadores, u; < u} para todo p; € PF e v > U; para todo qj € Q.

Demonstragao. Suponha primeiro que o mecanismo estdavel usado é o 6timo
para as firmas. Pelo Lema 2, (u' V u,v" A v) é estdvel para M’, donde usando a
maximalidade de v’ e a minimalidade de v’ segue que u, > (uVu'); > u; para todo
pi € PFe v < (v' Aw); < vj para todo gj € Q.

Suponha agora que o mecanismo estdavel usado é o 6timo para os trabalhado-
res. Pelo Lema 3, (u' A u,v' V v;y) é estéavel para M, e y(p;) = x(p;) para todo
p; € PE. Logo, usando a maximalidade de v e a minimalidade de u em C(x),
segue que u; < (uAu'); < u} para todo p; € PF' e v; > (v/ Vv); > v; para todo
gj € @ e a demonstracao estd completa. B

Quer seja usado um mecanismo estavel étimo para as firmas ou um mecanis-
mo estavel 6timo para os trabalhadores, a entrada das firmas rigidas no mercado
flexivel nao beneficia as firmas e ndo prejudica os trabalhadores. De fato,

Teorema 1. Quer sejam (u,v) e (u*v*) o0s payoffs para M = (P,Q,a,b) e
MF = (PF,Q,a, b), respectivamente, obtidos por wm mecanismo estdvel étimo
para as firmas ou otimo para os trabalhadores, temos que u; < ux; para todo
p; € PP e v; > v*j para todo q; € Q.

Demonstragao. Seja H um tal mecanismo. Considere o mercado M’ =
(P,Q,d’,b), onde a; = a} para todo p; € PF e a;; < 0 para todo p; € P ¢ todo
¢; # qo- Seja (u',v") o payoff obtido pelo mecanismo para o mercado M’. E claro
que ux; = u, para todo p; € P e v, = v} para todo ¢; € Q. Da Proposicio 4
segue que u; < u, = uk; para todo p; € PF e v > vg = ¥4 para todo ¢; € Q. W
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Invertendo-se os papéis entre as firmas flexiveis e as firmas rigidas nos Lemas
1, 2, 3 e Proposicao 4, pode-se provar o seguinte resultado, usando-se a mesma
linha de argumentos usada na demonstragao do Teorema 1:

Teorema 2. Quer sejam (u,v) e (u*,v*) os payoffs para M = (P,Q,a,b) e
ME = (PR,Q,a,b), respectivamente, obtidos por um mecanismo estdvel étimo
para as firmas ou otimo para os trabalhadores, w; < u; para todo p; € PE ¢
vj > v} para todo q; € Q.

Dessa forma, a entrada das firmas flexiveis no mercado rigido também nao
beneficia as firmas e nao prejudica os trabalhadores em quaisquer dos dois me-
canismos. O Teorema 3 implica que se o conjunto das firmas rigidas é vazio, a
entrada de novos trabalhadores no mercado flexivel nao prejudica as firmas e nao
beneficia os trabalhadores.

Teorema 3. Seja Q' C Q. Sejam (v/,v';2) e (u,v;x) o0s resultados produzidos
por um mecanismo estdvel étimo para as firmas (ou dtimo para os trabalhadores)
para os mercados (PY,Q’",a’,b) e (P¥,Q,a,b), respectivamente, onde a; = aj
para todo (pi,q;) € P x Q'. Entdo v; > v; para todo qj € Q' e u; < u; para todo

pi € PF.
Demonstracao. Imediata da Proposicio 2. B

O Teorema 4 afirma que se o conjunto das firmas flexiveis é vazio, a entrada
de novos trabalhadores no mercado nao prejudica as firmas e nao beneficia os tra-
balhadores.

Teorema 4. Seja Q' C Q. Sejam (v',v';2") e (u,v;x) 0s resultados produzidos
por um mecanismo estdvel étimo para as firmas (ou dtimo para os trabalhadores)
para os mercados (P®,Q',d’,b) e (PE,Q,a,b), respectivamente, onde Qi = Qi
para todo (p;,q;) € P x Q'. Entdo v} > v; para todo q; € Q' e u; < u; para todo
i € PR,

Demonstracao. O resultado seque da Proposicio 3. B
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Observagao: Pode ser deduzido das demonstragoes dos resultados apresentados
nesta se¢ao, que as conclusoes dos mesmos ainda se verifica no caso em que as
firmas possam discriminar os trabalhadores, oferecendo salarios distintos para di-
ferentes trabalhadores.

6. Trabalhos Relacionados e Problemas em Aberto

Um equilibrio competitivo tradicional nao pode existir, em geral, a menos que
0s bens negociados em cada mercado sejam homogéneos, porque todos os bens
no mesmo mercado devem ser vendidos ao mesmo preco.* Mercados de trabalho
tradicionais, com firmas e trabalhadores heterogéneos, tém a estrutura de um
modelo de equilibrio geral de multi-mercado com muitos mercados em que um dos
lados tem apenas um agente. A Teoria dos mercados de matching substitui esta
colecao de mercados magros por um tUnico jogo de mercado, em que os termos
das parcerias sao determinados endogeneamente, junto com o matching, pelos
correspondentes parceiros. A nogao chave para estes mercados é a de estabilidade,
que convenientemente generalizada formaliza a idéia de competicdo.” Esta nova
abordagem nos permitiu solucionar o problema de como a transformacao de um
mercado flexivel em misto, ou de um mercado rigido em misto, poderia afetar os
payoffs dos agentes quando um mecanismo estavel 6timo para algum dos lados
é usado. Os resultados de estatica comparativa derivados confirmaram a nossa
intuicdo de que a entrada de novos agentes de um lado, enfraquece as posigoes
competitivas dos outros agentes desse lado e fortalece as posigoes competitivas
dos agentes do lado oposto.

Outros autores tém provado resultados de estatica comparativa sobre os efeitos
de adicionar agentes a mercados de matching mais simples, onde todos os agentes
ou sao rigidos com preferéncias estritas ou sao flexiveis. Nesses mercados exis-
te sempre uma alocacao estavel étima para cada um dos lados, o que permite
comparar os payoffs nestas alocagoes antes e depois da entrada de novos agentes.
Kelso e Crawford (1982), por exemplo, demonstraram que, no contexto de firmas
(flexiveis) e trabalhadores, com as firmas podendo contratar mais de um trabalha-
dor, adicionando-se uma ou mais firmas ao mercado melhora fracamente para os
trabalhadores a alocacgao estavel étima para as firmas, e adicionando-se um ou

“Ver Crawford (1991).

5Gale e Shapley provam o teorema de existéncia para o Mercado do Casamento através de
um algoritmo, Sotomayor (1996) oferece uma demonstra¢do ndo construtiva com argumentos
combinatdrios enquanto Shapley e Shubik usam o Teorema de Dualidade de programacao linear
para provar o mesmo resultado para o Assignment Game.
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mais trabalhadores melhora fracamente para todas as firmas a alocacao estavel
Otima para as firmas. Esses resultados, restritos as alocagoes estaveis-por-pares,
foram generalizados em Crawford (1991) para o mercado de matching de multiplos
parceiros para ambos os lados e com a utilizacao adicional do resultado estavel-
por-pares 6timo para os trabalhadores. Resultados de estatica comparativa foram
originalmente obtidos por Gale e Sotomayor (1985) para o mercado do casamento
e por Demange e Gale (1985) para o mercado flexivel onde as utilidades nao sao
necessariamente lineares como no Assignment Game.

Shapley (1962) mostrou que num problema linear de matching 6timo, o produto
marginal de um agente de um lado do mercado (definido como o valor maximizado
do matching étimo com o agente, menos o valor maximizado sem ele) fracamente
decresce quando um outro agente do mesmo lado é adicionado e cresce fracamente
quando um agente do outro lado é adicionado. Demange (1982) e Leonard (1983)
(ver Roth e Sotomayor (1990), Lema 8.15) entdo mostraram que, para o Assign-
ment Game, o payoff de um agente no resultado estavel 6timo para o lado deste
agente é o seu produto marginal como definido por Shapley. A combinagao desses
resultados produz os resultados de estatica comparativa do tipo estabelecido aqui
para o Assignment Game.

Ainda para o Assignment Game, Mo (1988) mostrou que se o trabalhador en-
trante é alocado a alguma firma em algum resultado estdvel para o novo mercado,
entao existe um conjunto de agentes tal que toda firma estd melhor e todo tra-
balhador estd pior no novo mercado do que no antigo. Resultado simétrico vale
quando o agente entrante é uma firma. Um resultado anédlogo é provado por Roth
e Sotomayor (1990) para o Mercado do Casamento.

O nosso intuito neste trabalho é apenas contribuir para a compreensao do
funcionamento de alguns mercados de trabalho que poderiam ser organizados da
forma que apresentamos, sem buscar por resultados tedricos mais gerais. Entre-
tanto algumas direcoes de interesse econémico podem ser apontadas tomando-se
por base o modelo explorado aqui. Uma delas, por exemplo, seria comparar os
efeitos da entrada no mercado misto de agentes de ambos os tipos: firmas flexiveis
e rigidas, quando o mecanismo centralizado de que trata o presente trabalho é
usado. E provavel que as conclusoes dos Teoremas 1 e 2 se verifiquem. Porém,
a linha de argumentos usada para provar estes resultados nao mais se aplica, o
que torna a demonstragao correspondentemente mais dificil. Uma outra direcao
seria estudar a possibilidade de se obter uma generalizagao dos nossos resultados
de forma a permitir a comparacao entre quaisquer alocacoes estaveis.

Para terminar, gostariamos de lembrar que a adocdo de um mecanismo de
matching estavel sempre induz um jogo nao cooperativo no qual as questoes de
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manipulagdo emergem. Vimos no exemplo 4 que um trabalhador recusando todas
as ofertas do mercado flexivel consegue melhorar o seu payoff. Esse fato nao intui-
tivo sugere uma forma de manipulacao do mecanismo e um assunto de interesse
para futuras investigagoes.
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