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Este artigo apresenta os modelos e principais resultados de Allen e Gale (2000) e de
Bertolai et alii (2016) como casos limites de um mesmo problema de escolha de sistema
bancario 6timo para, em seguida, estabelecer resultados complementares a estas refe-
réncias. Estuda-se formas alternativas de abordar o tema de fragilidade bancaria, com
base na exigéncia ou ndo de servico sequencial ao escolher o sistema bancario 6timo. A
primeira contribuicdo é complementar ao resultado de contagio estabelecido por Allen
e Gale (2000) e mostra que existe uma interven¢do no mercado interbancario capaz de
eliminar o colapso generalizado do sistema bancario provocado pelo contagio entre ban-
cos. A segunda contribuicdo é generalizar o resultado de existéncia de corrida bancaria
de Bertolai et alii (2016). Sdo estabelecidas as condigdes sob as quais somente os k ulti-
mos depositantes de cada um dos bancos da economia nao participam da crise bancaria
ao manter seus recursos investidos no sistema bancario.

This paper presents the models and main results of Allen e Gale (2000) and Bertolai
et alii (2016) as limiting cases of the society’s problem in choosing the optimal banking
system. Next, complementary results to these references are established. Alternative
approaches to banking fragility are studied, highlighting the effects of imposing the
sequential service constraint on the choice of the optimal banking system. The first
contribution is complementary to the contagion result of Allen e Gale (2000) and shows
that there exists an intervention in the interbank market that eliminates the widespread
collapse of the banking system caused by the contagion. In the second contribution,
the bank-run'’s existence result of Bertolai et alii (2016) is generalized. In their results,
everyone but the last depositor (or the last two depositors) participate in the bank
run. For arbitrary k, we establish under which conditions only the last k depositors in
each bank do not participate in the bank run by keeping their resources invested in the
banking system.

1. INTRODUCAO

Uma importante referéncia na literatura académica que estuda instabilidade financeira é Diamond e
Dybvig (1983). Um dos precursores em utilizar a abordagem de Desenho de Mecanismos para estudar
fragilidade bancaria' (possibilidade de corridas bancarias) e o seguro depésito como forma de contornar
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1Qutra referéncia neste sentido é Bryant (1980). Para uma referéncia anterior a respeito do efeito de moral hazard do seguro
deposito sobre as decisdes de investimento dos bancos, mas que utiliza a abordagem de equilibrio, ver Kareken e Wallace
(1978).
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tal problema, Diamond e Dybvig (1983) mostram que a existéncia de corrida bancaria pode estar asso-
ciada a busca da sociedade em alocar de forma eficiente a liquidez da economia. Argumentam entao
que um mecanismo de seguro depésito é capaz de eliminar a fragilidade financeira ao garantir protecao
aqueles individuos que optam por manter seus recursos investidos no sistema financeiro.

Wallace (1988) argumenta, no entanto, que o seguro depésito proposto por Diamond e Dybvig (1983)
ndo é factivel devido a uma importante caracteristica do sistema bancario, o servigo sequencial. No sis-
tema bancario, os depositantes sdo atendidos de forma sequencial: ndo ha a opgdo de operar o sistema
acumulando demandas de saques para somente entdo escolher o nivel dos (e executar os) pagamentos
aos depositantes. Wallace (1988) observa que, embora Diamond e Dybvig (1983) tenham reconhecido a
importancia do servico sequencial para modelos de Teoria Bancaria, os autores nao se utilizaram desta
caracteristica de forma adequada. O seguro depésito proposto por Diamond e Dybvig (1983) requer
conhecer toda a demanda de saques antes de executar os pagamentos ou acionar o seguro deposito.

A partir da contribuicdo de Wallace (1988), a literatura que estuda fragilidade bancaria pode ser
dividida entre trabalhos que se utilizam de modelos nos quais o sistema bancéario ndo pode operar
sem respeitar o servico sequencial e estudos nos quais a restricdo de servico sequencial é ignorada.
As vantagens de impor servico sequencial ao modelo ja é reconhecida em Diamond e Dybvig (1983).
A vantagem em ignorar o servigo sequencial é tratabilidade. Uma importante referéncia na literatura
que se desenvolveu optando pela tratabilidade (ao ignorar a restricao de servico sequencial) é Allen e
Gale (2000). Apos o célculo do sistema bancario socialmente 6timo (escolha da forma eficiente de alocar
a liquidez na economia), os autores mostram que algumas estruturas de mercado de depésitos inte-
bancarios sdo capazes de implementar (descentralizar) a alocacdo 6tima.? Tais estruturas, no entanto,
criam interligacdes entre os bancos capazes de transmitir choques localizados para toda a economia. E
demonstrado que o surgimento inesperado de um choque localizado em um banco pode se propagar
para todos os demais bancos (por meio do mercado interbancario) e gerar uma crise generalizada no
sistema bancario, em um processo denominado pelos autores de Contdgio Financeiro.

A complexidade do sistema bancario socialmente 6timo sob a exigéncia de servi¢o sequencial é do-
cumentada em Green e Lin (2003). Mais importante ainda, estes autores mostram que nao ha equilibrio
de corrida bancaria sob o sistema escolhido pela sociedade se (i) os depositantes possuem uma boa
estimativa sobre a quantidade de depositantes que visitaram o banco antes deles e (ii) os choques de
liquidez (necessidade de consumo imediato) sdo independentes.® Tal resultado é central para a litera-
tura em Teoria Bancaria, pois impde o desafio de encontrar um outro modelo capaz de explicar as crises
bancarias existentes no mundo real.

Em uma resposta a este desafio, Peck e Shell (2003) propdem um modelo no qual os depositantes
sabem pouco sobre a quantidade de depositantes que visitaram o banco antes deles e o choque de
liquidez é bastante profundo. Os autores constroem um exemplo numérico no qual o sistema bancario
6timo possui equilibrio de corrida bancaria.? Bertolai et alii (2014) estudam a economia proposta por
Peck e Shell (2003), mas preservando a intensidade do choque de liquidez utilizado por Green e Lin
(2003). E demostrado que o sistema bancario 6timo possui equilibrio de corrida bancaria se a taxa de
retorno da economia é baixa e/ou a populacdo da economia é grande. Mais recentemente, Bertolai et alii
(2016) demonstram que a alocagdo 6tima de liquidez da economia pode gerar corrida bancaria mesmo
se os depositantes possuem uma boa estimativa sobre a quantidade de depositantes que visitaram o
banco antes deles,” um importante contraponto ao resultado de Green e Lin (2003). Enquanto o modelo
em Green e Lin (2003) pode ser visto como uma descri¢do de sistemas bancarios nos quais a integracao

2para uma referéncia sobre a dificuldade de coexisténcia de bancos e mercados, ver Jacklin (1987).
3para a importéncia da hipétese de independéncia, ver Andolfatto et alii (2007) e Ennis e Keister (2009).

“Ennis e Keister (2009) relaxam a hipétese de independéncia utilizada por Green e Lin (2003) e propdem um algoritmo capaz
de computar exemplos de alocacao 6tima com equilibrio de corrida bancaria, se os choques de demanda por liquidez sao
correlacionados e a quantidade de depositantes ndo é muito grande.

5E se os choques forem independentes.
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completa entre bancos é factivel, o modelo proposto por Bertolai et alii (2016) pode ser visto como
0 caso no qual a integracao é necessariamente parcial. Os bancos sdo capazes de prover (e obter)
liquidez aos (dos) demais bancos no longo prazo, mas no curto prazo eles operam em isolamento fisico
e informacional.

A contribui¢do deste artigo reside em apresentar os modelos e principais resultados de Allen e Gale
(2000) e de Bertolai et alii (2016) como casos limites de um mesmo problema de escolha de sistema bancd-
rio 6timo para, em seguida, estabelecer resultados complementares a estas referéncias. O artigo trata de
formas alternativas de estudar fragilidade bancaria com base na exigéncia ou ndo de servico sequencial
(ao escolher o sistema bancario 6timo). O primeiro resultado é complementar ao resultado de contagio
estabelecido por Allen e Gale (2000) e mostra que existe uma interven¢ao no mercado interbancario
capaz de eliminar o colapso generalizado do sistema bancario provocado pelo contagio entre bancos.

O segundo resultado é complementar ao resultado de existéncia de corrida bancéria de Bertolai
et alii (2016). Sao estabelecidas as condi¢des sob as quais somente os & Gltimos depositantes de cada
um dos bancos da economia nao participam da crise bancaria ao manter seus recursos investidos no
sistema bancério.

O artigo esta dividido em quatro secoes. A primeira secdo apresenta os principais objetos e conceitos
utilizados nas secoes 3 e 4. Em especial, ela apresenta o problema de escolha de sistema bancario, o
conceito de instabilidade bancéaria e o conceito e implicagoes da restricdo de servigo sequencial. As
secoes 3 e 4 discutem, respectivamente, os modelos de Allen e Gale (2000) e Bertolai et alii (2016).
Um objetivo destas se¢Oes é apresentar formas de estudar instabilidade financeira na auséncia e na
presenca de servico sequencial. Outro objetivo é apresentar as contribuicoes deste artigo. Na subsecao
3.3, é proposta uma intervenc¢dao no mercado interbancario capaz de eliminar o contagio entre bancos
durante uma crise identificado por Allen e Gale (2000). Nas subsecées 4.1 e 4.2, generaliza-se o resultado
de Bertolai et alii (2016). O apéndice é dedicado a demonstracoes e figuras nao incluidas no texto.

2. A ESCOLHA DE SISTEMA BANCARIO

Considere uma economia com N = 2 individuos inicialmente idénticos, os quais vivem por dois perio-
dos (data 1 e data 2) e estdo considerando estabelecer um contrato entre si para organizar a distribuicao
de consumo entre datas e entre individuos. Este contrato estabelece o conjunto de regras do que sera
denominado o sistema bancdrio desta economia. A escolha contratual sera feita no inicio da data 1 a
fim de maximizar a utilidade esperada dos individuos e precisa respeitar as restricoes de factibilidade, de
participagdo e de incentivos, conforme descrito a seguir.

A utilidade esperada (ex ante) é a mesma para os dois individuos, uma vez que estes sao inicialmente
idénticos. Ela depende de choques sob os quais os individuos estao sujeitos. Apos a assinatura do
contrato e em t = 1, o individuo sofre ou ndo um choque de preferéncia, denominado choque de liquidez.
Este choque ocorre com probabilidade p € (0,1) e torna o individuo avido por consumo imediato (na
data 1). Isto é modelado supondo que ele aufere utilidade somente a partir do consumo na data 1, c;.
Com probabilidade 1 — p, o individuo ndo sofre o choque de liquidez e, portanto, ndo possui necessidade
de consumo imediato inadiavel. Neste caso, supoOe-se que ele aufere utilidade a partir do consumo
agregado (nas duas datas), ¢c; + c». Se a relacdo de preferéncia do individuo é representada pela funcao
utilidade u(z) = —, entdo a utilidade do individuo sera u(c;) se sofrer o choque de liquidez e sera
u(e1+c¢2) se ndo sofrer o choque. No primeiro caso, o individuo é dito ser do tipo 0, ou ainda impaciente,
e no segundo caso ele é dito ser do tipo 1, ou ainda paciente.

O momento exato durante a data 1 no qual cada individuo descobre se foi ou nao atingido pelo
choque de liquidez é incerto. Um dado individuo serd o primeiro descobrir seu tipo (se sofreu ou nao
o choque) segundo a probabilidade 1/N = 0.5. Ele serd o segundo a descobrir com probabilidade
1/N = 0.5. Se w; € {0,1} denota o tipo do i-ésimo individuo a descobrir se sofreu ou ndo o choque,
entdo w = (wy,w2) € {0,1}? denota a realizacio de choques na economia e é denominado estado da
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natureza. O conjunto 2 = {0,1}"V = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} é chamado de conjunto de estados da
natureza.

Como o choque de liquidez é independente entre individuos e Pr(w; = 0) = p, entdo a probabili-
dade de cada estado w € Q é Pr(wy,wz) = p>~“17%2(1 — p)*1+¥2, Suponha que o i-ésimo individuo
a descobrir seu tipo no estado da natureza w consome x;(w) na data 1 e y;(w) na data 2. Entdo a
utilidade esperada ex ante de cada individuo é

2
Ulz,y) = Z Pr(w) Z %u[mz(oj) + wiyi(w)].
weR i=1

A factibilidade do contrato depende da quantidade de recursos na economia em cada data. Inici-
almente, a dotacdo de recursos de cada individuo é e = 1 e, portanto, da economia como um todo é
Ne = 2. Nao héa dotagao de recursos ao longo da data 1 e na data 2. Existe uma tecnologia de ar-
mazenamento com retornos constante de escala, a qual gera (para cada unidade de investimento) uma
unidade de recurso no curto prazo (data ¢t = 1) e R > 1 unidades de recurso no longo prazo (data
t = 2). Considere um dado estado da natureza w € 2. Sendo Zfil x;(w) o consumo total dos indivi-
duos na data 1 e este ndo pode ser maior do que os recursos disponiveis nesta data, entdo factibilidade
do contrato exige que

N
Z x;(w) < Ne.
i=1

Os recursos ndo consumidos na data 1, Ne — Zf\il x;(w), sdo mantidos armazenados e geram
R <N e— Zf\il Z; (w)) unidades de recursos na data 2. Sendo le\il y;(w) o consumo total dos indivi-

duos na data 2 e este ndo pode ser maior do que os recursos disponiveis nesta data, entdo factibilidade
do contrato exige que

N N
Zyl(w) <R | Ne-— sz(w)
i=1 i=1
Finalmente, o contrato ndo pode exigir quantidades de consumo negativas e, portanto, z;(w) > 0 e
yi(w) > 0 paratodo i € {1,2}.

A participagao dos individuos no contrato é voluntaria e decidida no momento da assinatura do
contrato (inicio da data 1). Os individuos estardo dispostos a participar do contrato se a utilidade
esperada ex ante obtida sob o contrato for maior do que (ou igual) a utilidade esperada ex ante obtida
fora do contrato. A opcdo de ndo participar do contrato é chamada de autarquia, uma vez que neste
caso o individuo decide seu padrao de investimento e de consumo de forma independente dos demais
individuos. Ele investe toda sua dotacdo e na tecnologia de armazenagem. Quando sofrer o choque de
liquidez, o individuo escolhera consumir na data 1 todo recurso investido e consumira nada na data
2. Se ndo sofrer o choque de liquidez, o individuo escolhera consumir nada na data 1 e todo recurso
investido na data 2. Portanto, a utilidade esperada obtida fora do contrato bancéario é dada por

Ua = pu(e) + (1 = p)u(Re).

Conclui-se que o contrato induzira a participacdo dos individuos (atendera a restricao de participacdo)
se, e somente se, U(z,y) > U,.

O problema de incentivo ao escolher o contrato tem origem na incapacidade da sociedade (todos
os individuos em conjunto) observar todos os choques sofridos por cada um dos individuos. Embora o
momento no qual o individuo sofre o choque é observado pela sociedade,® o tipo de choque é informacgdo

6Wallace (1988) utiliza a analogia com uma maquina que faria pagamentos durante a noite enquanto todos (a sociedade) estdo
dormindo. O choque de liquidez neste caso é o nivel de fome que cada individuo acorda durante a noite. A maquina observa o
momento em que os individuos acordam e vio até a maquina requerer seu consumo z; (w) na data 1, mas ndo observa o nivel
de fome do individuo.
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privada de cada individuo. Caso seja ex ante atrativo para a sociedade descobrir o tipo de cada individuo,
o contrato firmado precisa prover incentivo para o individuo revelar seu verdadeiro tipo.

Considere a decisdo do primeiro individuo a descobrir seu tipo, supondo que ele sabe ser o primeiro
e acredita que o outro individuo ird anunciar ser do tipo 0 com probabilidade ¢ € [0,1]. Suponha que
ele sofreu o choque de liquidez e, portanto, sua utilidade é u(c; ). Se revelar a verdade (ser do tipo 0) e 0
outro individuo revelar ser do tipo ws, ele obtera niveis de consumo x; (0,w>) na data 1 e y; (0,w2) na
data 2 e nivel de utilidade u[z1(0,ws)]. Com isso, sua utilidade esperada em revelar a verdade é

Uz(059) = qulz1(0,0)] + (1 — q)ulz1(0,1)]. (1)

Caso minta sobre seu tipo (anuncie ser tipo 1) e o outro individuo revelar ser do tipo ws, ele obtera o
plano de consumo [z (1,w2),y1(1,w2)] e nivel de utilidade u[z;(1,w2)]. Logo, sua utilidade esperada
em mentir sobre seu tipo é

UL(0;q) = qulz1(1,0)] + (1 — g)ufz1(1,1)]. (2)

Portanto, o primeiro individuo a descobrir seu tipo possui incentivo a revelar verdadeiramente seu tipo
quando ele é do tipo 0 se e somente se U2 (0; q) > UL (0; q).

Considere agora o caso em que o primeiro individuo nao sofreu o choque de liquidez e, portanto,
sua utilidade é u(c; + ). Se revelar a verdade (ser do tipo 1) e o outro individuo revelar ser do
tipo wo, ele obtera niveis de consumo x;(1,w2) na data 1 e y;(1,w2) na data 2 e nivel de utilidade
uf[z1(1,wae) + y1(1,wa)]. Com isso, sua utilidade esperada em revelar a verdade é

Ur(159) = qulz1(1,0) + 11(1,0)] + (1 = q)ufr1 (1,1) + 1 (L,1)]- 3)

Caso minta sobre seu tipo (anuncie ser tipo 0) e o outro individuo revelar ser do tipo ws, ele obtera o
plano de consumo [z (0,w2),y1(0,w2)] e nivel de utilidade u[z; (0,w2) + y1 (0,w2)]. Logo, sua utilidade
esperada em mentir sobre seu tipo é

U (139) = qul1(0,0) + y1(0,0)] + (1 = q)ulz1(0,1) + y1(0,1)]. (@)

Portanto, o primeiro individuo a descobrir seu tipo possui incentivo a revelar verdadeiramente seu tipo
quando ele é do tipo 1 se e somente se U (1;q) > UL(1;q).

Em resumo, o primeiro individuo a descobrir seu tipo possui incentivo a revelar verdadeiramente
seu tipo, quando ele é do tipo § € {0,1} e acredita que o outro individuo revelara ser do tipo 0 com
probabilidade ¢; € [0,1], se e somente se UL (6;q1) > U} (0; q1).

De forma analoga, o segundo individuo a descobrir seu tipo possui incentivo a revelar verdadei-
ramente seu tipo § € {0,1} quando ele acredita que o outro individuo revelou ser do tipo 0 com
probabilidade g» € [0,1], se e somente se U%(6; g2) > UZ(6; ¢2), em que

1
Up(0iq2) = > @ “"(1- Q2)wlu[$2(w179) + 992(w1,9)}
wlz()
1
Ui (0502) = > g5 “(1— Q2)w1u[$2(w171 —0) + 0yz(wi,1 — 9)}
wl:O

Lembrando que a escolha contratual é feita no inicio da data 1 a fim de maximizar a utilidade
esperada dos individuos e precisa respeitar as restri¢des de factibilidade, de participagao e de incentivos.
Ou seja, o arranjo bancdrio (x,y) é escolhido para resolver o seguinte problema de otimizacao:
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zi(w) >0 e y;(w) >0, Vi€ {1,2},Vw € Q
YL @i(w) < Ne, Vi € 0

max U(z,y) sujeito a: Zi\;l yi(w) <R (Ne - Zfil xl(w)) , Ywe

v U(z,y) > U,
UL (0;p) > Uj (6;p), Vie {1,2}.V0 € {0,1}

em que se supOe na ultima restricdo que o individuo decide ou nao revelar a verdade para a sociedade
supondo que o outro individuo esta revelando a verdade com certeza (probabilidade 1). Ou seja, ele
supde que o outro individuo revelera ser do tipo 0 com probabilidade p.

O arranjo bancario (z,y) escolhido pelos individuos como solu¢do do problema acima possui as
seguintes propriedades, por construgao:

(a) Existe recurso suficiente para fazer todos os pagamentos programados pelo contrato para cada
estado da natureza w € ().

(b) Os dois individuos aceitardo participar do (assinar o) contrato, uma vez que a utilidade sob o
contrato é maior do que fora dele: U(z,y) > U,.

(c) Existe um equilibrio (no jogo de antincios induzido pelo arranjo (z,y)) no qual os dois individuos
revelam seu verdadeiro tipo. Se um dado individuo acredita que o outro esta revelando a verdade
para a sociedade, sua melhor resposta é revelar a verdade, uma vez que neste caso sua utilidade em
revelar a verdade é maior do que a utilidade obtida ao mentir: UL (6;p) > UL (0;p).

(d) A quantidade 6tima de bancos é indeterminada, tendo em vista a tecnologia de estocagem com
retorno de escala constante.” O arranjo bancario (z,y) pode ser visto como a descricio de um
sistema com M = 1 banco com L = 2 depositantes, assim como de um sistema com M = 2
bancos com L = 1 depositante cada um, desde que estes operem em completa integracdo (fisica e
informacional).?

O equilibrio descrito no item (c) acima é chamado de equilibrio com revelacdo da verdade e descreve o
funcionamento do sistema financeiro em tempos normais, nos quais ndo ha crise.

O sistema bancario (z,y) escolhido pelos individuos proporciona uma descricdo para eventos de
crise bancaria se ele possui um outro equilibrio, chamado de equilibrio de corrida bancdria. Neste
equilibrio de instabilidade bancaria, individuos pacientes (tipo 1) mentem sobre seu tipo quando eles
acreditam que outros pacientes estdo mentindo e que todos os impacientes (tipo 0) estdo revelando
a verdade. Ou seja, o sistema bancério definido pelo contrato (z,y) possui um equilibrio de corrida
bancaria se e somente se

Ui(1;1) < Ui(1;1)  paraalgumi € {1,2} (5)
Uk(0;1) > UL(0;1)  paratodoi € {1,2}.

A condigdo (5) determina a extensdo da corrida bancaria. Se ela é satisfeita para todo ¢, a corrida é dita
completa. Se ela é satisfeita para algum ¢, mas ndo para todo ¢, a corrida é dita parcial.

7Este é um resultado analogo ao que ocorre no modelo de Crescimento Neoclassico com retorno de escala constante, no qual o
numero de firmas usado para descentralizar a alocagdo 6tima por meio de mercados competitivos é indeterminado.

8Pode-se ainda interpretar que (z,y) descreve um sistema com M € N bancos com L = 2 depositantes cada um, desde que
eles operem em completo isolamento — fisico e informacional.
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Parte da literatura relacionada ao modelo de Diamond e Dybvig (1983) estuda os sistemas bancarios
escolhidos para resolver o problema descrito acima. Uma importante referéncia neste sentido é Allen e
Gale (2000). A subsecdo 2.1 apresenta a alocacao 6tima para o problema acima e apresenta o sistema
bancario estudado por Allen e Gale (2000) como o caso limite no qual N — oo.

Inspirada em Wallace (1988), outra parte da literatura destaca a importancia de o contrato en-
tre os individuos satisfazer uma restricdo adicional, chamada de restricao de servigo sequencial. Tal
restricdo ndo permite que os pagamentos escolhidos para o primeiro individuo dependa do anuncio
do segundo individuo. Os pagamentos precisam ser imediatos e, portanto, efetuados em sequéncia.
Especificamente, o contrato (z,y) precisa satisfazer

Il((),l) :Il((),()) e Il(l,O) :l’l(l,l) (6)

A subsecdo 2.2 apresenta a alocacdo 6tima para o problema acima sujeito a restricdo de servigo
sequencial (6), a qual pode ser vista como a descricdo de um sistema de M € N bancos operando em
isolamento com N = 2 depositantes cada um.’ O sistema bancario estudado por Bertolai et alii (2016)
é entdo apresentado como o caso limite no qual o nimero de bancos é muito grande (M — o) e os
bancos operam sob integracdo completa na data 2.

Propriedades gerais do sistema bancario

Algumas propriedades 6timas do sistema bancario (x,y) sdo comuns aos casos sem servico sequencial
e com servico sequencial. Tais propriedades simplificam sensivelmente o problema de escolha de (z,y).
Em especial, os itens (d) até (g) a seguir permitem reduzir a quantidade de variaveis de escolha do
problema acima de 16(= 2N2") para duas: z;(0,0) e 22(1,0).

(@) arestricdo de participacdo U(x,y) > U, é sempre inativa e, portanto, pode ser ignorada na escolha
de (z,y).

(b) arestricao de factibilidade vazl x;(w) < Ne é sempre satisfeita e, portanto, pode ser ignorada na
escolha de (x,y).

(¢) a restricdo de incentivos U (6;p) > U? (6; p) é sempre inativa'® e, portanto, pode ser ignorada na
escolha de (x,y).

(d) ndo ha desperdicio de recursos, uma vez que a restricdo de factibilidade da data 2, Zf\i 1¥i(w) <

R(Ne — Zfil x;(w)) é sempre ativa.
(e) os individuos anunciando ser impacientes (tipo 0) ndo recebem pagamento na data 2:

Y1 (0,0) =11 (O,l) = yQ(0,0) = yg(l,O) =0.

(f) os individuos anunciando ser pacientes (tipo 1) ndo recebem pagamento na data 1:

.’El(l,O) = .’El(].,].) = (EQ(O,l) = (EQ(Ll) =0.

(g) ha tratamento igualitario na data 2 entre as pessoas anunciando ser pacientes:

y1(1,1) = y2(1,1) = Re.

9Conforme destacado na nota de rodapé 8.

10Conforme estabelecido por Green e Lin (2003).
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Observe que, independentemente da presenca ou ndo da restricdo de servi¢o sequencial, o sistema
bancario 6timo prové seguro completo contra o choque de posicionamento na fila de saques para os
individuos anunciando ser pacientes (tipo 1).

Com base nas propriedades acima, a escolha do sistema bancario 4timo resolve o seguinte problema:

1=

%yEﬁH@(if;ﬁu@wﬂ+@MMwD o
>

. ri(w)>0 e yw)>0 vw e
sujeito a wly(w) = R (Ne — Z?Zl(l - wi)mi(W)) Yw € Q

em que |w| = ) . w; é a quantidade de antncios de tipo 1 em w e (w_;,0) é construido a partir de
w €  substituindo a i-ésima coordenada de w por 6. Ou seja, (w—_1,0) = (O,w2) e (w_2,0) = (w1,0).

2.1. Sistema bancario sem servico sequencial

Na auséncia da restricdo de servico sequencial, o sistema bancario é capaz de aguardar todos os antn-
cios de tipo na data 1 antes de iniciar os pagamentos desta data. Como consequéncia, o contrato 6timo
entre os individuos é bastante simples, conforme estabelecido pelo lema 2.1 a seguir.

Lema 2.1 (Alocacgao 6tima sem servico sequencial). O sistema bancdrio étimo sem servigo sequencial

(i) trata igualmente as pessoas anunciando ser impacientes;

(ii) paga mais aqueles anunciando ser pacientes do que aqueles anunciando ser impacientes, pois para todo

w ¢ {(0,0),(1,1)}
u'[zi(w-3,0)] = Ru'[y(w)]

para todo i tal que w; = 0.

Demonstragdo. Seja p,, Pr(w)/N o multiplicador de Lagrange associado a restricdo de factibilidade. O
lagrangeano associado ao problema de maximizacdo é

Z % {Z(l — wi)uf[zi(w)] + wu(y(w))} + Z %Mw

wes i=1 wenN

R <Ne — Z(l — wl)xl(w)> — |w|y(w):| .

A condicdo de primeira ordem em z; (w_;,0) é

P(w_i,O)
N

[(1 = wi)u' (i (w=i,0)) = Rpt_, 00(1 — w;)] = W[u’(mz(w)) — Ruy,] = 0.

P(w)
N

u'(21(0,0)) = Ry, = u'(22(0,0)). Como v’ é estritamente decrescente (dada a concavidade estrita da
funcdo utilidade), tem-se x4 (0,0) = 22(0,0). A condigdo de primeira ordem em relagdo a y(w_;,1):

Sabe-se que a razdo = 0, entdo v’ (z;(w)) = Rpy,. Para o caso em que w = (0,0), tem-se

P(w_i,l)
N

P(w_i,l)

) (o (31 () — ] = 0.

[witd (y(w-i,1)) = pre_, nywi] =
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P
Lembrando que % # 0, entdo v/ (y(w)) = . Logo, paraw ¢ {(0,0),(1,1)}, tem-se

Ru'(y(w)) = Ry = ' (2i(w)),
e, portanto, v/ (y(w)) < u/(z;(w)). Como v’ é estritamente descrescente, segue que y(w) > x;(w). O

Como consequéncia do lema 2.1 e da restricdo de recursos ativa, quando § = 2 tem-se 21(0,0) =
22(0,0) = e, y(1,0) = (0,1) = VRz1(0,1) = vRz5(1,0) = VRNe/(1 + v/R). Como ja tinhamos
que y(1,1) = Re, o contrato 6timo esta completamente descrito.

Na auséncia da restricdo de servigo sequéncial, o nivel de consumo de cada pessoa depende somente
da quantidade de antncios de cada tipo. Em particular, o sistema bancario 6timo prové seguro com-
pleto contra o choque de posicionamento na fila de saques também para os individuos anunciando ser
impacientes (tipo 0).

Considere agora o caso N > 2. A generalizacdo da demonstracdo do lema 2.1 para este caso é direta
e, portanto, o tratamento igualitario na data 1 continua valido. Com isso, o problema de maximizacdo
sem servico sequencial pode ser reescrito como:

N .
Y- Pr(lol = ) [ ulet)] +
2

uly(5)] ®)

. . z(j) >0 e y(j)=>0
sujeitoa Vj € {0,1,--- ,N}< N —j J )

em que N — |w| é a quantidade de impacientes no estado w € Q e Pr(jw| = n) = (V)pN (1 — p)"
é a probabilidade de a quantidade de pacientes ser igual a n. O corolario 2.2 a seguir generaliza o lema

2.1 para o caso com um numero arbitrario de depositante N € N.

Coroldrio 2.2 (Sistema bancario 6timo sem servico sequencial). Suponha § = 2e N € N depositantes. O
sistema bancdrio 6timo sem servigo sequencial é dado por (z,y) tal que para cada w € Q

(e,0) se0 = |w| < N
() y(e) = o (5]) (e VRe) se0<ful <N
(0,Re) se0 < |w| =N
VR
em que «(q) = ————— para q € [0,1].
VR(1-q)+4
Demonstragdo. Ver apéndice A. O

A economia estudada em Allen e Gale (2000), na qual ha um continuo de individuos, pode ser vista
como o caso limite da economia acima quando N — co. O problema de maximizacao apresentado em
Allen e Gale (2000) é

>0 e y>0

ng%/x{wu(m‘) +(1- W)u(y)} sujeito a { v+ (1—7)R 1y <1
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em que v € [0,1]. Usando uma Lei dos Grandes Numeros, a variavel aleatéria |w|/N converge para
(1 — p) quando N — oo. Ou seja, para todo £ > 0, tem-se

lim Pr(%(lp)’>€>0.

N—o00

Com isso, quando N — oo, a fungdo objetivo em (8) converge para pu(z) + (1 — p)u(y) e a tnica
restri¢do de factibilidade em (9) revelante do ponto de vista probabilistico é px + (1 — p) R~ 1y < 1.

Tomando v = p, o sistema bancario 6timo na economia de Allen e Gale (2000) e no caso limite da
N o - vR
economia acima coincidem. Do corolério 2.2 e do fato de que a(1 — p) = ————————, o contrato
1+p(VR—-1

otimo converge para

(zy) = VR e 1 e
= p(WVR—1)4+1 p(VR—-1)+1

o qual coincide com a alocac¢ao 6tima apresentada em Allen e Gale (2000) se y = pee = 1.

2.2. Sistema bancario com servico sequencial

Considere novamente a escolha de sistema bancario com /N = 2 individuos. Conforme discutido acima,
com servico sequencial o contrato 6timo precisa satisfazer a restricdo x1(0,0) = z1(0,1). Ou seja,
0 pagamento para o individuo na posi¢do ¢ = 1 com andncio w; ndo pode depender do antncio do
individuo na posicao posterior, ¢ = 2. Portanto, o problema de escolha de sistema bancario é resolver o
problema (7) sujeito a restri¢ao de servigo sequencial. Ou seja,

0 e yw) >0 Yw € Q

Lema 2.3 (Alocagdo 6tima com servigo sequencial). O sistema bancdrio 6timo com servico sequencial é
definido pelas restrigoes de factibilidade e por

1 1
(21(0,0),22(1,0)) = <1 g —p)/R’l n \/ﬁ) Ne.

Como consequéncia, o contrato étimo ndo trata igualmente as pessoas anunciando ser impacientes.

Demonstragdo. O problema de maximizacdo ndo é separavel em w € €2 devido a existéncia da restricao
de servico sequencial (o mesmo pagamento ocorre em histérias diferentes, como exemplo tome o pa-
gamento x(0) que ocorre nas histérias (0,0) e (0,1)). Desse modo, o problema de maximizagdo acima
pode ser reescrito como:
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12 | §u@100) + Ju(Ve — 100)] + (L= [ Jutn (L) + JulRNe — (1)
#0(1=9) | 3u(1(00) + ulR(Ve ~ 21(00)]

+p(1—p) [;u(R(Ne —x2(1,0))) + ;u(xz(l,o))}

em que as restri¢oes de factibilidade e de servico sequencial foram substituidas na funcao objetivo. A
condigdo de primeira ordem em x4 (0,0) é

% [u/(21(0,0)) — u'(Ne — z1(0,0))] + 1)(17]\7])) [t/ (21(0,0)) — Ru/[R(Ne — x1(0,0))]] =0

Usando 6 = 2, obtém-se

1 u(x1(0,0)) [ Ne—x1(0,0) 27 Ne 2
-k u’[Ne—xl(0,0)]< #2(0,0) ) (ml(0,0) 1)

1
p+(1-p)/R

’# [t/ (2(1,0)) — Ru(R(Ne — x5(1,0)))] = 0.

e, portanto, z1(0,0) = Ne. A condicio de primeira ordem em 25(1,0) é

Usandod =2e p(171\7p) # 0, obtém-se u'(72(1,0)) = R~1u/(Ne — 22(1,0)) e, portanto,

R = uf(lzlv/ixj(;;(a),o)) - (Nex;(gi?é)l’O))Q - (:c;(vle()) - 1>2

1

de onde se obtém z5(1,0) = TUTE

O

Apos o anuncio de tipo 0 na primeira posicdo, o servico sequencial impede o sistema de aguardar
o anuncio da segunda posicdo. Conforme estabelecido no lema 2.1, quando é possivel aguardar o
antincio, o sistema paga para a primeira posi¢do x1(0,0) = e se o segundo antincio é tipo 0 e

21(0,1) = a(1l/N)e = \‘FFH Ne se o segundo antuncio é tipo 1. Aqui, o sistema estima que o segundo

antincio sera tipo 0 com probabilidade p e paga x1(0,0) = x1(0,1) tais que

VE
VELVIRT )

O lema 2.3 mostra que ndo ha seguro completo na data 1 contra o choque de posicionamento na fila de
saques, uma vez que z3(0,0) = Ne — 21(0,0) < Ne — e = e e, portanto, z2(0,0) < e < x1(0,0). Este
resultado de seguro incompleto na data 1 decorre da exigéncia de servico sequencial, tendo em vista
que a unica diferenca entre os problemas de escolha do sistema bancério 6timo das subsecdes 2.1 e 2.2
é a presenca da restricao de servico sequencial no problema (10).

O resultado de seguro incompleto se mantém com N > 2 depositantes em cada um de M € N
bancos da economia — desde que eles operem sob integracao completa. Similarmente, a agenda de

e <x1(0,0) = Ne < a(l/N)e.
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pagamentos descrita no lema 2.3 se mantém com M > 1 bancose N = 2 depositantes cada um, desde
que ndo exista integracio entre os bancos (eles operem em isolamento).!!-12

O sistema bancario estudado em Bertolai et alii (2016) pode ser visto como um caso intemediario
de integracdo entre M/ € N bancos da economia. Os bancos operam em isolamento na data 1, mas
operam sob integracdo completa na data 2. Por exemplo, suponha que hd M = 2 bancos e que, ao

final da data 1, os antncios foram w(!) = (wgl),wél)) no banco 1 e w® = (w§2),w£2)) no banco 2. Os

pagamentos na data 1 foram <x§1)(w(1)),x§)(w(1))> no banco 1 e (:vf) (w®),z? (w(Q))> no banco
2. A integracao completa entre os bancos na data 2, permite financiar os pagamentos na data 2 usando
a poupanca agregada da economia,

2
Ne—>"(1 —wM)z) (™)

i=1

2

oS-

i=1

R +R

enquanto que o isolamento entre os bancos na data 2 limita os pagamentos do banco m € {1,2} na
data 2 a sua poupanga: |w(™ |y(™ (w) < R (Ne - 22 (1— w(m))xz(_m) (w(m))>_

1=1 7
Mais geralmente, se @ = (w) --- wM)) e se 2™ (w(™) e y(™) (L) denotam os pagamentos
do banco m € {1,2,--- ,M} nas datas 1 e 2, respectivamente, entdo a restricdo de factibilidade sob

integracao completa na data 2 é dada por

M M 2
S ™yt @) < ST R [Ne—- > (1~ wim%i’”)(w(m))] - (11)
m=1 m=1 =1

Ou seja, a restricdo de factibilidade em (10) é substituida pela sua soma em w™ a restricao (11). A
utilidade esperada ex ante dos individuos é'3

Z 1 (m) 2 1—- wz(m) (m), (m) |w(m)| (m)(~
> 5 2 Pm) (e o)+ Fmapm@) ) o2
m=1 wm) e =1
a qual pode ser vista como a soma da funcdo objetivo de (10) em m € {1,2,--- ,M}, normalizada por

1/M. O problema de escolha de sistema bancario (z,y) em Bertolai et alii (2016) consiste em maximizar
(12) sujeito a (11) e 327 (1 — wfm))xz(-m) (w™)) < Ne para cada m e cada w(™). Quando M — o0, a
utilidade (12) e a restricdo (11) convergem'* para, respectivamente,

p[uler) + ule)] +p(1 = p) [uler) + )] +p(1 = p)[uly) +u(@)] + (1 - p)?[2u(y)]

p(1 —p)[R(Ne—c1) —yl +p(1 — p)[R(Ne —¢) —y] + (1 —p)’[RNe —2y] =0,  (13)

em que para todo m € N a variavel ¢; denota . (0,0), ¢, denota 5™ (0,0), ¢ denota 3™ (1,0) e y

denota o pagamento y(m) (@), o qual deixa de ser aleatdrio quando M — oco. As demais restrigdes sao
reescritas como ¢; + co = Ne,cy < Neec¢ < Ne.

1ver notas de rodapé 7 e 8.

12Ennis e Keister (2009) e Bertolai et alii (2014) propoem algoritmos para calcular a alocagdo 6tima no caso geral N € N mantendo
a hipotese de fungdo utilidade u(c) = T—5-
13Definida antes da distribuicdo (aleatéria) dos individuos entre os bancos.

14Conforme demonstrado em Bertolai et alii (2016).
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Lema 2.4. O sistema bancdrio Gtimo com um continuo de bancos é definido por (c1,c,y) tal que v/ (¢) =

Ru'(y)
W(c1) = (1-p)Ru'(y)+pu'(Ne—c1)
R
y = N[P(Ne —c1) +p(Ne—¢) + (1 —p)Nel.
Demonstragdo. Ver apéndice A. O

Observe a relacao entre o pagamento na data 2 e o pagamento na data 1 apés anuncio de tipo 1 na
primeira posicdo, u'(¢) = Ru/(y). Bertolai et alii (2016) mostram que tal resultado pode ser generali-
zado' para o caso N > 2, de forma que ha tratamento igualitario na data 1 logo apés algum antincio
de tipo 1 na data 1. Ha tratamento desigual na data 1 somente enquanto ndo surgir um anuncio tipo
1. Trata-se da mesma relagao entre o pagamento na data 2 e o pagamento na data 1 escolhida no caso
sem servico sequencial, conforme estabelecido no Lema 2.1 e no Corolario 2.2.

3. INSTABILIDADE FINANCEIRA SEM SERVICO SEQUENCIAL

Considere o modelo de Allen e Gale (2000), no qual ndo hd a exigéncia de servi¢o sequencial na escolha
de sistema bancario. Conforme discutido, este modelo pode ser visto como um caso limite da economia
apresentada na subsecdo 2.1 quando N — oc.

As duas datas da secdo 2 sdo divididas em trés periodos ¢t € {0,1,2}, de forma que o periodo 0
corresponde ao inicio da data 1. A tecnologia de armazenamento é apresentada como alternativas de
investimento em ativos de curto e de longo prazo. Cada unidade de bem de consumo investida em ativo
de curto prazo no periodo ¢ produz 1 unidade do bem de consumo em ¢ + 1. Cada unidade de bem de
consumo investida em ativo de longo prazo em ¢ = 0 produz R > 1 unidades de consumoem¢ = 2e
r € (0,1) de unidades de consumo em ¢ = 1.

A economia é dividida em quatro regites ex ante idénticas: regices A, B, C e D. Cada regido possui
um continuo de individuos ex ante idénticos, de medida 1/4. Com probabilidade p € (0,1) o individuo
sofre o choque de liquidez e se torna impaciente (tipo 0). Com probabilidade 1 — p ele nao sofre o
choque e se torna paciente (tipo 1). A probabilidade p varia entre regioes, sendo p; a probabilidade de
um individuo se tornar impaciente na regido i € {A, B, C, D}. Ela é uma variavel aleatoria com dois
valores possiveis, py e py, tais que 0 < p;, < py < 1. Ha dois estados possiveis e equiprovaveis: .S; e
Sy com Pr(S;) = Pr(S3) = 1/2. No estado agregado S, tem-se p4 = pc = py € pgp = pp = P, €
no estado agregado S;, tem-se p4 = pc = pr € pp = pp = py. A Tabela 1 organiza tal informacao
de maneira transparente.

Tabela 1: Choques de liquidez por regiao

Est/Reg A B C D

S pH  PL P DL
Sa PL PH PL PH

15Desde que N ndo seja muito grande ou R seja suficientemente baixo.
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Como existe um continuo de individuos na regido i € {A,B,C,D}, a Lei dos Grandes Nmeros garante
que a proporc¢do de individuos impacientes nesta regido serd p;.'® Logo, a quantidade de impacientes
na regido ¢ é p; /4. Conclui-se entdo que a quantidade de impacientes na economia é

Pi _PH , PL  PH  PL _ PH DL
Z 4_4+4+4+4_ 2

v =
i€{A,B,C,D}

nos dois estados da natureza S; e S;. Toda a incerteza é resolvida em ¢ = 1 quando o estado da
natureza (57 ou S) é revelado e cada consumidor descobre seu tipo.
Conforme antecipado na subsegdo 2.1, o problema de escolha de sistema bancério nesta economia

é17

6120 e CZZO

14
ver + (1—y)Rtep <1 (14)

max{’yu(cl) +(1- fy)u(@)} sujeito a

C1,C2

em que ¢; denota o pagamento do sistema bancario no periodo ¢ € {1,2}. A simplicidade do pro-
blema acima decorre de trés propriedade da alocacao 6tima: (i) os pagamentos nao dependem do es-
tado da natureza, dado que ndo existe incerteza agregada; (ii) os pagamentos nao dependem da regiao
do individuo, dado que os individuos sdo ex ante idénticos e a utilidade é estritamente concava; (iii) o
investimento no ativo de curto prazo é igual a quantidade total de pagamentos no periodos 1, yc;; 0
investimento no ativo de longo prazo é igual a quantidade total de pagamentos no periodos 2, (1—7)cs.

Seja a = (s,l,c1,¢2) uma alocagdo nesta economia, em que s é o investimento no ativo de curto
prazo e [ é o investimento no ativo de longo prazo. Seja a* = (s*,l*,c},c3) a solucdo de (14). Entdo,
s* = ~ycfel* = (1 —~)cs/R. Além disso, o Lema 2.1 (ao tomar o limite N — o) garante que
u’(¢}) = Ru/(ch). Dada a concavidade estrita de u e R > 1, tem-se ¢} < ¢} e, portanto, a restrigdo de
incentivos u(c2) > u(c1) é atendida por a*. Os individuos pacientes acham fracamente melhor revelar
seu verdadeiro tipo ao invés de mentir e consumir em ¢t = 1.

3.1. Descentralizacao (O Mercado Interbancdrio de Depositos)

Allen e Gale (2000) mostram que a alocagdo 6tima a* pode ser descentralizada por meio de um sistema
bancario competitivo. Ou seja, por meio de um grande nimero de bancos, cada regiao paga aos seus
individuos c] na data 1 e 5 na data 2.

O mercado interbancario (integracdo entre os bancos) é usado para transferir recursos entre as di-
ferentes regides. Ha inicialmente 1/4 unidades de recursos em cada regido e a demanda por recursos
no periodo 1 serd pyc}/4 nas regides com muitos impacientes e py ¢} /4 nas regiées com poucos im-
pacientes. Cada regido investe em ativo de curto prazo s*/4 = ~cj/4 e em ativo de longo prazo e
I*/4 = (1 — v)cs /4R, de forma que no agregado e economia investe s* no curto prazo e [* no longo
prazo. Como p;, < v < pp, as regides com muitos impacientes possuem excesso de demanda por
consumo no periodo 1, dado por (py — 7)c; /4, e excesso de oferta de recursos no periodo 2, dado
por (1 — pg — v)cs /4. Similarmente, as regides com poucos impacientes possuem excesso de recur-
sos no periodo 1, dado por (v — py,)ci/4 e excesso de demanda por recursos no periodo 2, dado por
(1 — pr. — v)c4 /4. O mercado interbancario opera em ambos os periodos para transferir recursos das
regioes com excesso de oferta de recursos para as regioes com excesso de demanda por recursos. Tais

16por exemplo, no estado S1, a regido A tem uma proporgio py de individuos impacientes (assim como a regido C) e a regido
B tem uma proporgao py, de individuos impacientes (assim como a regido D).
17A desigualdade yc; + (1 — )R 1ea < 1 exige que a soma entre a quantidade de ativos de curto vc; e de longo prazo

(1 — 7)c2 ndo ultrapasse a dotagdo da economia: 1 unidade de bem de consumo. Como existe um continuo de agentes e cada
agente tem uma unidade do bem, no agregado ha uma unidade de recurso.
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transferéncias permitem honrar as promessas de pagamento c; e c5 em cada uma das regides sem a
necessidade de resgatar o ativo de longo prazo.

A alocacao descentralizada é descrita em termos do comportamento de um banco representativo
em cada regido i € {A,B,C,D}. Cada consumidor deposita sua 1 unidade de bem no banco da sua
regido, o qual investe em um portfélio (s%,l*) > 0 e oferece em troca um contrato (c%,c) que permite
ao consumidor retirar ¢} unidades de consumo em ¢ = 1 ou ¢} unidades de consumo em ¢ = 2. O
contrato é suposto invariante aos choques de liquidez das regides. Para implementar a alocacdo 6tima
por meio do setor bancario descentralizado, deve-se ter a’ = (s%,1%,ci,cb) = (s*/4,1* /4,c% c5).

No mercado interbancario, os bancos podem depositar parte de sua dotacdo inicial em (transferir
em t = ( para) bancos de outras regides. Se o banco receptor esta na regido i, ele promete pagar
ao banco depositante ¢! se o deposito for resgatado em ¢t = 1 e c} se o depoésito for resgatado em
t = 2. Allen e Gale (2000) estudam dois tipos de mercados interbancarios, os quais sdo apresentados
na Figura 1. A flecha aponta para o banco que recebe o depésito e tem origem no banco que deposita.
O mercado interbancario apresentado na subfigura 1a é chamado de completo, pois cada banco pode
depositar em todos os demais bancos. O mercado interbancario apresentado na subfigura 1b é chamado
de incompleto, pois o banco de cada regidao pode depositar em somente uma regido e receber deposito
de somente uma outra regido. Por exemplo, o banco da regido B pode depositar recursos somente no
banco da regido C' e receber recursos somente da regido A.

Figura 1: Tipos de mercado interbancério em Allen e Gale (2000).

(a) Integragdo completa (b) Integragdo incompleta

Lema 3.1 (Descentralizacdo). E factivel pagar em todas as regides c; no periodot = 1 e ¢} no periodo t = 2,
tanto no caso de mercado interbancdrio completo quanto no caso de mercado interbancdrio incompleto.

e Se o mercado é completo, basta o banco da regido i € {A,B,C,D} manter z* = (py —)/8 depésitos
em cada regido j # i.

e Se 0 mercado é incompleto, basta o banco da regido i € {A,B,C,D} manter z* = (py — v)/4
depdsitos na regido permitida.

Demonstragdo. Ver apéndice A. O

Nas duas estruturas de mercado consideradas, as regides com alta demanda por consumo em ¢ = 1
resgatam seus depoésitos no mercado interbancario em ¢ = 1 e pagam os depésitos obtidos no inter-
bancario em ¢t = 2. As regides com baixa demanda por consumo em ¢ = 1 resgatam seus depdsitos em
t = 2 e e pagam os depésitos obtidos em ¢ = 1.
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3.2. Contagio

Considere agora a existéncia de um estado da natureza imprevisivel S. Neste estado, a proporcdo de
impaciente é igual a y nas regides B, C' e D e igual a v + € na regido A, para ¢ € (0,1 — ), conforme
apresentado na Tabela 2.

Tabela 2: Choques de liquidez por regido com pertubacao

Est/Reg A B C D

Sy PH  PL PH DL
Sa PL  PH PL DPH

S  yt+e v v 7

A imprevisibilidade de S significa que sua realizagdo ocorre com probabilidade zero. Com isso, o sistema
bancario 6timo ndo muda e continua sendo dado por a*. Nos estados .S; e S 0 comportamento de
equilibrio da economia continua o mesmo. No estado S, contudo, o comportamento sera diferente.

Suponha realizado o estado S. Individuos e bancos irdo decidir se retiram seus depésitos em ¢ = 1
ou t = 2. Os individuos impacientes sempre sacam em ¢ = 1, uma vez que ndo auferem utilidade em
consumir em ¢ = 2. Os consumidores pacientes tem a op¢ao de sacarem ¢ = 1 ouem ¢ = 2 e vao
optar pelo periodo que lhe fornecer maior quantidade de consumo. Para o comportamente dos bancos
em S, Allen e Gale (2000) fazem as seguintes hipoteses: os bancos sdo obrigados a pagar ¢} em ¢ = 1,
sempre que factivel, e os ativos remanescentes em ¢t = 2 sdo liquidados e distribuidos igualmente entre
os depositantes (individuos e bancos) que decidem retirar em £ = 2. Se ndo é possivel pagar c] para
todos que desejam sacar em ¢ = 1, os bancos sdo obrigados a liquidar todos os seus ativosem ¢ = 1e
distribuir os recursos assim obtidos igualmente entre seus depositantes (individuos e bancos).

A ordem individualmente 6tima na qual os bancos liquidam seus ativos é chamada por Allen e Gale
(2000) de pecking order. Primeiramente, os bancos liquidam o ativo de curto prazo. Em seguida, liquidam
os depésitos interbancarios. Por fim, liquidam o ativo de longo prazo. A otimalidade deste ordenamento
decorre dos diferentes custos de liquidagao (custo de se obter consumo corrente (em ¢ = 1) em termos
de consumo futuro (em ¢ = 2)) de cada ativo:'®

s R
1< 2 <—
c T

em que ¢} < ¢} decorre da condi¢do de otimalidade u'(c}) = Ru’(c}) e r pode ser escolhido suficien-
temente pequeno para que R/r > ¢4 /c} seja satisfeita, uma vez que a alocagdo 6tima é invariante a
.

Considere daqui em diante a principal estrutura de mercado estudada por Allen e Gale (2000), a
estrutura incompleta apresentada na Figura 1b. Suponha que o banco da regido 7 depositou 2* =
(pg — 7y)/4 na tnica regido em que ele é capaz de fazé-1o."° Ao se deparar com (v + €)/4 saques em
t = 1 (cada um deles de valor prometido ¢;), o banco da regido A ird demandar seus depositos junto
ao banco B, uma vez que seus ativos de curto prazo s*/4 = ~yc} /4 sdo insuficientes para honrar seus
compromissos em ¢ = 1. Com isso, o banco da regido B demanda seus depdsitos junto ao banco C, pois
o banco B néo é capaz de pagar a demanda dos seus /4 depositantes e do banco A, z4, utilizando
somente sua dotacdo de ativo de curto prazo, s*/4 = ~yc¢} /4. De forma analoga, o banco da regido C'

18Uma unidade de ativo de curto prazo vale 1 unidade de consumo hoje e 1 unidade de consumo amanhai (custo 1). Ao liquidar
1 unidade de deposito o banco desiste de c; unidades de consumo futuro e obtém c] unidades de consumo presente (custo
¢} /c}). Se o banco liquida 1 unidade de ativo de longo prazo, ele troca R unidades de consumo futuro por r unidades de
consumo presente (custo R/r).

19 A depositou em B, B depositou em C, C depositou em D e D depositou em A.
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demanda seus depositos junto ao banco D e o banco da regido D demanda seus depositos junto ao
banco A. Como os depdsitos entre os bancos tem o mesmo valor, o mercado interbancario ndo é capaz
de auxiliar o banco A a satisfazer suas obrigacoes sem recorrer aos ativos de longo prazo. O saque do
banco A junto ao banco B é usado para pagar o saque do banco D junto ao banco A.

Do exposto acima, o banco da regido A necessita liquidar também ativos de longo prazo para honrar
seus compromissos em ¢ = 1. Logo, ele ndo sera capaz de honrar o compromisso c3 junto aos seus
depositantes em ¢ = 2. Se o banco A liquidar x unidades de ativo de longo prazo, ele pagara na data
2 somente ¢ = 4R[I*/4 — z]/(1 — v — ¢). Os individuos pacientes continuario a sacar no periodo 2
se e somente se c;' > ¢}, ou seja, se e somente se z < [I* — (1 — v — €)c}/R]/4. Caso contrério, eles
optardo por sacar no periodo 1, o que caracteriza?® uma corrida bancdria na regiio A. Como a regiio
A possui s* /4 = ¢} /4 unidades de ativo de curto prazo e (y + €)/4 individuos impacientes, entdo
0 banco A precisa obter ec} /4 unidades de consumo por meio da liquidacdo do ativo de longo prazo.

Logo, o banco da regido A liquida x = e% unidades de ativo de longo prazo.

Lema 3.2. Seja 3" = 7= 62;61 e suponha realizado o estado S. Entdo, existe corrida bancdria na regido A
1
se e somente se

B (1—7) <e. (15)

Demonstragdo. Ao liquidar « = ecj/4r unidades de ativo de longo prazo, o banco A é capaz de pagar
no periodo 2

A= AR[I* /4 — ect /4r] _ (1 —~—¢€)cs +ecs — Recf/r _o 1 € (03 R> o
— v —¢

1—7v—ce€ 1—7v—e€ cq r

Por hipétese, R/r > cj/ci. Entdo ci < c5 para todo ¢ € (0,1 — ) e ci é descrescente em e. Logo,

*

¢4 > ¢t se e somente se 24 | € (C—z — 5) > (0. Ou seja,
1

@ 1—vy—e \ c} r) =
ﬁ*R—T:CQ—Clz € R I E—B*R_T—l
r i l—y—e\r ¢ l—vy—€e\r r
JR—7 W R—T
(I=v—¢B Ze(l=p")——
o que é equivalente a e < (1 — v)S*. O

Se ¢ < 8*(1 — ~), ndo ha corrida bancaria na regido A e o banco desta regido é capaz de absorver
o choque ¢ por conta propria. O choque nao tem repercussao sobre bancos em outras regides. Os
individuos pacientes da regido A, no entanto, estdo em pior situacdo: a prematura liquidacdo do ativo
de longo prazo ndo permite ao bancos pagar c; em ¢ = 2.

Se e > [B*(1 — ), havera corrida bancaria. Todos os 1/4 individuos da regido A e o banco D
demandardo seus depositos em ¢ = 1. O valor de liquidacdo dos ativos do banco A é s*/4 + rl* /4 +
24¢®, em que ¢* é o valor do depésito no banco i € {A,B,C,D} quando ha corrida bancaria no banco
A. como ¢® < ¢%, 0o banco A nédo é capaz de honrar a promessa ¢** = c?, pois

N 4

* l* i 1-— 5/ R 1
s ‘Z’“ AP <14 +7”(4 v)es/ + 2Pt < (+2D> ¢

* * A_B
em que a desigualdade estrita decorre de R/r > c3/c}. Logo, ¢ = % < ¢} e todos os

individuos da regido A serao prejudicados pelo choque ¢, assim como havera um spillover effect negativo
para a regido D — uma vez que seus depdsitos no interbancario perdem valor.

20Conforme discutido na segio 2.
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O spillover effect sobre o banco da regido D reduz o valor de seus ativos, de forma que os ativos de
curto prazo s* /4 e o depésito no interbancario z” ¢* sdo insuficientes para honrar os pagamentos em
t =1, (y/4+2%)c}, pois ¢! < ¢} implicaem s*/4+2P¢* < (v/4+2%)c}. Logo, o banco da regido D
também necessita liquidar ativos de longo prazo para honrar seus compromissos em ¢ = 1 e, portanto,
ele ndo sera capaz de honrar o compromisso c; junto aos seus depositantes em ¢ = 2. Se o banco D
liquidar = unidades de ativo de longo prazo, ele pagara na data 2 somente c& = 4R[l* /4 — x]/(1 — 7).
Os individuos pacientes continuardo a sacar no periodo 2 se e somente se 62D > c},ouseja, se e somente
se x < [I* — (1 — y)ci/R]/4. Caso contrario, eles optardo por sacar no periodo 1, o que caracteriza
uma corrida bancdria na regido D. Entdo o banco D precisa obter (v/4 + 29)ci — (s* /4 + 2P¢?) =
2P (et — ¢) > 0 unidades de consumo por meio da liquidagio do ativo de longo prazo. Logo, o banco
da regido D liquida z = 2" (¢} — ¢*)/r unidades de ativo de longo prazo.

Analogamente, o banco da regido C liquida 2 = 2%(c} — ¢”)/r unidades de ativo de longo prazo
e 0 banco da regido B liquida x = 28 (c} — ¢“)/r unidades de ativo de longo prazo.

Lema 3.3. Seja z = py — . A corrida bancdria no banco A gera uma corrida bancdria via contdgio em
todas as regides se 3* < z, ou seja

T zc]
R 2+ (1+2)(c—a)

Neste caso, os valores de liquidagdo sdo ¢* = ¢q® = ¢© = ¢P = s* + rl*.

(16)

Demonstragdo. SejaY = ¢f — T(;’Y) (c5 — c¥). Ao liquidar = = 2

longo prazo, o banco D é capaz de pagar no periodo 2
b _ AR[ /4= 2P(ci = q)/1]
2 1— v

D(er — ¢™)/r unidades de ativo de

Rz
r(1=7)

pois4z' = z paratodoi € {4,B,C,D}. Entdo, ¢’ > ¢ se e somente se ¢ — ;15 (cf —¢*) —¢f = 0.

Bk

(cf —a™),

Ou seja, qA > Y. De forma analoga, 02C > ¢] se e somente se qD > Y. Ainda, CQB > c] se e somente
s*rl* 442445 < s* +rl*+zc]
14424 = 1+2z

se ¢° > Y. Note que ¢” < ¢} e, portanto, ¢* = . Logo,

A6+ (/R = )es + 2t

Y—q* > 112 (17)
_ c*_T(l—’}/)(c*_C*)_WCT+(T/R)(1-’7)CS+ZCT:‘ZCT
1 Rz 2 1 1+Z
L 0= ey /R =)= (=)
N Rz 21 142

c] r [(cy—c] cs
p— 1— [
( PY)[l—i-z R( z +1+z)]

R

em que se usou (16) na ultima desigualdade.
Segue que ocorre corrida bancaria na regido D. O valor de liquidacio no banco D é ¢P =
* * D_A * * Jx . , ,
sl g <8 +ﬁjz°1, pois ¢ < c¢}. Algebra anéloga a (17) estabelece que ¢” < Y e, por-
, . - .. - . O s*+7~l*+4chD s*+rl*+zc]
tanto, hé corrida na regido C'. O valor de liquidagao no banco C' é ¢~ = 1740 < i

pois ¢” < c}. Algebra andloga a (17) estabelece que ¢© < Y e, portanto, h4 corrida na regido B.

Como hé corrida bancéria em todas as regides, entdo ¢ = X + Zq’ para todo (i,j) €
{(A,B),(B,C),(C,D),(D,A)},em que X =+ e Z = 12~ € (0,1). Logo,
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1 -Z 0 0 gt X
0 1 —-Z o0 @l X
o 0 1 -z “1 | x
-Z 0 0 1 q° X

Observe que ¢4 = ¢% = ¢© = ¢P = X/(1 — Z) = s* + rl* é a tnica solucdo dos sistema acima, pois
o determinante da matriz de coeficientes é 1 — Z* > 0.
O

3.3. Uma intervencao no interbancario para eliminar contagio

Considere uma intervencido no mercado interbancario no estado S sob a estrutura de mercado incom-
pleta apresentada na Figura 1b,?! cujo objetivo é evitar a corrida bancaria em todos os bancos. Su-
ponha que (15) e (16) sao validas e, portanto, ha corrida bancaria em todos os bancos na auséncia de
intervencdo, conforme estalecido pelos Lemas 3.2 e 3.3.

Uma autoridade central impde o seguinte mecanismo de coordenacdo aos bancos no estado S: (i)
todos os bancos liquidam somente (1/4)eci/4r unidades de ativo de longo prazo; (ii) o banco A li-
quida somente (3/4)ec} /4 unidades em depoésitos junto ao banco B; (iii) o banco B liquida somente
(2/4)ect /4 unidades em depositos junto ao banco C; (iv) o banco C' liquida somente (1/4)ec} /4 uni-
dades em depoésitos junto ao banco D; e (iv) o banco D ndo resgata seus depoésitos junto ao banco A
emt = 1.

0 saque do banco ¢ ndo pode exceder zic{, ou seja, € < 16zi/3 = 4z /3. Adicionalmente, o banco A
sera capaz de cumprir sua promessa de pagamento em ¢ = 1 se
1 N s*  lecq  3ec
qUFaaH0sTHIT I T
em que o termo nulo representa o saque realizado pelo banco D e o termo ecj/16 = reci/(16r) é
o montante de recursos obtido pelo banco A por meio da liquidacdo de ativo de longo prazo. Analo-
gamente, os bancos B, C' e D serdo capazes de cumprir suas promessas de pagamento em ¢ = 1 se,
respectivamente,

v . e s*  lect  2ech
A it S Tt ST
Ty S Tt in i
Y . 2€q] s*  lect lect
A i S S T ST
T3 S Ttig i
v . lec s*  leq
Torpz&a o 5 L2 4
Aty s gtag T

em que o termo nulo representa o saque realizado pelo banco D no banco A. Como s* = ¢}, entdo as
quatro condicoes acima sdo satisfeitas com igualdade.

Sob a intervencdo descrita, todos os bancos conseguem pagar c] aos impacientes e aos demais
bancos e o custo do choque ¢ é absorvido pelos individuos pacientes de todas as regides. Os pacientes
recebem c} < ¢} paratodoi € {A,B,C,D}, conforme estabelecido pelo Lema 3.4 a seguir.

Lema 3.4. Sob o mecanismo de intervengdo, 0 pagamento aos pacientes na data 2 é dado por

* * *
A_ B _ C_ D _ x eci R/r —c3/ci
Cop =C =C =C =C — ——— -
4 1—v—¢/4

*

< Cy.

217 analise é restrita a esta estrutura de mercado por ser este o principal caso estudado por Allen e Gale (2000) e ser aquele no
qual o contagio possui efeitos mais profundos e disseminados.
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Demonstragdo. Ver apéndice A. O

Os individuos pacientes continuardo a sacar no periodo 2 se e somente se c; > ¢} para todo i €
{A,B,C,D}. Portanto, para que elimine a corrida bancaria, a intervencdo precisa satisfazer:
o oo CCIR/r—c3/cr _ , R/r—c3/c]
c5—cC =c
2T g Iy —e/d T M1 —y)fe—1

(40 =)fe = 1) 22 = Rjr - /e
1

¢y —cf R ¢ & —ct R—r
Al=—fert>— - 242 1=
c; r  c c T

e<4p* (1 —7),

K
P IRCH) —Cl

em que se usou 3% = 5 o - De (15), conclui-se ser necessario que € € (5*(1—7),48*(1—+~)| para
que exista corrida bancaria no banco A sem intervencao e ndo ocorra corrida bancéria sob a intervencao
em banco algum. A proposi¢ao (3.5) sumariza tal resultado.

Proposigdo 3.5. Existe (e,r) sob o qual hd corrida bancdria em todas as regides na auséncia de intervengdo e
ndo hd corrida bancdria na presenga da intervengdo descrita acima. Basta que * < z, € < 4{ e

B (1—7) <e<A4p"(1—7).

4. INSTABILIDADE FINANCEIRA COM SERVICO SEQUENCIAL

Considere o modelo de Bertolai et alii (2016), no qual hd a exigéncia de servico sequencial na escolha de
sistema bancario.?? Conforme discutido, o caso a ser estudado nesta seciio (no qual ha um continuo de
bancos) pode ser visto como um caso limite da economia apresentada na subsecao 2.2 quando o nimero
de bancos é muito grande (M — ©0) e os bancos se integram parcialmente, compartilhando as reservas
bancarias em t = 2.

As preferéncias dos individuos sdo levemente diferentes daquelas apresentadas na secao 2, embora
os principais resultados descritos naquela se¢do continuem validos. Como em Diamond e Dybvig (1983),
as preferéncias sdo representadas por uma funcéo utilidade u(c ) se o individuo sofre o choque de prefe-
réncia e u(cy +c2) caso contrario. A fungdo v : R — [—00, 00) é duas vezes diferenciavel, estritamente
crescente, concava, tal que lim, o u/(z) = oo e a aversdo ao risco relativa em e é maior que 1.2
_ _eu’(e)

u/(e)

cias em ¢t = 1 em um dado banco nao dependem de antncios feitos em outros bancos. No entanto, o
pagamento em ¢t = 2 depende do que acontece nos demais bancos.

Considere inicialmente o caso ja apresentado na subsecao 2.2, no qual ha dois depositantes (/V = 2)
em cada banco. O problema de escolha de sistema bancério (x,y) consiste em maximizar

> 1. Como consequéncia do conceito de integracdo parcial utilizado, as transferén-

P uler) +ule)] +p(1 = p) [uler) + ulw)] +p(1 = p)[uly) +u(@)] + 1 - p)?|2u(y)]
sujeito as restricoes ¢c; + co = Nee

p(1 —p)[R(Ne —c1) —yl +p(1 — p)[R(Ne —¢) —y] + (1 —p)’[RNe —2y] =0, (18

22 fim de facilitar a comparagio com a apresentagdo em Bertolai et alii (2016), sera usada nesta segdo a notagdo original destes
autores. Para facilitar a comparagdo com a apresentacao da secdo 2, a notacao sera relacionada sempre que necessario.

23Esta fungdo tem como caso particular a funcio utilizada na secdo 2: u(c) = ¢! ~% /(1 — §). Tal fungdo possui aversio ao risco
relativa constante e igual a § em todo dominio, ndo s6 no ponto ¢ = e.
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em que para todo banco m € [0,1] as variaveis ¢y, co, € e y denotam, respectivamente, os pagamentos
20™(0,0), 2™ (0,0, 5™ (1,0) e y™) (). Bertolai et alii (2016) generalizam o Lema 2.4 para funcdes
de utilidade mais gerais e mostram que a solucao 6tima satisfaz as seguintes condi¢des de primeira
ordem:

u'(¢) = Ru(y) (19)
Wle) = (0 -pRu(y)+p (Ne - 1) o)
y = Alp(Ne—a)+p(Ne )+ (1-p)Ne| e

A existéncia de corrida bancaria nesta economia depende do incentivo dos individuos pacientes em
revelar a verdade quando estes acreditam que outros pacientes ndo estao revelando a verdade. Suponha
que todos os individuos acreditam que os individuos na primeira posicao estdo anunciando tipo 0 e que
todos os individuos na segunda posicdo estdo revelando a verdade. Com isso, todos acreditam que p
bancos estdo recebendo antncios w = (0,0) e os demais 1 — p bancos estdo recebendo w = (0,1). Logo,
os individuos nao acreditam que o pagamento em ¢ = 2 serd determinado pela restricao (18). Ele sera
dado por

(1-=p)[R(Ne —c1) =yl =0, (22)

ja que os bancos com histoéria (0,0) exaurem suas reservas em ¢ = 1, pois ¢; + ¢o = Ne, e os bancos
com histoéria (0,1) pagam ¢; em ¢t = 1 e poupam Ne — ¢; parat = 2.

O incentivo para revelar ou ndo a verdade depende do tipo do agente e de sua posicao na fila de
saques. Para os individuos impacientes a decisao é trivial: eles sempre revelam a verdade (tipo 0), uma
vez que ndo auferem utilidade consumindo na segunda data. Para os individuos pacientes, a decisdo é
mais sofisticada. Considere inicialmente um individuo paciente na segunda posicao da fila de saques.
Ao mentir sobre seu tipo (anunciar tipo 0), ele espera receber Ne — c;, pois acredita que o primeiro
individuo em sua fila revelou ser do tipo 0 e consumiu c;. Caso revele a verdade, ele espera receber
R(Ne — ¢1), conforme implicado por (22). Como R > 1, tal individuo acha melhor revelar a verdade.
Considere agora um individuo paciente na primeira posicdo da fila de saques. Ao mentir sobre seu tipo
(anunciar tipo 0), ele espera receber c; e, caso revele a verdade, ele espera receber R(Ne — ¢1). Logo,
mentir sobre seu tipo (se juntar a corrida bancaria na primeira posi¢ao) é atrativo se

F(R) = u(e;) —u[R(Ne —¢1)] > 0.

Note das condicbes de primeira ordem acima que (¢1,¢,y) — (e,e,e) quando R — 1. Logo, o individuo
paciente na primeira posicdo fica indiferente entre revelar ou nao a verdade durante uma corrida quando
R — 1, pois F(1) = 0. Se utilizando da abordagem proposta por Bertolai et alii (2014), Bertolai et alii
(2016) estudam a existéncia de corrida por meio da derivada F’(R) na vizinhanca de R = 1, ao destacar
que se [’(1) = limpr_,; F'(R) > 0, entdo existe corrida bancaria para R suficientemente préximo de
(e maior do que) 1. No caso N = 2 ela é dada por

dcy dey

!/ _ I oL _ _ _ L

F'(R) = u/(c1) IR U [R(Ne —c1)] (Ne ¢ RdR> .

Logo, F'(1) = u/(e)[2¢] — €], em que ¢} = limp_,1 dc1/dR. Os autores calculam ¢ diferenciando o

sistema de condicoes de primeira ordem em R e, em seguida, estudando o limite das derivadas obtidas
quando R — 1.
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Lema 4.1. Suponha N = 2. Existe corrida bancdria (com pacientes revelando a verdade somente na segunda
posicdo) para R ~ 1 se
6—1 1+2p
> )
5 2(1-p)

. / _ 1-p
pois ¢ = 12p

Demonstragio. Denote ¢ = limp_,1 dc/dR e y' = limg_,1 dy/dR. A derivada de (19) é dada por
u'(0) % =u/(y) + Ru”(y)%, cujo limite é u”(e)@ = u/(e) + v’ (e)y’. Usando & = —eu'(e) /u/(e),
tem-se & = y' — e/d. O limite da derivada de (20) em R quando R — 1 é dada por v’ (e)c] =
(1 —p)[u'(e) + u"(e)y’] — pu”(e)c;. Logo, ¢} = Lr;g(y’ — e/§). Finalmente, diferenciando (21) em
R e tomando o limite da derivada assim obtida quando R — 1, obtém-se y' = e — (p/2)(c] + ).
Conclui-se com isso que

0—1 1-—
é =e—— —g(c'l +c) e = ﬁ(‘:'.
Logo,
2+p_ 6—1 p _ 1 0—1
TC’:B 5 —5611 = C/:m 2 s _pcll
(I—-p) (, 01
(1+p)c) = 5T p 2e 3 — pc}
, 5—1
(X +p)2+p) +p(L = p)ler = 2(1 — ple—
o0—1
[2+ 4plcy = 2(1 = ple—
e, portanto, ¢ = 11;2’; 9=Le. Segue que,
1-pd-—1
F'(1) =4/ (e)[2¢) — e] =u/(e)e 21 —I—ZI;T -1
e, portanto, existe corrida se % > %. O

Do Lema 4.1, existe corrida bancaria parcial (restrita a primeira posicdo da fila) se p e suficientemente
baixo e § é suficientemente alto. Por exemplo, se ¢ = 1, p = 0.05 e § = 3, entdo ¢, = 19/33. Neste
caso, F'(1) = Zu/(1) > 0 e existe corrida para R suficientemente baixo.

Para o caso geral com N € N depositantes, o estudo de existéncia de corrida é analogo. Bertolai
et alii (2016) mostram que o problema de escolha de sistema bancario (z,y) consiste em maximizar

i=1

N
E [Z(l —wi)ulz; (W] + N(1 —p)U(y)]

sujeito a x;(w?) > 0,

Z(l — w;)z;(w) < Ne (23)
i=1
R N
y < E [Ne— x; (W (24)
N e )
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0 lagrangeano associado a este problema é demonstrado ser

N
Sluly) — Ny] + Plu(e) — ARel + Y _ (0" [u(es) — pei] + difu(e;) — ARei])
=1

em que p e \ sdo os multiplicadores de Lagrange associados, respectivamente, a (23) e (24). Como no
caso N = 2, a variavel ¢; denota o pagamento z;(0,0, - - - ,0), a variavel ¢ denota o pagamento x;(w)
paraw # (0,0,--- ,0) e y é o pagamento em ¢ = 2. Os coeficientes q;, b, e ¢; sdo tais que ¢; = p' —p',
b=Np—p+p+--+pV)ed+d+ >N ,"¢ = N1 —p"). 0Lema a seguir é demonstrado
por Bertolai et alii (2016) e é a generalizacdo dos Lemas 2.4 e 4.1.

Lema 4.2 (Bertolai et alii (2016)). Para R ~ 1, o sistema bancdrio étimo com um continuo de bancos e
N € N édefinido por (c1,ca, -+ ,cN—1,C,y) tal que

u'(e) = Ru'(y)
u'(e) = pNTH (en) + (1= pN T RY (y)
N-1
(1-p")RNe = ¢y+Réc+R > ¢ici (25)
i=1
e portanto,y’ =& +e/de
N—i
p _
= <11 N(lp)N)c’
¢ = 65 —1 L=p >0
S -
1—pN p
Demonstragdo. Ver Bertolai et alii (2016). O

A hipétese de R suficientemente baixo é usada para demonstrar que as restricdes de incentivo (reve-
lacdo da verdade) sao atendidas pela solucdo do problema acima (no qual tais restricoes foram igno-
radas)?* e para demostrar que o pagamento em ¢ = 1 é constante apds o primeiro anincio de tipo
1.

0 estudo sobre existéncia de corrida bancaria para o caso geral N € N segue a mesma estratégia
do caso N = 2. Controi-se a fungdo F'(R) que determina existéncia de corrida bancaria quando é
ndo negativa. Usando que F(1) = 0 também no caso geral, estuda-se o sinal da derivada F'(1) =
limp_,1 F'(R). A condicdo de corrida sera dada por F’(1) > 0.

Suponha novamente que todos os individuos acreditam que os individuos nas primeiras N — 1
posicdes estdo anunciando tipo 0 e que todos os individuos na ultima posicdo (V) estdo revelando a
verdade. Com isso, todos acreditam que p bancos estdo recebendo antincios w = (0, --- ,0,0) € {0,1}V
e os demais 1 — p bancos estdo recebendo w = (0,0,---,0,1) € {O,I}N. Logo, os individuos nao
acreditam que o pagamento em ¢ = 2 sera determinado pela restricdo (25). Ele serd dado por

N-1
R(NeZq)y] =0, (26)

i=1

(1-p)

240 resultado enunciado na segdo 2 de que tais restricdes sdo sempre atendidas é estabelecido por Green e Lin (2003) para
economias em que os bancos operam em completo isolamento ou sob completa integracao. A economia em Bertolai et alii
(2016) estuda o caso de integragdo parcial e, portanto, o resultado de Green e Lin (2003) ndo é valido necessariamente.
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pois os bancos com histéria (0,0, - - - ,0,0) exaurem suas reservas em ¢ = 1, ja que Zf\il ¢; = Ne,eos
bancos com histéria (0,0, - - - ,0,1) pagam no total Zi]\:l c;emt = 1epoupam Ne — Zi]\:l c; para
t=2.

Como no caso N = 2, os individuos impacientes e os individuos pacientes situados na tultima

posicdo sempre anunciam seus verdadeiros tipos: os impacientes nao prezam por consumoem?t = 2 e

os pacientes na posicdo N preferem anunciar a verdade para obter R (N e— Zf\gl c,-) do que mentir

para obter Ne — Zi\[:_ll ¢;. Considere entdo um paciente na posicdo ¢ < N — 1. Ao mentir sobre

seu tipo, o individuo recebera c; com certeza. Se revelar a verdade na posicio i, o paciente recebera®
N—-1 . . . S . .
y=R (N e—> ci> . Portanto, é atrativo para o paciente da posicdo ¢ mentir sobre seu tipo se

N-1
Fi(R)=u(¢;)) —u | R Nechj > 0.

Jj=1

Como (¢;,¢,y) — (e,e,e) quando R — 1 paratodoi € {1,2,--- ,N}, entdo F;(1) = 0. A derivada de
F;(R) é neste caso F}(1) = u/(e)[c; — e — c}y], pois de Z;Y:I ¢; = Ne sabe-se que ¢y = — Z;V:_ll cj.
Usando o Lema 4.2 para obter ¢} e ¢’ e (26) para obter 3/, Bertolai et alii (2016) calculam as condigées
sob as quais F(1) > O paratodoi¢ < N — 1. Ouseja, c; > e + cjy paratodoi < N — 1.

Proposicdo 4.3 (Bertolai et alii (2016)). Suponha N € N. Existe corrida bancdria (com pacientes revelando
a verdade somente na posicdo N) para R ~ 1 se

0—1 1—pN N
1) > ———+ —
.k
em que fi.(n) = gty —PF = (1 —p)p"
Demonstragdo. Ver Bertolai et alii (2016). O

Note que a proposicao 4.3 tem como caso particular o Lema 4.1 quando N = 2. De forma similar, é
demonstrado existéncia de corrida bancaria na qual os individuos pacientes revelam a verdade somente
nas duas tltimas posicdes da fila (N — 1 e N).

Suponha agora que todos os individuos acreditam que os individuos nas primeiras N — 2 posicoes
estdo anunciando tipo 0 e que todos os individuos na pentltima e na tltima posicdao (N — 1 e N)
estdo revelando a verdade. Com isso, todos acreditam que p? bancos estdo recebendo anfincios w =
(0N=2,0,0) € {0,1}*, p(1 — p) bancos estdo recebendo antncios w = (0V=2,0,1) € {0,1}V, (1—-p)p
bancos estdo recebendo antincios w = (0V~21,0) € {0,1}" e os demais (1 — p)? bancos estdo
recebendo w = (0NV~21,1) € {0,1}", em que 0" € {0,1}™ é a histéria parcial de antincios com
n € {1,2,--- ,N} antncios iguais a zero. Logo, os individuos acreditam que o pagamento em ¢ = 2
serd determinado pela seguinte restricao

(v Ea)

=1

+p

N-2
R(Ne— Zci—5> —y
i=1

N-2
+(1-p) [R <Ne— Z ci> —Qy] =0, (27)

=1

pois os bancos com histéria (07V=2,0,0) exaurem suas reservas em ¢ = 1, os bancos com histéria
(0V=2,0,1) poupam Ne — Zf\:ll ¢; = cy parat = 2, os bancos com histéria (0 ~2,1,0) poupam

25 Apesar de este antincio provocar o surgimento de um banco com histéria de antncios w ¢ {(0,0, - - - ,0,0),(0,0,--- ,0,1)},
o efeito da poupanca deste banco na poupanga agregada é desprezivel tendo em vista que existe na economia um continuo de
bancos. Portanto, ao revelar a verdade na posicdo 4, o paciente nao afeta seu pagamento na data 2.
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Ne — Zf\:f ¢i—C=cy+cy_1 —cparat = 2 e os bancos com histéria (0V~2,1,1) poupam
Ne — Z?L;QC?; =cny +cy_qparat = 2.

Novamente os individuos impacientes sempre anunciam seus verdadeiros tipos, uma vez que nao
prezam por consumo em ¢t = 2. Considere o incentivo de um individuo paciente mentir ou ndo na
posicdo ¢ € {1,2,--- ,N}. Ao mentir sobre seu tipo, o individuo recebera ¢;. Se revelar a verdade,
o paciente recebera®® pagamento y que satisfaz (27), ou seja, y = (R/2) (cx + cn—1 — p(¢ — cn)).
Portanto, sera atrativo para o paciente na posicao ¢ mentir sobre seu tipo se

Fi(R) =u(¢;) —u g (eNn+cenv—1—p(€—cn))| > 0.

Novamente F;(1) = 0 para todo ¢ € {1,2,--- ,N}. A derivada de F;(R) é neste caso F/(1) =
u/(e)c — e — L(cy + ciy_y — (@ — )], pois de Y| ¢; = Ne sabe-se que ¢y = — > 7' ¢
Usando o Lema 4.2 para obter ¢, e ¢’ e (27) para obter ¢/, Bertolai et alii (2016) calculam as condigdes

sob as quais F/(1) > Oparatodois < N —2e F/(1) <Oparai € {N —1,N}.

Proposicdo 4.4 (Bertolai et alii (2016)). Suponha N € N. Existe corrida bancdria (com pacientes revelando
a verdade somente nas posicoes N — 1 e N)para R ~ 1 se

0—1 1—pN N 0—1
2 —_ — > 1
5 f2()>(1—p)]\7 pe 2 ——f(1)
_ .k
em que f(n) = k1(1fp) _pk — (1 =p)p"
Demonstragdo. Ver Bertolai et alii (2016). O

Diferentemente do obtido na proposicdo 4.3, na proposicdo 4.4 ha duas desigualdades. A primeira
desigualdade garante que é atrativo para todo individuo ¢ < [N — 2 participar da corrida e a segunda
desigualdade garante que os demais dois (tltimos) depositantes ndo queiram participar da corrida. Na
proposicdo 4.3, ha somente uma desigualdade, pois o Gltimo depositante da fila sempre prefere revelar
a verdade.

4.1. Outros equilibrios de corrida bancaria

Considere agora o caso em que todos os individuos acreditam que os individuos nas primeiras N — 3
posigdes estdo anunciando tipo 0 e que todos os individuos nas trés tltimas posicoes (N —2, N —1e N)
estdo revelando a verdade. Com isso, todos acreditam que a quantidade de bancos recebendo antncios
w= (03 wn_9wn_1,wn) € {0,1}V é dada por

3—(UJN—2+UJN—1+WN)(1 (Wy—2twN-1twn)

Pr(wy—2,wn—1,wN) =D —p)

Se s(wny—2,wN—1,wn) denota a poupanca para o periodo ¢ = 2 do banco com histéria de anincios

s N-3 ‘o . L.
w= (V"3 wy_own_1,wn)e A= Ne— > i1 c; denota a reserva bancéria apés /N — 3 antincios
de tipo 0, entao

26Novamente, o paciente ndo afeta seu pagamento na data 2 ao revelar a verdade na posigio i.
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A—cy_a—cn_1—cy =0 se z = (0,0,0)
A—cn_ga—cny_1—0 =cn se x = (0,0,1)
A—cny_9—0—c¢C =cN +cny_1—C Se:L':(O,l,O)

s(z) = A—cN,%—?—O =cny +enoa ) sex = (0,1,1) ' (28)
A—-0—-c—c =cy+eN_1+en_s—2C se z = (1,0,0)
A—-0—-¢c—-0 =cny +cy_1+ceny_2—C se:c:(l,O,l)
A-0-0-c¢ =cy+eny_1+enN_o—C se x = (1,1,0)
A-0-0-0 =cy+envo1+en_o sex = (1,1,1)

Logo, os individuos acreditam que o pagamento em ¢ = 2 serad determinado pela seguinte restricdo

> Pr(z)[Rs(x) — (x1 + 72+ 73)y] =0, (29)
z€{0,1}3

a qual generaliza (27). Mais uma vez, os individuos impacientes sempre anunciam seus verdadei-
ros tipos, uma vez que nao prezam por consumo em ¢t = 2. Considere o incentivo de um indi-
viduo paciente mentir ou ndo na posicdo ¢ € {1,2,--- ,N}. Ao mentir sobre seu tipo, o indivi-
duo recebera c;. Se revelar a verdade, o paciente receberd?’ pagamento y que satisfaz (29), ou seja,
Yy = 3(175_"1)) D owe (0,1} Pr(z)s(z). Portanto, é atrativo para o paciente na posicdo ¢ mentir sobre seu
tipo se

R
Fi(R)=u(e)) —u |z > Pr(a)s(z)| >0.
3(1 _p) z€{0,1}3
Novamente Fj(1) = 0 para todo i € {1,2,--- ,N}, pois }_ (g 13s Pr(z)s(z) — 3(1 — p)e quando
R — 1. A derivada de F;(R) para R = 1 é neste caso
Fi(1) =u'(e)[c; =y,

K2

emquey’ =e+ ﬁ ZzE{O 1)3 Pr(z)s’(z) é a derivada do pagamento em ¢ = 2 definido por (29),
avaliadaem R = 1, e '(x) = limp_,1 ds(z)/dR. A proposicdo 4.5 a seguir apresenta as condigdes
sobre os pardmetros sob as quais F; (1) > O paratodoi < N—3e F/(1) < Oparai € {N—-2,N-1,N}.

Proposi¢do 4.5. Suponha N € N. Existe corrida bancdria (com pacientes revelando a verdade somente nas
posicées N —2, N — 1e N)para R ~ 1 se

51 1—pV 51
5 fs(3) > mpjv —pN > 5 f3(2) (30)
ok
emque fr(n) = ;725 —p* — (1 - p)p™
Demonstragdo. Observe que F/(1) > 0 se e somente se ¢; > ¢/, em que y¥ = e +

2 sef0,1}3 3}(){782)3'(33). Usando (28), note também que

2"Mais uma vez, o paciente nio afeta seu pagamento na data 2 ao revelar a verdade na posicio 1.
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(1-p°)ey+ [1—p° —p*(1—p)| cyy

Z Pr(x)s'(x)

2€{0,1}3
+[1=p* = 2p*(1 = p) = p(1 = p)*] €y_ = (1 = P)(2 + p)?
= (=) +p+p)ey + (1+p)ch s + g — P2+ )
em que se usou 1 — p®> = (1 — p)(1 + p + p?) na segunda igualdade. Logo, ¥ = e +

s [A+p+p?)cy+ A +p)y_1+y_o— (2+p)pd]. Usando ¢; e ¢ definidos no Lema 4.2,
obtém-se

r
/ c 2 (1-pN p(1—p)N
—e = —|(1 1—— 1 1— ="
y —e 3_( +p+p)( T + (1+p) "
2
p’A—p)N
1——— ) —p(2
+< - p(2+0p)
c [ 1-p)N
= 3 (3+2p+p2p(2+p))[1+p+2p2+p(1+p)](1_p)zv]
& T (1—p)N
= —13-[2+1+p?—%].
3| 2p” + (1 +p)7] l—pN}
Portanto, é atrativo mentir na posicdo ¢ se e somente se
N—i =4
p" (I =p)NY\ | c 2 5 (1 —p)N
<1_1—pN d=d > Z//:e+§ 3—[2p +(1+p)]ﬁ
NoiL=P)NY - 2 o (L —p)N
(3—3p ]_pN>C/ > 3e+7 {3—[2;9 + (1+p) ]W
c . 1—p)N
0 > 3+£[3pN_1—2p2—(1+p)2}%
e 1—p
e 1-pV N—i 2 2
3= > 3 b — 2 1 .
FA_ N P 2p" + (1 +p)7]

Como o lado direito da desigualdade acima é crescente em ¢, entdo basta verificar sob quais condicoes
a desigualdade é satisfeita parat = N — 3 e violada para¢ = N — 2. Ou seja,

3 e 1—p"N 3
3)=02p"+(1+p)? —3p> >3= ——=>[2p* + (1 +p)?| = 3p* = f5(2)——.
T @) =+ (427 =37 > E,(l_p)N_[p + (1 +p)*] = 3p® = f5( T
Do Lema 4.2, tem-se (1 —pN (tzzvN) % = 9=1(1 — p). Logo,
El—pN B 1-pV 3 N1 =p)N 5 0 3 1—pV N
dAl-pN (Q1-pN1—p 1-pY Jo-1 s-11-p\a-pnN P )
Portanto, a condicdo de existéncia da referida corrida é
0—1 1—pVN 6—1
N N
3 > 2)——
Pt S0 > AN =7 +f3(2)—;
a qual é equivalente a condicao (30).
O
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4.2. O caso geral

Considere agora o caso em que todos os individuos acreditam que os individuos nas primeiras N — k
posicdes estdo anunciando tipo 0 e que todos os individuos nas £ tltimas posicoes (VN —k+1, N —k+2,
-+, N — 1 e N) estao revelando a verdade. Com isso, todos acreditam que a quantidade de bancos

recebendo antincios w = (0V % wx_pi1,WN_kt2, s wWN_1,wN) € {0,1} é dada por
k— .
Pr(WN_k+1.WN—k+2,  WN—1wn) = pF @l (1 — p)lele,
k ,
em que Wl = Y, WN—kti- S€ S(WN—k+1,- - ;.wN—1,wn) denota a poupanga para o periodo t = 2

N—k N—k
0 WN—kt15 wWN—1,wN) €A =Ne—->"" "¢ =

k - . ~
> i1 CN—k+i denota a reserva bancaria apés N — k antincios de tipo 0, entdo

do banco com histéria de antncios w = (

s(z) = A-— Ek:l—xz [CkaH (I[ ;1%70]) (1_I[Z ﬂwro])}
i=1

k
A= (k= lole)e =D (en—ki = ) Ijal=0) 1)
i=1

em que |z|; = Z;:l x; denota a quantidade de pacientes entre as posi¢bes N —k +1e N — k + 1.
A fungdo I,y € igual a 1 se a sentenca expr é verdadeira e igual a 0 caso contrario. Na segunda
igualdade também foi usado que (1 — z;) = 1 sempre que /}|,,—o] = 1. Logo, os individuos acreditam
que o pagamento em ¢ = 2 serd determinado pela seguinte restricao

> Pr(@)[Rs(z) — ylals] = 0. (32)
x€{0,1}+
Mais uma vez, os individuos impacientes sempre anunciam seus verdadeiros tipos, uma vez que nao
prezam por consumo em ¢ = 2. Considere o incentivo de um individuo paciente mentir ou ndo na
posicdo ¢ € {1,2,--- ,N}. Ao mentir sobre seu tipo, o individuo recebera c;. Se revelar a verdade,
o paciente recebera®® pagamento ¢ que satisfaz (32), ou seja, Jx = ﬁ Zze{o’l}k Pr(z)s(z).
Portanto, é atrativo para o paciente na posicdo ¢ mentir sobre seu tipo se

Fi(R) = u(c;) —u(gr) > 0.
Novamente Fj(1) = 0 paratodo i € {1,2,--- N}, pois 3, (o 1y Pr(z)s(z) — k(1 — p)e quando
R — 1. A derivada de F;(R) para R = 1 é neste caso
Fi(1) =1/(e) [¢; — 7],
emque ., = e+ ﬁ >_zefo,1yx Pr(2)s’(x) é a derivada do pagamento em ¢ = 2 definido por (32),

avaliadaem R = 1, e §'(z) = limgr_,1 ds(x)/dR. A proposicdo 4.6 a seguir apresenta as condicées
sobre os pardmetros sob as quais F}(1) > O paratodoi < N — ke F/(1) <Oparai > N — k.

Proposicdo 4.6. Suponha N € N. Existe corrida bancdria (com pacientes revelando a verdade somente nas k
ultimas posicées) para R ~ 1 se

_ _pN _
6—1 1—p N251

fr(k) > ———=—p

A= pN Jr(k—1) (33)

ok
em que fy(n) = gty — P — (L —p)p"

28Mais uma vez, o paciente nio afeta seu pagamento na data 2 ao revelar a verdade na posicio 4.
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Demonstragdo. Ver apéndice A. O

Note que (33) ndo é satisfeita para k = N, independentemente do valor de (IV,p,d). Tal resultado é
consistente com o atendimento das restri¢des de truth-telling quando R =~ 1, conforme estabelecido por
Bertolai et alii (2016). Quando todos acreditam que todos estdo revelando a verdade (revelando verdade

nas altimas k£ = N posicdes), a melhor op¢ao para cada um dos individuos é revelar a verdade. Observe
N

ainda que f1(1) = (1 — p)?%, f1(0) = 0 e limy_ 0o (tﬁ — pN = 0. Logo, (33) é satisfeita para
k = 1 quando N é suficientemente grande® e quando N = 2 e § é suficientemente grande.®® A Figura
a seguir ilustra o padrao de existéncia de corrida para k € Ntalque 1 < k < N.

Figura 2: Economias nas quais ha corrida

N=5 N=10
1.0 — . . . T ; ; . 1.0 — . . ; :

i

0.8} 0.8

0.6 | 4 0.6 1

TR

0.4 0.4}

0.2 0.2}

0.0

0.0

Sao apresentados exemplos para N = 3 e N = 10. Os graficos apresentam em areas hachuradas os
valores de (d,p) para os quais ha corrida. Sdo estudados valores p € (0,1) e § € (1,16). Os graficos
sugerem ndao haver padrao claro em relagao ao numero de equilibrios de corrida. Ha casos sem corrida
bancaria, casos com somente um equilibrio de corrida e casos com mais de um equilibrio de corrida.
Eles mostram que é cada vez menor o conjunto de economias nas quais ha equilibrio de corrida somente
nas primeiras posicoes da fila de saques (k ~ N).3!

5. OBSERVACOES FINAIS

Este artigo propde uma linguagem sob a qual os modelos de Allen e Gale (2000) e Green e Lin (2003)
podem ser vistos como casos particulares. Ambos sdo baseados em Diamond e Dybvig (1983) e estudam
o sistema bancario escolhido pela sociedade para alocar (distribuir) eficientemente a liquidez da econo-
mia. Além disso, este artigo complementa dois importantes resultados na literatura de Teoria Bancaria:
a possibilidade de contagio durante uma crise bancaria (estabelecida por Allen e Gale (2000)) e a exis-
téncia de corrida bancaria (estabelecida por Bertolai et alii (2016) em uma economia bastante similar
aquela estudada por Green e Lin (2003)). Demonstra-se que (i) o contagio existente no modelo de Allen e
Gale (2000) pode ser eliminado com uma intervencao bastante parcimoniosa no mercado interbancario;

29Conforme j4 estabelecido pela proposigéo 4.3.
30Conforme j4 estabelecido pelo Lema 4.1.

310s demais exemplos apresentados no apéndice B corroboram esta afirmagao.
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e (ii) as condigdes para existéncia de corrida pode ser generalizadas para o caso em que os pacientes
nas ultimas k € {1,2,--- ,N — 1} posicdes na fila de saques ndo participam da corrida.
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A. DEMONSTRACOES

A.1. Corolario 2.2

Demonstragdo. Seja p,, P(w)/N o multiplicador de Lagrange associado a restricdo de factibilidade no
estado w € (). O lagrangeano do problema de maximizacdo é dado por:

Z% (N = [wu(z(w)) + |wlu(y(w))] + Zuw# [Ne —[(N — |w)z(w) + wly(w)R7] .

wen wen
A condicdo de primeira ordem em z(w) é:
P(w)

N — ) (2()) — ] = 0.
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Como P(w)/N # 0, para |w| < N tem-se v/(z(w)) = p,. A condi¢do de primeira ordem em y(w) é:

PO gt o))~ mor 1 =0,

Dado que P(w)/N # 0, para |w| > 0 tem-se Ru’(y(w)) = (. Por fim, derivando o lagrangeano em
relacdo a y,,, obtém-se

N — |w| jwl
—n W F
e, portanto, (1 — |w|/N)z(w) + (Jw|/N)y(w)/R = e, visto que P(w) # 0.

P(w)|1— R ly(w)| =0

(i) Se0 < |w| < N, entdo u'(z(w)) = pw = Ru/(y(w)). Como § = 2, tem-se y(w) = vV R (w).
Usando a restricdo de factibilidade, tem-se:

N —w| w| _

[(1— |wN|> VR + Iqu z(w) = VRe

e, portanto, #(w) = a(|w|/N)e. Consequentemente, y(w) = a(|w|/N)V/Re.

(i) Se 0 = |w| < N, entdo v/ (z(w)) = p,,. Usando a condicdo de primeira ordem em p,,, obtém-se
xz(w) = e. Portanto, u, = u'(e). No cenario em que depositantes pacientes ndo existem, os
depositantes impacientes consomem toda a dotagdo da economia: (z(w), y(w)) = (e,0).

(iii) Se 0 < |w| = N, entdo Ru'(y(w)) = fi. Usando a condi¢do de primeira ordem em g, obtém-se
y(w) = Re. Portanto, y,, = Ru'(Re). Ja para o cendrio com nenhum depositante impaciente, os
depositantes pacientes consomem toda a dotagdo da economia: (z(w),y(w)) = (0,Re).

O

A.2.Lema 2.4

Demonstragdo. Seja p o multiplicador de Lagrange associado a restricdo c¢; + c; = Ne e A o multi-
plicador associado a restricdo (13). As demais restri¢oes valem com desigualdade estrita no 6timo. O
lagrangeano associado ao problema de maximizacao é
P (u(er) +ulez)) + p(1 = p)(uler) +uly)) +p(l = p)(uly) +u(@)) +2(1 —p)*u(y)
+u(Ne —c1 — c2)
+A[(1 = p*)RNe — p(1 - p)(Rer +y) — p(1 = p)(Re+y) — 2(1 - p)*y].
As condigoes de primeira ordem para o 6timo sdo:

p*u’(c1) + p(1 = p)u'(c1) — p— p(1 = p)AR =0

pu'(e2) —p =0

p(1 = p)u/(e) —p(1 —p) AR =0

(1 =p) [pu'(y) +pu'(y) +2(1 = p)u'(y) —2Ap —2X\(1 = p)] =0
Ne—c1 —c3=0

2

(I-p) [11_]; RNe —p(Rey +y) —p(Re+y) —2(1 —p)y] =0.
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De onde se obtém p = p?u/(cs), A = u/(y) e c; = Ne — cy. Substituindo tais resultados nas equagdes
restantes e usando J = 2, se obtém os resultados do lema. O

A.3.Lema 3.1

Demonstragdo. Lembrando que as regidoes com alta demanda por consumo em ¢ = 1 resgatam seus
depositos no interbancario em ¢ = 1 e as regides com baixa demanda por consumo em ¢ = 1 resgatam
seus depositos no interbancario em ¢ = 2. Sem perda de generalidade, suponha realizado o estado .53
e, portanto, ha alta demanda por consumo em ¢ = 1 nas regides A e C' e baixa demanda por consumo
em ¢t = 1 nas regides B e D.

Considere inicialmente o caso de mercado interbancério completo e suponha 2! = (wg — v)/8. Os
investimentos em ¢ = 0 sdo factiveis, pois as trocas de depoésito entre os bancos tem o mesmo valor e,
portanto, se cancelam. O pagamento ¢} sera factivel sem a liquidacao de ativo de longo prazo para os
bancos das regides A e C se

w wH — s* wH —

THCT + HT’YPT < vy + BHT’YC’{.
O banco da regido A (C) promete para o estado S| pagar wy /4 saques (para individuos impacientes)
em sua propria regido e enviar 2/ = (wy — 7)/8 depositos para o banco da regido C' (A). Como cada
pagamento em ¢ = 1 é igual a cj, entdo a demanda total por pagamentos em { = 1 é dada pelo
lado esquerdo da restricdo acima. Por outro lado, o banco dispde de s*/4 unidades de ativo de curto
prazo e resgata 3z° = 3(wy — v)/8 depositos nas demais regides, os quais prometem ¢} unidades de
consumo cada um. Como s* = ycj, entdo a restricao acima é satisfeita com igualdade. Similarmente, o
pagamento c] sera factivel sem a liquidagdo de ativo de longo prazo para os bancos das regides B e D
se

*

— s

R L
0 banco da regido B (D) promete para o estado S; pagar wy,/4 saques (para individuos impacientes)
na propria regido em t = 1 e enviar 22/ = 2(wy — )/8 depésitos para os bancos das regides A e
C. Como cada pagamento em ¢ = 1 é igual a ¢}, entdo a demanda total por pagamentos em ¢ = 1
é dado pelo lado esquerda restricdo acima. Por outro lado, o banco possui s*/4 unidades de ativo de
curto prazo. Como wy — 7 =y —wg, e s* = yc}, a restricdo acima é satisferita com igualdade.

Os bancos das regides A e C prometem para ¢ = 2 pagar (1 — wpy)/4 saques (para individuos paci-
entes) na propria regido e enviar 2(wy — 7)/8 depositos para as regides B e D. Como cada pagamento
emt = 2 éigual a ¢} e o banco possui RI*/4 unidades de ativo de longo prazo, entdo o pagamento c}
sera factivel nas regides A e C' se

<

<R—.
§ 2=
Ja a regido B (D) promete para o estado S; em ¢ = 2 pagar (1 — wy,)/4 saques (para individuos
pacientes) na propria regido e enviar (wy — ) /8 depdsitos para a regido D (B). Como cada pagamento
em ¢ = 2 éigual a c3, entdo o pagamento c sera factivel nas regioes B e D se

1 —-—wy , w
1 cy+2

1—wL *

_ I* _
4 e+ H 1 e

g SBT3
em que [*/4 e a quantidade de ativo de longo prazo disponivel e 3(wpy — )/8 é o recurso obtido ao
resgatar os depoositos nas demais regides. Usando o fato de que [* = (1 — ~)c5 /R, conclui-se que as
duas restricoes acima sdo satisfeitas com igualdade.

Considere agora o caso de mercado interbancério incompleto e suponha 2° = (wy — 7)/4. Como no
caso de mercado completo, os investimentos em ¢t = 0 sdo factiveis, pois as trocas de depésito entre

C2

292 RBE Riode Janeiro v.71n.3/p.261-299 Jul-Set 2017




r b e Fragilidade Bancaria com (e sem) Servico Sequencial

os bancos tem o mesmo valor e, portanto, se cancelam. O pagamento ¢ sera factivel sem a liquidacao
de ativo de longo prazo para os bancos das regides A e C' e para os bancos das regides B e D se,
respectivamente,

* *
WH 4 S 9 % WL« 9k S
—c; < —+z'¢c e —ci+zc; < —.
4 1= 4 ! 4 1 1=y

Como s* = ~ci e 2* = (wy — 7)/4, entdo ambas as restricdes sdo satisfeitas com igualdade. O
pagamento ¢} sera factivel nas regides A e C' e B e D se, respectivamente,

l—wy , ik I l—wr
1 02+202§RZ e 1

l* :
5 < R— +2'.
4
Como I* = (1—7)cs/Re 2" = (wy—7)/4, entdo ambas as restri¢des sio satisfeitas com igualdade. [

A4.Lema 3.4

Demonstragdo. Ao liquidar ecj/16r unidades de ativo de longo prazo, o banco i pagard na data 2
somente c}, tal que

= R

N NN
s
|
Iay

N R RS T N s
*

(
(
§ = R(
(

1—7 €
<4+zc—16>CQD = R

Multiplicando cada uma das equacgdes por 4, o sistema de equacdes pode ser reorganizado como AX =
M tal que X = (c§,cB,c§,cP), M = R(I* — ec} /4r)[1,1,1,1) e

3
l—v+2z—c¢€ f—z 0 0
3e €
1— _ 2= Z

A 0 v+ z 1 5 2 6O

0 0 1-— - = - —
Y+ z 5 1 z ]
—2z 0 0 1—’y—|—z—1

Sejacc =1—7+ 2. Notequel —y>wyg—7=2e0<e<1—.Logo,a > zea > e Osistemaé
possivel e determinado, com solucdo Unica, pois

“r o2 0 o Oy Y
|A| = (o — €)(—1)2 0 a-g ;7% +<4—Z)(—1)3 0 a-g Z—,Ez
0 0 afi = 0 a-t
e,portanto,
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= -0 (o= 5) (9 (- (-5) -9 -9
@0z 7)) D7) -6
@0 (+=5) (- 5) (- %)

o190 (= 5) (- (-9

Utilizando o palpite de que os consumos em todas as regioes sao iguais a uma constante ¢, o sistema
sera dado por ¢A[1,1,1,1] = M. Dado que as linhas da matriz A somam cada um delas (1 — v — €/4),
entao,

V

R(I* —eci/4r)  R((1 —7v)c3/R —eci/4r) (1 —~Ee/4)c5 — Reci/4r)
11—y —¢€/4 1—y—¢/4 B 1—~v—¢/4
i/ —R/r . e Rjr—c/ci

4 1-~v—e/d 27 1 1-y—¢4

5+

Como c satisfaz o sistema e a solucdo do sistema é Gnica, ¢ é a inica solugao possivel para o sistema de

equagdes acima. O
A.5. Proposicao 4.6
Demonstragdo. Observe que F/(1) > 0 se e somente se ¢; > ¢, em que J;, = e +

2 oze{0,1}k %s’(x). Usando (31), note também que

K
Z Pr(z)s(z) = A-—kpc— Z PI'(@ZI[WFO] (eN—k+i —©C) (A-1)

z€{0,1}* ze{0,1}* i=1

em que se usou ) o 1yx Pr(z)(k — |z[x) = k — k(1 — p). A seguir, serd demonstrado por inducéo
que paratodo! € {0,1,--- ,k — 1}

k
> Pr(a)d Ij—o(en-ksi—) = Y Pr(@)g(@) (A-2)
ze€{0,1}* =1 z€{0,1}k—1

em que g(z,0) = Zle (¢N—k+i — €) I|jz),=0) Paratodo z € {0,1}" e

g(m,l + 1) = pg[(x,O),l] +(1 —p)g[(m,l),l]

paratodo x € {0,1}"’*(”1). A condicdo (A-2) é trivialmente satisfeita quando [ = 0. Suponha que (A-2)
évalida para!l € {0,1,--- ,k — 2}. Integrando na (k — [)-ésima entrada 7, obtém-se
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S oP@g@) = > [Pr@0)gl@0)0] + Pr(@)gl(@.1).1]

z€{0,1} k-1 €{0,1}k—1-1

= > P@|pl@0) + (1 - gl

7e{0,1}k—U+1)
= > Pr(@)g(@l+1)

z€{0,1}k—0+1)

em que se usou Pr(z) = Pr(z,0)/p = Pr(#,1)/(1 — p). Portanto, (A-2) se verifica para todo [ €
{0,1,--- ,k — 1}. Agora, sera demonstrado que paratodo! € {0,1,--- k — 1}

k—1-1 k
= > (envkri =) =+ > P (enoppi = ) Tag =0 (A-3)
=1 i=k—1

em que Zi: j m(i) = 0 se j > [ para toda funcdo m. A condigdo (A-3) é trivialmente satisfeita quando
[ = 0. Suponha que (A-3) é valida paral € {0,1,--- ,k — 2}. Entdo,

g(l‘,l—l—l) = [(‘T7 ) ] ( )g[(l‘,l),l]
k— k
- < Z (eN—kti = &) Ij(z,0)i=0) + Z pir (eN—k+i —©) I[(.’l:,O)kl—O])

i=1 i=k—1
k—I1—1
p) Y (en—rsi =) Ijany=o)-
=1

POiS I[j(z,1)|x—1=0] = Ljst=i-1, 1 1-0) = 0. Logo, usando I}z 0),=0) = [j(z,1)|;=0] = [z|,=0] Para

i < k — [, tem-se

k—1—1 k
(@l+1) =Y (en-rti = Lup=op + D P (enmiri = &) L0yl i=0)-
=1 i=k—1
Logo,
k—1—2 k—I1—1
g@l+1) = Y (enrpi =) =g+ Y P’ (eN—kti = ©) [l =0)
i i=k—1—1

k
+ Z pl+1fk+z (CN—k:+i _ 6) I[\w|k,1,1:0]
—k—

k—1—(I+1) k
= (en—tti = ) Lop=op + D P (s =€) ol =0l
i=1 i=k—(14+1)

Portanto, (A-3) se verifica para todo ! € {0,1,--- ,k — 1}. Em particular, para [ = k — 1 tem-se
glxk—1) = 27’ P (eN—gyi — ©) I}, —o)- Avaliando a condigdo (A-2) para [ = k — 1, implica
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Z Pr(x ZIH1|7_O](CN kti —C) = Z Pr(z)g(z,k — 1)

z€{0,1}* 1=1 ze{0,1}
= pg(0,k—1)+ (1 —p)g(l,k—1)

k
= > p(enkti—0)
i=1
em que se usou g(1,k — 1) = 0. Finalmente, pode-se reescrever (A-1) como

k

Z Pr(z)s(z) = A-—kpe— Zpi (cN—kti — ©).

z€{0,1}% i=1

k
Lembrando que A’ = )7, cy_;.,, segue que

o= et igoy X P @

z€{0,1}*

k k
1 _ i _
= e+t E1=p) Zd\f-kﬂ' — kpe' — ZP (eN—kti — C)]
Li=1 i=1

[k k
1 , .
= e+ -—-— 1—p)y_poi +¢ ' — kpe
k(1 —p) Z( PNkt ZP P]

i=1 i=1

c : N ON kot 1—p"
= e—l—ip Z(l—pl) = +p —kp|.

k(1 -p) | = l—p
Usando ¢, e ¢ definidos no Lema 4.2, obtém-se Zle(l — ph)EE = Zle(l -
pz) (1_ k— z(i Z) ) Logo
k / k k
in CN—k+i i (1-p)N -
D (A=p)FE = Y (A -p) = D
i=1 ¢ i=1 R
k k
N
oY Zv(z'“kp)
=1 =1
o lop k: 1
o Py —-p N k pare
1—pF k(1 N
-k p*  k(l-p) h (k)
1-p 1-—-
em que h(k) = + =
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rbe

e k(lai P) { pll_—if - k(ll—_;)f)VNh(kH 1_—pk —
— et g [0-mk- TR
= e+ — 1C/ZZNh(k:).
Portanto, é atrativo mentir na posi¢do ¢ se e somente se
(1—pN_f(_1;Np)N)c’=c; > fh=e+d - 1i]ZNh<k>
pN_;(_I;Np)Nc’ > e— 1izNh(k)
N -V ) > e
) > el _pN,

fu (N =) ¢ N
pois fi(N — i) = h(k) — (1 — p)p™N~%. Como f1,(IN — i) é decrescente em 7, entdo basta verificar sob
quais condicdes a desigualdade é satisfeita para¢ = N — k e violada parai = N — (k — 1). Ou seja,

N

fulk) > gl_Np > fulk—1).

= 2=1(1 - p). Logo,

Do Lema 4.2, tem-se (1 —pN (i:f]gVN) %’
el—pV _ 1-pN NA=pN\ & 5 [1-p¥
¢ N  (1-pN 1—-pN Js—-1 6§-1\(1-pN P
Portanto, a condigdo de existéncia da referida corrida é
1 _pN N 1)
- — 2> fr(k—1
:| 5 _ 1 — fk( )7
O

fe(k) > {(1_}7)]\[

ou seja, a condicdo (30).
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B. FIGURAS

Figura B-1: Economias nas quais ha corrida: N € {3,6,9}.
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r b e Fragilidade Bancaria com (e sem) Servico Sequencial

Figura B-2: Economias nas quais ha corrida: N € {12,16,20}.
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