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O formalismo CTP (closed-time-path) é uma ferramenta matemética para calcular fungbes de Green em sistemas
fisicos. A principal vantagem desta técnica é a de que, ao contrario do formalismo de Feynman, o formalismo CTP
pode ser aplicado em sistemas fora do equilibrio. Por outro lado, em fisica da matéria condensada, alguns modelos
nao locais no espaco-tempo e de baixa dimensionalidade tem sido bastante discutidos na literatura cientifica, em
particular, na descricdo de materiais bidimensionais. Dentre estes, destacamos a Pseudo eletrodindmica quantica
que vem sendo aplicada com sucesso na descricdo das interagdes eletrdnicas no grafeno e metais de transicdo
dicalcogenados. Neste trabalho introduzimos o formalismo CTP, usando uma discusséo voltada para o cédlculo de
observéaveis fisicos. Destacamos o fato de que tal formalismo é muito util quando o vadcuo do passado distante é
diferente do vicuo do futuro distante. Apds essa breve revisdo, fazemos uma aplicacdo original do formalismo
CTP na agdo da teoria Proca-Pseudo eletrodindmica quantica em (0+1) dimensdes, calculando as diversas fungoes
de Green relevantes, dentre elas: A funcio de Green de Feynman; Fun¢do de Green Dyson; Fun¢do de Green de
frequéncia positiva e; Funcdo de Green de frequéncia negativa.

Palavras-chave: Integrais de Trajetéria, Diagramas de Feynman, Modelos néo locais.

The CTP (closed time path) formalism is a mathematical tool for calculating Green functions in physical
systems. The main advantage of this technique is that, unlike the Feynman’s formalism, the CTP formalism can
be applied in nonequilibrium systems. On the other hand, in condensed material physics, some nonlocal models in
the spacetime and of low dimensionality have been widely discussed in the scientific literature, in particular, in the
description of two-dimensional materials. Among these, we highlight the Pseudo quantum electrodynamics that

has been successfully applied to describe electronic interactions in graphene and transition metal dichalcogenides.

In this work, we introduce the CTP formalism, using a discussion aimed at calculating physical observables. We
highlight the fact that this formalism is very useful when the vacuum in the distant past is different from the
vacuum in the distant future. Following this brief review, we made an original application of CTP formalism
in the action of the Proca-Pseudo quantum electrodynamics theory in (041) dimensions, calculating several
relevant Green functions, including: Feynman’s Green function; Dyson’s Green Function; Green function of positive
frequency and; Green function of negative frequency.

Keywords: Path Integral, Feynman Diagrams, Nonlocal models.

1. Introducao

Em fisica quantica um dos objetos mais basicos é a cha-
mada amplitude de transicao entre dois estados arbitra-
rios, um chamado de estado inicial, representado por |in),
e outro chamado de estado final, representado por |out).
Parte desse interesse se justifica pelo fato de que a pro-
babilidade de ocorrer uma transicado entre esses estados
é nada mais do que o médulo quadratico da amplitude
de transicao. Existem diversas técnicas para se calcular
essa quantidade, por exemplo, célculo de matriz-S, regra
de ouro de Fermi ou métodos variacionais [1]. As propri-
edades gerais do sistema é o que determinardo a técnica
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mais adequada, tais como: intensidade das interagoes,
dimensionalidade e simetrias.

No contexto de teoria quintica de campos (TQC), o
formalismo de Feynman de integrais de trajetéria tem
enorme destaque, tanto no célculo de amplitudes de
transi¢do quanto pelo fato de ser 1til para o calculo de
funcgdes de Green. Funcoes de Green, por sua vez, sao
os objetos basicos da TQC. Estas fornecem informagdes
fisicas sobre a massa das particulas, corregoes quanticas
a parametros da teoria e potenciais efetivos, como na
teoria de perturbacdo em mecéanica quantica. Por outro
lado, quando aplicado ao calculo de um observarvel fisico
dependente do tempo, o formalismo de Feynman somente
é valido se os estados iniciais e finais forem iguais para
tempos muito grandes no passado e futuro, respectiva-


www.scielo.br/rbef
http://orcid.org/0000-0003-2090-0420
mailto:leandrophysics@yahoo.com.br

€20190177-2

mente. Para evitar esse problema, basta impormos que o
vacuo € o mesmo entre os estados envolvidos na amplitude
de transicao, dessa forma, teremos resultados reais com
significado fisico. Apesar de algumas complicacoes intro-
duzidas quando flexibilizamos essa condigdo, uma vez
que a amplitude de transi¢ao é adequadamente definida
no formalismo CTP, os calculos das Fungoes de Green
bem como a proépria teoria de perturbagao sao muito
parecidas ao caso usual no formalismo de Feynman [2].

Em 1961 Schwinger, em um trabalho seminal intitulado
“Brownian motion of a quantum particle” [3], desenvolveu
uma generalizacdo do método de integrais de trajetoria
de Feynman que permitiu abandonar a condi¢ao de que
os estados inicial e final sejam os mesmos em determina-
dos tempos. Dentro de seu formalismo, também chamado
de formalismo CTP, basta conhecer um tnico estado
para sermos capazes de calcular qualquer valor médio.
Isso representou também um método para se estudar pro-
blemas de valor inicial dentro do formalismo funcional
da minima agéo |4]. Obviamente, isso é mais préximo
ao que conhecemos de mecanica quantica bésica, por
exemplo, o valor médio do Hamiltoniano H no estado
inicial é (in|H|in), uma quantidade real definida desde
que o operador Hamiltoniano seja Hermitiano, ou seja,
HT = H [5]. Esse formalismo, por construcio, também
pode ser usado em sistemas fora do equilibrio, pois per-
mite incluir, dentro da prépria amplitude de transigao,
qualquer tipo de condicdo inicial. Algumas aplicagoes
foram feitas na literatura em modelos locais de TQC [2],
enquanto modelos nao locais ainda nao foram explorados
dentro do formalismo CTP.

Modelos de TQC nao locais podem surgir através da
redugdo dimensional de um modelo local, introduzindo
uma nao localidade tanto no espaco quanto no tempo,
dependendo da dimensionalidade do sistema fisico. Esse
procedimento foi elaborado em um artigo original de E.
C. Marino [6], o qual contém a deducdo da Pseudo ele-
trodindmica quéntica (PQED), um modelo que tem sido
bastante aplicado em fisica da matéria condensada [7] e
com possibilidade de extensao para a area de atomos frios
presos em redes Opticas [8]. Teorias ndo locais sdo um ter-
reno pouco explorado em TQC, em especial, porque boa
parte dos resultados em TQC sdo obtidos para teorias
locais e, em geral, pouco se sabe sobre a interpretacao
fisica de tais modelos. Entretanto, com a realizacdo expe-
rimental de materiais bidimensionais, podemos afirmar
que alguns especificos tipos de ndo localidade ja podem
ser interpretados fisicamente como versoes reduzidas de
teorias locais que descrevem a verdadeira interagao entre
elétrons no material. Nesse artigo vamos abordar uma
aplicacao do formalismo CTP a um modelo nao local,
considerando apenas a evolucdo temporal do sistema.
Esse modelo reproduz o potencial de Yukawa quando
definido em (2+41) dimensdes [§].

Para exemplificar o processo de redugao dimensional,
imagine uma folha de grafeno onde os elétrons estao res-
tritos a se mover no plano, sendo assim, dizemos que
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sdo elétrons bidimensionais. O féton, por outro lado, se
propaga para fora da folha, caracterizando este como
uma particula tridimensional. As interagoes eletronicas
sdo descritas, portanto, pela redugdao dimensional dos
fétons para o plano, gerando assim a nao localidade da
PQED. Essa nao localidade é descrita por um operador de
D’Alembert com uma raiz quadrada. E possivel mostrar
que na PQED a interagao entre os elétrons na folha do
grafeno ¢ a usual interagio de Coulomb V(1) = €2 /47,
sendo que e é a carga elétrica do elétron e r a distancia
entre os elétrons. Isso ocorre porque a PQED é versao
reduzida (definida no plano) da eletrodindmica quéntica
(definida no espago tridimensional). Uma generalizagdo
desse resultado foi feito a fim de obter um potencial de
Yukawa no plano o e #"/r, sendo que p é um compri-
mento de interacdo [8]. Todas essas aplicagoes sdo para
sistemas em equilibrio no formalismo de Feynman, apli-
cagoes dentro do contexto do formalismo CTP [9] em
modelos nao locais nao foram realizadas até agora.

O artigo estd organizado da seguinte maneira: Na secao
II discutimos o formalismo CTP fornecendo defini¢bes
que podem ser generalizadas para qualquer modelo; na
secao III introduzimos o modelo nao local e calculamos
a sua funcdo de Green de dois pontos (propagador); na
secao IV incluimos uma interagdo quartica para simular
um oscilador harmonico quantico anarmonico, e calcula-
mos a corregdo quantica para a energia de vacuo; ao final
do artigo incluimos dois apéndices, sendo que no primeiro
calculamos todas as fungoes de Green relevantes para
o formalismo CTP no caso de um oscilador harmonico
quantico e no segundo utilizamos esse resultado para cal-
cular a conhecida corre¢cdo quéntica a energia de vacuo
de um oscilador com interacao quértica.

2. O formalismo CTP

Nesta se¢@o nos revisamos tanto o formalismo de Feyn-
man quanto o formalismo CTP com o objetivo de expli-
car o calculo de observaveis fisicos O(t), dependentes do
tempo, dentro do formalismo de integrais de trajetéria.
Esses observaveis podem ser a energia do sistema, cor-
rente elétrica gerada por um campo elétrico externo ou
a magnetizagdo, para exemplificar alguns poucos. Em
seguida, discutimos o caso do oscilador harmoénico com
uma frequéncia w(t) dependente do tempo, representando
um caso de aplicabilidade do formalismo CTP.

A amplitude de transicao entre dois estados, no forma-
lismo de Feynman, é dada por

Z = <in,ti|out,tf> = /Dq(t)e*%s[q(t)], (1)

sendo que
tf
Sla(®) = [ detlate) )
ti
é a agdo do sistema, L[q(t)] é a Lagrangeana do modelo,
t; e ty sdo os tempos inicial e final, respectivamente,

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0177



Nascimento e Corréa

h = h/27 é a constante de Planck divida por 27 e ¢(t) é
a variavel generalizada do problema em questao. Vamos
considerar h = 1 por simplicidade. A Eq. representa
uma integral sobre diferentes trajetorias ¢(t), notando
que a principal contribui¢do vem da trajetoria cldssica.
Dessa forma, esse formalismo nos permite uma maior co-
nexao conceitual entre a mecanica quantica e a mecanica
classica.

Vamos definir o valor esperado de um observavel fisico
O(t) = O (t). Para fazer isso, nés incluimos uma fonte
J(t) na Eq. , assim,

—q tf 4§ i
Z1J] = / Dyet Ji! AHaDAHI0O0 g

A fonte J(t) deve ser entendida como algum acoplamento
da varidvel (ou campo) com alguma perturbagio externa.
Por exemplo, ao aplicarmos um campo elétrico externo
em um material, nés podemos medir a sua condutividade
elétrica. Segue da Eq. que nosso valor esperado é
dado por

(in, t;]O(t)|out, t ) = —— (4)

521J]
8J(t) lu=o0"

A Eq. é uma simples e elegante solucdo para se cal-
cular a evolucao temporal de qualquer observavel dentro
do formalismo in-out. Note que, em geral, nds espera-
mos que |in,¢;) # |out,ts). Nesse caso, nds teriamos
O(t) # Of(t), o que contradiz nossa consideracao de
que O(t) é um observavel fisico, pois, nesse caso, este
deveria ser Hermitiano [5]. Isso pode ser facilmente reme-
diado, ao considerarmos que (t;,ty) — (—00,+00) com
lin,t; = —o0) = |out,ty = +o00) = |0), sendo que |0)
é o estado de vicuo. Finalmente, nés obtemos o valor
esperado O(t), ou seja,

0Z[J

oo =57 9

Nos concluimos, portanto, que existe uma relagdo nao
trivial entre os estados in e out no passado remoto e
futuro distante. Generalizagoes desse resultado para di-
mensdes maiores, como D=(3+1), tipicas de TQC sao
imediatas [1].

A seguir, nés mostraremos como obter equagoes de
campo dentro do chamado formalismo in-in, também
chamado de formalismo CTP [9]. Este formalismo é a
ferramente apropriada para se calcular valores esperados
em um determinado estado inicial, i.e,

(in, t;|O(¢)|in, ¢;). (6)

A vantagem da Eq. @, em comparagao com a Eq. , é
a de que a primeira fornece um valor real para qualquer
tempo t;. Para calcularmos o valor esperado na Eq. @,
dentro do formalismo funcional, seria necessario termos
uma amplitude de transicdo, cuja derivada deve fornecer
a Eq. @ A seguir, veremos como isso pode ser feito por
uma simples generalizagdo do formalismo de Feynman.
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Inicialmente, nés comparamos as Egs. e para
obtermos a amplitude de transigdo Z[J] na presenga de
uma fonte. Sendo assim, temos Z[J| = (in, t;|out,tf) ;.
Como no formalismo CTP nés temos apenas o conhe-
cimento do estado inicial, ver Eq. @, entao a solugao
encontrada por Schwinger foi introduzir uma soma sobre
todos os diferentes estados |out, ty) com diferentes fontes
J4 e J_. Sendo assim, obtemos [9)

Z|Jy,J] = Z<in7ti‘0ut,tf>J+ (out, t¢lin,t;) s . (7)
tf

Note que o primeiro fator multiplicativo do lado direito da
Eq. @ é idéntico a amplitude de transicdo de Feynman
e que o segundo fator multiplicativo pode ser obtido ape-
nas tomando-se o complexo conjugado da amplitude de
Feynman. A combinacao de ambos os fatores, entretanto,
requer a utilizacdo de duas polarizacoes diferentes, uma
positiva que indica uma evolugao progressiva do tempo
e outra negativa que implica uma evolugdo regressiva no
tempo.

As diferentes polarizacoes deverdo ser atribuidas a
todas as quantidades do modelo, incluindo os campos
bésicos e fontes. Tanto O(t) quanto J(t) sdo, portanto,
substituidos por matrizes de ordem dois, ou seja, J(t) —
(J4(t) J_(1)) e O(t) = (O4(t) O_(t)) na Eq. (1. Dessa

forma, nosso funcional gerador é dado por
_ / D, Dy._e—Slasl+i5la-]

fo 100100 (g

214, J_]

X

sendo que C' é uma arbitraria curva fechada no tempo,
lembrando que cada polarizacdo contribui apenas no
ramo progressivo ou regressivo no tempo. Na préxima
secao, veremos como isso se aplica na pratica ao calculo
da funcao de Green de dois pontos. Além disso, segue da

Eq. que

(in, t;|O(t)|in, t;) 6Z[J]

Tt ls—s =0’

9)

o valor esperado real para qualquer tempo.

Note que a Eq. é o0 nosso ponto de partida para
calcular equagdes de campo no formalismo desenvolvido
por Schwinger. Generalizagbes para dimensoes de ordem
maior sdo triviais até este ponto [9].

Para exemplificar o tipo de situa¢ao na qual esse forma-
lismo ¢é 1til, vejamos o exemplo de um oscilador harmo-
nico com frequéncia w(t) dependente do tempo, dada
por

w(t) = winO(—t) + wout O(t), (10)

sendo que O(t) =1 parat>0eO(t) =0parat <0éa
fungdo degrau. Além disso, sem perda de generalidade,
Win # Wous S40 tomados como constantes positivas e
diferentes entre si. A Lagrangeana do modelo, com uma
massa unitaria m =1, é

. 1. 1
L[qa Q7t] = 5‘]2 - iw(t)2q27 (11)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, e20190177, 2020



€20190177-4

0 que implica em uma equagao de campo dada por
G+ w(t)?q(t) =0. (12)

Da Eq. (12) nés encontramos as solugoes no passado
remoto (t = —o0),

giwmnt (13)

Gout (t) = ———=e"out?, (14)
V 2Wout

Obviamente existe uma transicdo nao trivial de esta-
dos apds o tempo t = 0. Note que usamos solucoes da
equagao de movimento com determinadas condigoes de
contorno que nao afetam nossas conclusoes finais. Veja-
mos como ficam as fung¢oes de Green nos dois formalismos
de integrais de trajetoria.

Vamos considerar o exemplo do caso da funcao de
Green de frequéncia positiva, ver apéndice A para maiores
detalhes. No formalismo in-out, nés teriamos que

G (t,¢') = (infg(t)g(t')
1 . . ’
— efzw;ntJrzwoutt . (15)

2\/ WoutWin

Por outro lado, no formalismo in-in, temos que

|out)

———e =) (16)

Win

GPT(t,t) = (inlg(t)q(t')]in) =

Por comparacao direta, fica claro que apenas a Eq.
reproduz corretamente a funcao de Green de frequéncia
positiva do oscilador harménico, dada em detalhes na
Eq. (12) do apéndice A. N6s concluimos, portanto, que
o formalismo CTP é relevante quando o estado de vacuo
é modificado no tempo (ou em outra coordenada). Note
que, embora o problema possua duas frequéncias dife-
rentes ao longo do tempo, a funcdo de Green do estado
de vacuo para t < 0 é completamente determinada pela
frequéncia wi,. O formalismo de Feynman, de acordo com
a Eq. , nao reproduz esse resultado, fornecendo uma
combinacao de frequéncia wi, e woyut. Vale ressaltar que
NO €aso Wiy = Wout ambos os formalismos sdo aplicaveis.
Nosso exemplo é inspirado pelo caso no qual a frequéncia
é dada por w(t)? oc 1+ tanht, discutido com detalhes na
Ref. 9], no qual as mesmas conclusdes sdo tomadas.

3. Modelo Nao Local

Nos consideramos a Lagrangeana, de um modelo nao
local, dada por

Lla(t)] = 30°aK100)o0a. ()

sendo que ¢(t) é nossa varidvel generalizada. Além disso,
o operador ndo local K[9], o qual chamaremos também
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de kernel, é dado por
2,/ (05 2V )
K[0o] = — / or? w2 :

(18)

sendo que p é um pardmetro de massa. O modelo na
Eq. , quando devidamente generalizado para (2+1)
dimensoes, fornece um potencial de Yukawa no qual
1! representa o comprimento de correlagdo. Além disso,
o kernel escrito na Eq. foi deduzido na Ref. [§|,
através de uma reducao dimensional da Proca eletrodi-
namica. Por isso, a acdo em questdo também é chamada
de Proca-Pseudo eletrodindmica quantica. Note que uma
generalizagdo, para um campo escalar real em TQC, para
dimensoes maiores é possivel. Nesse caso, a quantizacgao
canodnica e as diversas fungoes de Green foram detalhadas
na Ref. [10] para p = 0.

Nosso primeiro passo é calcular o propagador do mo-
delo na Eq. no formalismo CTP. Andlogo a Eq. ,
noés podemos definir o gerador funcional das fungoes de
Green, ou seja,

2l J.] = / D, Dq_e~iSlas+isla-]

% ejgo dt(J+Q+*J—¢I—). (19)

Apos isso, é conveniente reescrever nossas variaveis como
elementos de matrizes. Dessa forma, o campo se torna

()-(1) @

e as correntes sao
J, = (J1 Jg) = (J+ — J,). (21)

Usando a Eq. (20) na Eq. e Eq. , e integrando

sobre g, em Eq. (19)), nds encontramos

Z[Js, J-] = exp (—iJ.Gy ) (22)
sendo que nés usamos que, para J. = J_ = 0, nés temos
Z[J. = J_ = 0] =1, que representa nossa condi¢ao de

normalizacdo. Além disso, G;bl é uma matriz quadrada
de segunda ordem

[ Gy Gy
Gl = < at e ) (23)

que satisfaz a seguinte equacao

< 83[({)[60] —ag%[ao] ) ( gj - ) =

( Y ) (24)

Por outro lado, as fungoes de Green de dois pontos sao
dadas por

82z

G, (t,t') = (—i)Qm . (25)

Ju=0
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Portanto, segue da Eq. e Eq. que

Gt (t,t') = (in|Tq(t)q(t")[in), (26)
G__(t,') = (in| T~ q(t)q(t')]in), (27)
G4 (t,1') = (in|g(t)q(t') in) (28)
e
G- (t,t") = (in|q(t")q(t)]in), (29)

sendo que T é o operador de ordenacdo temporal. T—!
representa o inverso do operador de ordenacao temporal.
Esses resultados podem ser generalizados para dimensoes
maiores de maneira direta [9)].

Eqgs. — funcionam para qualquer teoria de cam-
pos. Por conta da definicdo delas, estas devem obede-
cer [9]

G++ - G_+ - GJ,__ + G__ - O (30)

Além disso, em termos da prescricdo do espaco de mo-
mento, nds temos que G, (¢,t') é o propagador de Feyn-
man, G__(t,t’") é o propagador de Dyson, G_(t,t') é o
propagador de frequéncia positiva e G4 _(t,t') é o propa-
gador de frequéncia negativa. Portanto, nés escrevemos
esquematicamente que

G<(t7 tl) ) , (31)

1, Gr(t,t')
G (E=1) = ( Gi(t,t’) Gp(t,t)

e, de maneira ainda mais simplificada, nés temos

1 /+oo dw e w=t)
(=OK[00))*  Joa (27) 2\/(w? — 2)

71 _
Gab -

(32)
sendo que * significa que alguma apropriada prescri¢ao
deve ser aplicada antes da integral ser resolvida para,
assim, obtermos a fun¢ao de Green desejada. O resultado
da Eq. foi obtido na Ref. [§] dentro do formalismo
de Feynman.

A raiz quadrada na Eq. pode ser removida por
uma simples parametrizagdo em &, dada por [11]

)
*

1 oo ge 1
—— = . 33
2/w? — 12 "o Cm e g (33)
Usando a Eq. (33) na Eq. (32), nés encontramos

A oy
/_OO GGl B

Gz:bl <t7 t/)
sendo que

+oo i —iw(t—t’

Go(t,t) = / dw _ie” )
e 2P )
Note que, em geral, as diferentes prescrigoes fornecerao
diferentes fungoes Gg(t,t’ ). A Eq. 1' mostra, portanto,
que os propagadores do nosso modelo sdo dados por uma
integral sobre os propagadores de osciladores harmdnicos
com frequéncias ++/&2 + u2, obtidas pelo calculo direto
do pélo da Eq. . Com efeito, G(t,t') é exatamente
a fungao de Green de um oscilador harménico quantico,

conforme revisamos no Apéndice A.

(35)

*
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4. Interacao Quartica

Incluindo um termo de interacdo quartica na Eq. (L7)),
como feito no Apéndice B, temos

Lg(t)] = 50°aK[oo)a + ', (36)

No Apéndice B, fazemos uma discussdao sobre o tra-
tamento perturbativo da interacdo quartica, ou seja,
quando A < 1. Nossa principal motivacao, ao propor
tal tipo de interagao, é o fato de que essa interacao ¢ a
mais comum em TQC quando se inicia o estudo de algum
método para tratarmos de interagoes, seja perturbativo
ou nao. Nesta secdo, para efeito de complementaridade,
faremos o tratamento do caso ndo perturbativo quando
A nao é necessariamente pequeno.

Como ja discutido anteriormente, a amplitude de tran-
sicao é dada por

7 _ /anefz‘fcdt[qacabqb/uA(qaqnzy (37)

Note que o termo de interagdo é incluido na Eq. (37).
Como A nao é necessariamente pequeno, precisamos ado-
tar outra estratégia, em comparagio ao Apéndice B, para
estudar o efeito das interagdes. Um método comum em
TQC é incluir um campo auxiliar Ay, na Eq. . Dessa
forma, temos

Z = /Dq DA be_ijgc dt[ qaGabqs/2—qaDabqs)
x et o dil(Bar)?/aN] (38)

A ideia principal desse método é a de que integrando
sobre o campo Ay, na Eq. , com o auxilio da Eq. (6)
do apéndice A (suplemento 1), nés retornamos para a
Eq. . O leitor mais atento perceberd que na verdade
existe uma constante gerada durante esse processo, en-
tretanto, como tal constante nao possui dindmica, pois é
independente dos campos, ela é irrelevante para o calculo
de fungbes de Green.
O campo auxiliar é uma matriz 2x2, dada por

Aap(t —1) = ( AHO(t’t/) —A_?(t,t’) ) (39)

sendo que Ay (t,t") = (g+(t)g+(')) e A__(t, 1)) =
(q—(t)g—(t')). Note que esse é o campo auxiliar adequado
para o nosso método CTP. Além disso, a Eq. é qua-
dratica na posicao ¢(t), o que nos permite integrar essa
variavel, fornecendo

7 = / DA 4y det[Gap — 2A45) /2
w e i $odt Ban)?/an (40)

Nesse ponto, a Eq. depende apenas da dindmica
do campo auxiliar. Podemos usar a identidade

Indet A=Trln A (41)
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e, assim, reescrevermos a Eq. como
7z = / DA e~ $o o Barl (42)

sendo que a agao efetiva do campo auxiliar é

i(Aab)Q.

5 (43)

1
L. [Aab] = §TI‘ ln(Gab — 2Aab) +
Podemos obter a dindmica do campo classico, ou seja,
a solugao da equagado de movimento, obtida pelo principio
variacional

5£'eff.
=0. 44
0Agh 180=2% 44)
Usando a Eq. na Eq. , temos
iAS 1
—O0gpTr———— =0 45
2n G, —2Ad (45)

que representa a equagao de movimento do campo auxi-
liar. A Eq. é também chamada de equacdo de gap
e tem aplicacdo no caso da teoria BCS para supercon-
dutores. Por essa equagdo, notamos que as componentes
de A, sao iguais, portanto, AC1+(t,t’) =AY _(t,t) =
A(t,t"). O resultado na Eq. também pode ser ge-
neralizado para o caso do oscilador harménico quantico.

Podemos também explorar o limite perturbativo no
qual A < 1. Nesse caso, os calculos sao muito parecidos
com o apéndice B. Primeiro calcumos a fungao de Green
em tempos iguais ¢ = t’. Usando a Eq. , temos

Gp(t,t) = /Ho du = (46)

— 0o %2‘/(*}2—”2.

A Eq. é logaritmicamente divergente para w grande.
Por isso, essa integral deve ser calculada usando-se algum
método de regularizagdo para separar a parte divergente
da parte finita. Aqui, vamos adotar a regularizacio dimen-
sional, na qual a dimensionalidade da integral é usada
para regularizar, ou seja, separar a parte divergente da
parte finita. Ao final dos calculos, usaremos D — 1 para
voltar a integral desejada. Dessa forma, temos que calcu-
lar a seguinte integral

+o00 D 2\(1-D)/2
0o (27T)D 24 /w2 — /’LQ

sendo que introduzimos um parametro M com dimensio-
nalidade de massa a fim de manter a dimensionalidade
correta da integral. Resolvendo a integral em w |1, temos

2 T[(1-D)/2) [ M2\ P72
e T Ge) W

Definindo € = (1 — D)/2, temos

Gr(t,t) = f% @f) (49)

GF(t,t) =
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Finalmente, fazemos D — 1 na Eq. , o que significa
e — 0. Para isso, usaremos duas propriedades validas
para € — 0, ou seja,

1
Ie] = - +I'[1] + O(e), (50)
sendo que I"[1] = —v e v = 0.57 é a constante de Euler.
Além disso,
A=A =14 eln A+ O(), (51)

sendo A uma constante arbitraria. Usando essas proprie-

dades, a Eq. fica
1 M? 1

Note que a Eq. possui um termo, dado por —1/4e,
que diverge quando € — 0. Esta representa a funcao de
Green regularizada, na qual a parte finita esta separada
da parte divergente. Além disso, a escala M? é propor-
cional a p? e podemos fazer a qualquer momento dos
calculos a consideracio de que M? = u? por simplicidade.
Para calcular a correcdo a energia do estado perturbado,
consideraremos a funcao de Green renormalizada, ou seja,
sem a contribui¢do que vem do pdlo. Para isso, usaremos
um processo chamado de subtracdo minimal [1]. Ape-
sar de nao explicarmos todos os detalhes desse processo
aqui, podemos manter em mente que, apés retirar o pélo,
temos que a parte finita é dada por

en 1 M?

Dessa forma, usando a Eq. (5) do suplemento 2 (apéndice
B), temos que a contribuicao finita para a correcdo da
energia do vacuo é dada por

3\,

AE =
1672

(54)
Note que A tem dimensao de energia no modelo nao local
ao contrario do modelo que exploramos no apéndice B.

5. Discussoes

Integral de trajetoria é um método constantemente usado
em teoria quantica de campos, como ferramenta para
calculo de fungoes de Green. Neste trabalho apresenta-
mos dois métodos, o conhecido método de Feynman e
o formalismo de Schwinger, chamado de CTP. As duas
versoes sao similares, mas a versdo de Schwinger exige
o calculo de mais tipos de fung¢bes de Green e pode ser
aplicada em sistemas fora do equilibrio. Discutimos essas
diferencas tendo como base o oscilador harmonico com
frequéncia dependente do tempo.

Para exemplificar a aplicacdo do método CTP, usamos
um modelo com operador pseudo-diferencial andlogo a
pseudo eletrodindmica quantica [6]. Para simplificago,
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reduzimos a dimensionalidade do sistema, considerando
apenas a sua evolucao temporal. Essa aproximagao signi-
fica considerarmos um limite quantico sem efeitos relati-
visticos. Modelos nao locais sdo potencialmente titeis para
aplicagoes em materiais bidimensionais, como o grafeno,
pois descrevem a dindmica de elétrons confinados.

Recentemente, foi sugerido que supercondutividade
fora do equilibrio poderia ser gerada devido a formacao
de Pares de Cooper entre elétrons que pertencem a dife-
rentes vales e bandas na rede hexagonal do grafeno. Essa
fase pode ser obtida pela aplicacao de luz circulamente
polarizada no material, visando selecionar determinado
elétron de cada vale. Espera-se que esse tipo de sistema
apresente temperatura critica maior do que o caso no
equilibro [12]. O formalismo CTP tem grande potencial
de aplicabilidade para esse tipo de situacao, pois além
de descrever sistemas fora do equilibro ele pode adequa-
damente incluir o efeito de um campo eleltromagnético
externo como uma condigao inicial dentro do formalismo
funcional [9].

Esse artigo pode servir como uma introdugao aos estu-
dantes do curso de fisica que pretendem estudar o método
de quantizagao, em teoria quintica de campos, através
do método de integrais de trajetoria. Damos especial
enfoque aos diferentes tipos de fungdes de Green e como,
em linhas gerais, obter representagoes integrais para es-
sas fungoes. Uma possivel generalizacdo desse trabalho é
incluir efeitos de temperatura.
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