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O objetivo do presente artigo é apresentar uma discussdo cuidadosa e acessivel sobre aspectos formais das
entropias de Boltzmann-Gibbs e de Tsallis. Iniciamos com uma breve exposicdo da entropia de Boltzmann-
Gibbs, abordando suas principais propriedades e os teoremas de unicidade formulados por Shannon e Khinchin.
Estabelecidos esses fundamentos, introduzimos a chamada mecénica estatistica ndo aditiva, definindo a entropia
de Tsallis, suas propriedades, seu teorema de unicidade e os contrastes com os resultados da mecénica estatistica
aditiva. Evidenciamos ainda que, em um limite apropriado, os resultados de Boltzmann-Gibbs sdo recuperados.
Concluimos com uma breve discussdo sobre a entropia de Rényi e suas conexdes com as defini¢bes anteriores.
Palavras-chave: Entropia, Mecanica Estatistica, Nao-Extensividade, Entropia de Tsallis.

The aim of the present paper is to present a careful and accessible discussion of the formal aspects of Boltzmann-
Gibbs and Tsallis entropies. We begin with a brief overview of Boltzmann-Gibbs entropy, highlighting its main
properties and the uniqueness theorems formulated by Shannon and Khinchin. Once these foundational results are
established, we introduce the framework of nonadditive statistical mechanics, defining Tsallis entropy, discussing
its properties and uniqueness theorem, and contrasting it with the results from additive statistical mechanics. We
also show that, in an appropriate limit, the Boltzmann-Gibbs results are recovered. The article concludes with a

brief discussion of Rényi entropy and its connections to the previously defined entropic forms.
Keywords: Entropy, Statistical Mechanics, Non-Extensivity, Tsallis Entropy.

1. Introducgao

A mecéanica estatistica usual, fundamentada na entropia
de Boltzmann-Gibbs, constitui — ao lado da Mecéanica
Cléassica e Quantica, do Eletromagnetismo e da Relativi-
dade — um dos pilares centrais da fisica contemporanea.
Além de ainda ser objeto de intensa pesquisa [IH3]. J& o
conceito de entropia, no contexto da termodindmica [4],
apesar de ter sido inicialmente introduzido no século
XIX por Clausius, passou a ocupar um papel central na
formulacdo da fisica estatistica apenas com os trabalhos
de Boltzmann [5] [6] e Gibbs [7].

A mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs baseia-
se na propriedade de aditividade da entropia, tal como
definida por esses autores, para sistemas probabilisti-
camente independentes. Nessa formulagdo, a entropia
é assumida como um postulado fundamental da teoria,
uma vez que nao pode ser derivada a partir de primeiros
principios, nem resulta de uma dindmica microscopica
especifica [§]. A formalizacido matemdtica desse conceito
ganhou maior rigor com os trabalhos de Shannon [9], em
1948, e Khinchin [I0], em 1953, nos quais foi proposto um
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conjunto de axiomas para a forma funcional da entropia.
A defini¢ao de Boltzmann-Gibbs é a inica que os satisfaz
integralmente.

Uma proposta alternativa de entropia foi feita em 1988
por Tsallis [II]. Essa proposta foi desenvolvida com o
objetivo de abranger sistemas fisicos para os quais a
mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs apresentava
dificuldades matematicas ou simplesmente falhava, como
é o caso dos chamados sistemas complexos [12]. A en-
tropia de Tsallis, usualmente denotada por S;, é parte
fundamental da denominada mecanica estatistica nao
aditivaﬂ O indice q representa um parametro associado
a caracteristicas particulares do sistema fisico. Essa
definicdo é uma generalizacdo da definicdo de entropia
da mecanica estatistica aditiva, que possui a entropia
de Boltzmann-Gibbs como um caso particular e parece
descrever certos sistemas fisicos com bastante precisao
[14H16]. Notadamente, uma classe de sistemas com cor-
relagdes nao locais. O pardmetro g esta relacionado a ndo
localidade desses sistemas e pode, a principio, ser deter-
minado a partir da dindmica microscépica do sistema [8].
A propriedade escolhida para ser generalizada é a aditi-
vidade, por vezes denominada de pseudo-aditividade.

1 Popularizada como mecénica estatistica nio extensiva [13].
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Outras generalizacbes do funcional entropia foram
propostas, como a entropia de Rényi [I7], denotada por
S(f. No entanto, o fato de ndo ser experimentalmente
robusta e nem concava para ¢ > 1 faz com que a
Unica proposta que parega adequada para as abordagens
termodindmicas seja S, [18].

O presente trabalho pretende explorar as principais
propriedades matematicas que caracterizam a funcgao en-
tropia, que se apresenta como um postulado fundamen-
tal tanto na mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs
quanto na de Tsallis. Para isso, alguns fundamentos
sobre os quais a mecanica estatistica é construida sao
revisitados. Essa discussdo nao é encontrada facilmente
em referéncias canonicas [19, 20]. Ressaltamos que o
objetivo aqui nao é discutir o conceito de entropia
especificamente no contexto da termodindmica, da me-
canica estatistica ou da teoria da informagao, mas sim
investigar suas propriedades gerais enquanto conceito
matematico fundamental, independentemente da Aarea
de aplicagdo. Contudo, por simplicidade e clareza, os
exemplos ilustrativos serao apresentados no contexto da
teoria da informacao. Para tal, primeiro abordaremos
a entropia de Boltzmann-Gibbs e as principais propri-
edades desse funcional entrépico. Apdés isso, focaremos
na entropia de Tsallis, suas principais propriedades, dife-
rencas e semelhancgas com respeito a mecanica estatistica
aditiva, além de uma breve introducao sobre a entropia
de Rényi. Ao leitor interessado em uma discussao intro-
dutéria sobre aplicagoes fisicas da mecanica estatistica
ndo aditiva, indicamos a referéncia [16]. Na Secdo
damos um breve panorama de tais aplica¢des, bem como
um conjunto mais abrangente de referéncias sobre o
tépico.

2. Mecanica Estatistica de
Boltzmann-Gibbs

Com o surgimento e avang¢o da Revolugdo Industrial no
século XIX, tornou-se essencial otimizar os processos in-
dustriais e aumentar a eficiéncia das maquinas térmicas a
vapor que estavam sendo desenvolvidas. Tais maquinas,
como os trens a vapor, operam entre dois reservatérios
térmicos: extraem parte do calor de uma fonte quente
para realizar trabalho e dissipam o restante em uma
fonte fria. Nesse contexto, nasce a Termodindmica e
inserem-se os trabalhos do engenheiro Sadi Carnot, cujo
objetivo era compreender como maximizar o rendimento
das maquinas térmicas, tornando-as o mais eficientes
possivel. A génese do conceito de entropia tem origem
nesse periodo [21I], em um momento em que o interesse
por tais desenvolvimentos transcendeu a esfera cientifica,
envolvendo também aspectos politico-econémicos.
Posteriormente aos trabalhos de Carnot, Clausius
4, 22] e William Thomson [23] elaboraram, distinta-
mente, mas de forma equivalente, a segunda lei da
termodindmica. Os estudos de Clausius que culminaram
na segunda lei da termodindmica foram focados em
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analisar a reversibilidade e irreversibilidade de maquinas
térmicas atuando entre dois reservatorios térmicos. Foi
notado por ele que a variagao total de uma determinada
grandeza, denominada entropia, é nula para processos
reversiveis e maior que zero se o sistema for termi-
camente isolado [2I]. Assim posto, a entropia surge
inicialmente como uma medida da irreversibilidade de
um sistema termodinamico [24].

Entre o final do século XIX e o inicio do século
XX, Ludwig Boltzmann introduziu uma interpretacao
estatistica da termodindmica, partindo da ideia de que
o calor é resultado do movimento das moléculas [25],
com base na teoria cinética dos gases de Maxwell. Para
ilustrar sua abordagem, considere o exemplo de duas
moedas idénticas: cada uma possui duas possibilidades
em um lancamento, cara ou coroa, resultando em quatro
possiveis configuragbes ao se langar ambas — os micro-
estados. Cada microestado representa uma configuragao
acessivel do sistema. A formulagdo de Boltzmann leva
ao teorema fundamental segundo o qual, quanto maior
o numero de microestados associados a um estado
macroscopico, maior a probabilidade de ocorréncia desse
estado [26]. Isso conduz & famosa expressido da entropia
de Boltzmann:

Sp(W) =k W, (1)

onde W é o niimero de microestados acessiveis ao sistema
e kp é a constante de Boltzmann. Nesse contexto, a
entropia passa a ser interpretada como uma medida da
quantidade de configuragoes possiveis de um sistema
fisico — ou seja, assume um cardter eminentemente
probabilistico.

Mais adiante, Gibbs introduz o conceito de ensemble
para representar um conjunto de microestados acessiveis
a um determinado sistema. Por meio desse forma-
lismo, foi introduzida a hoje denominada entropia de
Boltzmann-Gibbs

w
Spa({pi}) = —k Zpi In p;, (2)

w
Zpi =1 (3)
i=1

Sendo W, novamente, o nimero de estados microsco-
picos discretos e p; a probabilidade do sistema acessar
um determinado microestado . A probabilidade obedece
a condicdo de normalizacao fornecida pela equagao .
A constante k é interpretada como sendo a constante
de Boltzmann-Gibbs do ponto de vista termodinamico
e, normalmente, k = 1 é utilizado na teoria da informa-
¢ao [16]El Pode-se notar que para um conjunto de estados
equiprovaveis, ou seja, um conjunto no qual todos os

2 Mesmo em termodinidmica podemos adotar um sistema de
unidades tal que a constante k seja unitdria, sem perda de
generalidade [§].

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2025-0151



Alves e Cavalcanti

microestados sao acessiveis com mesma probabilidade,
essa probabilidade é dada por p; = 1/W. Assim,
o funcional dado na equacao torna-se a entropia de
Boltzmann, dada pela equacao .

Ja durante o século XX, o engenheiro e matematico
Claude Shannon aplicou a teoria de probabilidades ao
estudo da comunicacdo e da informacao em seu artigo
seminal The Mathematical Theory of Communication
[9]. Apesar do contexto aparentemente desconectado da
termodindmica e da fisica estatistica, Shannon obtém
uma expressao para a medida da incerteza da taxa
de informacdo produzida que é formalmente idéntica a
entropia de Boltzmann-Gibbs [27]. Em um didlogo com
o matemético John von Neumann, Shannon relata que
estava indeciso sobre como deveria chamar a expressao
encontrada por ele e sugere denomind-la de informacao.
Mas justifica que a palavra ja é bastante usada e, entao,
propoe chamé-la de incerteza. Em resposta, Neumann
sugere chamaéi-la de entropia, uma vez que a funcdo
incerteza encontrada por Shannon ja estava sendo usada
em mecAnica estatistica [28]. De fato, a entropia de
Boltzmann-Gibbs revela-se uma expressao fundamental
que emerge em contextos diversos, o que ainda suscita
debates sobre seu real significadd] [30].

Para ilustrar o conceito de entropia sob a ética da
teoria da informacdo, considere o exemplo no qual
vocé e um amigo estejam langcando um dado honesto.
Seu amigo, de costas, tenta adivinhar qual face caiu
voltada para cima. Como todas as faces sdo igualmente
provaveis, a chance de acerto é 1/6. Para ele, a incerteza
maxima esta presente, e a entropia associada ao sistema
é Spg = kpIn6. Por outro lado, vocé observa direta-
mente o resultado e tem certeza do estado do sistema.
Nesse caso, a entropia é nula. Esse exemplo ilustra uma
caracteristica fundamental da entropia: sua dependén-
cia da informagdo disponivel ao observador. Assim, a
entropia pode ser interpretada como uma medida da
ignorancia sobre a configuracdo de um sistema fisico.

2.1. Propriedades da entropia de
Boltzmann-Gibbs

Dada uma contextualizacao histérica e conceitual sobre
a entropia de Boltzmann-Gibbs, serdo introduzidas e
demonstradas algumas propriedades mateméaticas que a
fundamentam. Dentre os principais resultados, destaca-
se a aditividade, violada pela entropia de Tsallis, como
veremos na se¢do seguinte. Os teoremas de unicidade
serao discutidos em detalhes.

Definicao 1 (Aditividade). Seja F uma grandeza fisica
associada aos sistemas fisicos A e B, que assumimos
serem probabilisticamente independentes. A grandeza
F(A) € associada ao sistema A e F(B) associada ao

3 Uma discussio sobre a interpretacdo do conceito de entropia
em teoria da informagdo e em mecénica estatistica pode ser
encontrado em [29], bem como o didlogo — por vezes conflituoso —
entre essas abordagens.
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sistema B. Diz-se que a grandeza F € aditiva se, e
somente se,

F(A+ B)=F(A)+ F(B).
Propriedade 1 (Aditividade). Considere os subsiste-
mas A e B independentes, com pz(»A) epr) representando
as probabilidades de cada subsistema acessar o i-ésimo e
0 j-ésimo microestado, respectivamente. A probabilidade
resultante da composicio dos subsistemas € dada por

pZ(;HB) = pEA)pg ) para todo (i,j), de modo que a

entropia de Boltzmann-Gibbs do sistema composto A+ B
¢ dada por

Spa(A+ B) = Spa(py )

_ ZP(A) <pz(A)p§B)>
— Z ZP(A) (B) 1 ( <A>> Z ZP(A) B) 1 ( <B)>
_ ZP(A) In ( ) ZP(B) In ( §B>>

= Spa(p") + Spa(p; >> = Spa(A) + Spa(B),  (4)
e portanto € aditiva.

Propriedade 2 (Positividade). Se um determinado
estado ng do sistema € totalmente conhecido, entdo tem-
se que pn, =1 e p, =0 para todo n # ng, e, portanto,

Spe = kIn(1) = 0.

(A+B A+B
pr+ )lnp( +B)
i,

No entanto, para qualquer outro caso, tem-se que 0 <
Pn < 1, para pelo menos dois valores de n e, consequen-
temente, 1/p, > 1, resultando, portanto, em

w w 1
SBG:kaPnlnpn:k‘anal*>Ov (5)

De modo que a entropia de Boltzmann-Gibbs é sempre
positiva.

Propriedade 3 (Expansibilidade). Se estados possiveis
forem adicionados a entropia Spg, de modo que a
probabilidade, pwi1,...,pwinN, de que eles acontecam
seja nula, entdo a entropia permanecerd invariante. De

fato, temos

Sea(p1,p2, - - - ,PW4N) (6)

W+N

=~k Y pilnp

yPW s PW 41, - -

=—k sz Inp; + hm Z p; Inp;
W+1

—0
w

=—k> pilnp; = Sap(pr.p2, .. ..ow).  (7)
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Portanto, temos:

7PW)

(8)

O leitor pode, a esta altura, questionar-se sobre a
interpretacao fisica da propriedade . Para esclarecé-
la, consideremos um sistema fisico cujos estados possiveis
S80 €1, €2, €3 € £4. Suponhamos, entretanto, que a energia
disponivel ao sistema permite o acesso apenas aos
estados €1 e €5. Nesse caso, as probabilidades associa-
das a esses dois estados sdo p; e po, respectivamente,
enquanto os estados €3 e €4 permanecem inacessiveis,
com probabilidades p3 = 0 e py = 0. A propriedade de
expansibilidade da entropia assegura que esses estados
de probabilidade nula podem ser incluidos na soma sem
alterar o valor da entropia do sistema.

Antes de prosseguirmos para o préximo resultado,
sera util revisitar alguns conceitos basicos de andlise
matematica [31]. Seja f(x) : I C R — R uma fungdo
real. Tome os pontos A = (zg, f(z¢)) e B = (x1, f(x1))
pertencentes ao grafico f, com xg,x7 C I. A reta

fz1) = f(zo)

1 — Xo

Sea(P1s-- - PwWsPW+1s-- - Pw+N) = SBa (D1, - - -

y(x) = f(zo) + (x—z0),  (9)

que liga os pontos A e B, é chamada de secante xgz;.

Definicao 2. Uma fungio f : I C R — R € dita ser con-
vera (concava) quando seu grdfico estd abaizo (acima)
de qualquer uma de suas secantes (ver Figura . Seja
o < x < x1 em I. Podemos expressar a convexidade
(concavidade) de f, por meio de [31)]

f(@1) = f(x0)

1 — To

f(z) < (=) f(zo) + (x —x0).  (10)

O ponto x € I pertencente ao intervalo [zg, z1] pode
ser escrito de forma tdnica como z = (1 — Nz + Azq,
com 0 < X\ < 1. Portanto, podemos escrever

_ (z—20)
A= (LEl*‘TO). (11)
[}
f@)p-=-=-=-=-=-=---=---=-=-=----2 ,
) B l E

20 [

Figura 1: Em azul a reta secante zox1 que liga os pontos
(zo, f(z0)) e (x1, f(x1)). Em preta a linha que determina o
grafico f(x).
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Dessa maneira, por meio da definicdo (2)), podemos
afirmar que uma fungdo f é convexa (cOncava) se, e
somente se,

f(@) < (Z)Af(z1) + (1= A)f (o). (12)

Um resultado decorrente das defini¢oes acima, que
relaciona a derivada de uma funcdo com sua convexidade
(concavidade) e que serd de suma importincia para a
propriedade , é dado por [31]:

Corolario 1. Uma fungdo f: I C R— R, diferencidvel
duas vezes no intervalo I, é convexa (concava) se, e
somente se, ' (x) > (<)0 para todo x € I.

Com isso, podemos discutir a proxima propriedade
associada a entropia de Boltzmann-Gibbs.

Propriedade 4 (Concavidade). Considere dois conjun-
tos de probabilidades {p;} e {P;} associados ao mesmo
sistema, com W microestados. Pode-se definir um novo
conjunto de probabilidades intermedidrias {p}}, dado da
segquinte maneira

(1= X)pi

P = Ap; + (Vi;0 < A < 1). (13)

A entropia Spg € dita ser concava se, e somente se,

Spa({pi}) > ASea({pi}) + (1 = N)Sea({pi}).  (14)

Como a fun¢io —xInzx possui derivada sequnda mega-
tiva, ela satisfaz a equacdo , e, portanto, tem-se que

—piInp, > A—p;lnp;) + (1 — X)(—p; In ;)
(Vi;0 < A< 1). (15)

Realizando a soma sobre todos os estados Zzl na
equacao , a equacao € imediatamente recupe-
rada, concluindo-se que a entropia de Boltzmann-Gibbs
é concava.

Apés a apresentacdo e demonstracdo de algumas
propriedades fundamentais da entropia de Boltzmann-
Gibbs, passamos agora a analise de resultados de uni-
cidade que essa entropia deve satisfazer. Nos trabalhos
de Shannon [9], em 1948, e de Khinchin [I0], em 1953,
foi proposto um conjunto de axiomas que estabelecem
critérios para a forma funcional admissivel da entropia.
Sob hipéteses matematicamente razoaveis, demonstra-
se que a unica fungdo que satisfaz integralmente esses
axiomas é justamente a entropia de Boltzmann-Gibbs.

Teorema de Shannon

Shannon propds o famoso teorema que carrega seu nome
no contexto da teoria da informacao, sem nenhuma
conexao direta com a termodindmica ou com a mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs. Ele tinha em mente
definir uma quantidade que determinasse a taxa de
informacao produzida por um sistema. Essa proposta
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dialoga com a nocao de entropia discutida na segao
que a interpreta como uma medida da ignorancia de
um determinado observador sobre o sistema. Suponha
que pi1,p2,...,pw sejam as probabilidades associadas
aos eventos possiveis de um experimento aleatério. Se
existir uma medida S(p1,pe,...,pw), que informe o
quanto de escolha estd envolvida na selecao dos eventos
ou a quantidade de incerteza sobre o resultado desse
experimento, é razoavel requerer certas propriedades
sobre essa quantidade [9]:

1. S(p1,p2,...,pw) é uma funcio continua de {p;};

2. Para o conjunto {pi} de probabilidades equipro—
vaveis, com p; = W, a fungao S(p; = 1/W), V
deve crescer monotonamente e ser continua com
respeito a W;

3. Se uma escolha for dividida em duas escolhas
sucessivas, a funcao S(p;) original deve ser a soma
ponderada dos valores individuais de S.

Para compreender de forma mais intuitiva a condi-
cao , considere um experimento com trés possiveis
resultados, cada um com uma probabilidade distinta de
ocorréncia: p; = %7 P2 = % e ps = %, conforme ilustrado
na Figura Nesse cendrio, a entropia associada ao
sistema ¢ dada por S(3,3,¢). Considere agora um
segundo experimento, no qual a primeira etapa envolve
duas opgoes igualmente provaveis, cada uma com pro-
babilidade pj = pj) = 1. Caso a primeira opgio seja
escolhida (p’l = %), o experimento leva diretamente ao
resultado 1 — o mesmo do primeiro experimento ilustrado
na Figura Ja a segunda opcgao (p’2 = %) conduz
a uma segunda etapa, na qual dois novos resultados
podem ocorrer, com probabilidades py; = % € pao = %,
correspondendo aos resultados 2 e 3, respectivamente.
Esse segundo experimento pode ser representado como
mostrado na Figura[3] A entropia associada ao sistema
deste segundo experimento, & luz da condicao (3)), serd
dada por

111 11 1 21
5(2’3’6) =5 (m) 39 <3 3> (16)

Teorema 1 (Shannon). A dnica fungio S({pi}) que
satisfaz as propriedades , (@ e (@, listadas acima,
€ da forma

{pz = _kzpz lnpz (17)

p,=1/2 Resultado 1
Experimento py=1/3 Resultado 2
py=1/6 Resultado 3

Figura 2: Diagrama ilustrando o experimento com as trés
possiveis resultados e as respectivas probabilidades associadas:

P1, P2 € p3.
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P =1/2 p; = 1/2 - Resultado 1
Experimento ) o =2/3
py=1/2
P2 =1/3

Figura 3: Diagrama ilustrando o experimento. Inicialmente, ha
duas possibilidades de escolhas. A escolha com probabilidade
py = 1/2 leva ao resultado 1. J& a escolha py = 1/2 se
subdivide em duas outras escolhas possiveis, com probabilidades
p21 = 1/3 e p22 = 2/3, cada uma levando aos resultados 2 e 3,
respectivamente.

P2 = 2/6 - Resultado 2

p3 = 1/6 - Resultado 3

Demonstracio. A demonstragdo aqui exposta é baseada

em [32]. Considere que a funcao S(p1, pa, - .., pw) possa
ser escrita como
w
S(p17p277pW) :Zf(pz)7 (18)
i=1

onde f(p;) é uma fungdo continua a ser determinada.
Como ela é valida para todos os casos, inclusive para os
equiprovaveis, é suficiente determina-la nesse caso, em
que p; =1/W, e

(B ) ewr (L)

Pela condigao , tem-se que

7 iG] 2o (20)

Utilizando a condigao e considerando um experi-
mento com m possibilidades iguais, em que cada escolha
possa ser decomposta em n escolhas de possibilidades
iguais, com W = nm, tem-se

—S(l 1’.“’1>. (21)
nm’ nm nm

Escrevendo a equacdo por meio da equagdo (19),

tem-se
() onr () = (1)

Adotando M = 1L

LeN =1

m n’
equacdo [2I] como

pode-se reescrever a

FN) = o FOMN). (23)

)+ 5
*F(N),

), obtém-se

1
Mf(M +

) =
ﬁf(MN

h(N) + h(M) =

Definindo h(N
h(MN) =

MM) = 35f(M) e
h(MN). (24)
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Diferenciando a equagao em relagdo a M e também
em relagdo a N, tem-se

WM — Oh(MN) O(MN)Oh(MN) Oh(MN)
(M) = oM — OM O(MN) ~ O(MN)
(25)
W(N) — Oh(MN) O(MN)Oh(MN) . Oh(MN)
(V) = ON — ON OMN) ~— 9(MN)’
(26)
Dessas relagoes obtém-se

MW (M) = Nh'(N). (27)

Como as varidaveis M e N sado independentes, tem-se
MW (M) = A, (28)
onde A = constante. E, portanto,
h(M)=AlnM + C, (29)

com C = constante. Restaurando as variaveis originais
1 1
mf() Aln< )—i—C (30)
m
1 A 1 C
(D)-2u(2)e S
m m m m
Se a probabilidade de obter um determinado resultado

em um experimento for 1, a incerteza sobre esse resul-
tado deve ser nula. Logo, f(1) =0, o que conduz &

f)y=C=0o, (32)

portanto,

i (1) = A a(m). (33)

Usando a condicao dada pela equacao (20)), tem-se

A E)-dee o

entao, A deve ser negativa. Fazendo a suposi¢dao de que
A = —k, com k > 0, e restaurando p = 1/m

f(p) = —kplnp, (35)

Usando a equacio (18)), encontra-se

w
S(pi) ==k _pilnp;. (36)

i=1
Isso finaliza a demonstragao. O
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Teorema de Khinchin

Considere o caso em que dois sistemas, A e B, sdo
probabilisticamente dependentes, ou seja, o que ocorre
com A depende do que ocorre com B, ou vice-versa.
Serad denotada por gx¢ a probabilidade de um evento By
acontecer em B, dado que o evento Ay, com probabili-
dade pg, ja ocorreu em A. Para exemplificar, considere
o langamento de dois dados. Qual é a probabilidade de,
apds o lancamento, a soma das faces ser 8, dado que
as faces sao dois nimeros impares? Nesse exemplo, a
probabilidade da soma ser 8 estd condicionada ao fato de
as faces dos dados serem impares. Logo, o evento A serd
denotado pela soma ser 8, e o evento B, condicionado ao
evento A, é a probabilidade de as faces serem impares.
A probabilidade conjunta dos sistemas A e B é dada por

The = PrQhe- (37)

Utilizando o sistema conjunto A e B, pode-se calcular
a entropia a partir da probabilidade conjunta de A e B

S(A+ B) Z Zpk%z In (prqre) (38)
=— Z Zkakl Inpe +Ingre.  (39)

ko
Usando a condi¢do de normalizagdo ) ,que = 1 e

definindo Sy = — >~ qre In gie, obtém-se

S(A+ B) )+ Zkak (40)

Definindo S(B|A) >k PeSk(B), como a entropia
condicional do sistema B condicionado ao sistema A,
reescreve-se

S(A+ B) = S(A) + S(B|A). (41)

No caso em que A e B sao sistemas probabilisticamente
independentes, a equagdo acima se reduz a

S(A+ B) = S(A) + S(B). (42)

Para estabelecer o teorema de unicidade de Khinchin,
considere a existéncia de um funcional S(p;) que satis-
faca as seguintes propriedades [10]:

1. Para um dado W e para Zivzlpi, a fungdo

S(p1,p2,--.,pw) toma seu maior valor para p; =
(=12, W);

2. S(A + B) = S(A) + S(BJA);

3. S(plap27 s 7pW70) = S(plaan ce. 7pW)7

Teorema 2 (Khinchin). Seja S(pi1,p2,...,pw) uma
funcdo definida para qualquer inteiro W e para todos os
valores p1,pa, ..., pw tais quep; >0 (i=1,2,..., W),
Zi‘/zlpi = 1. Se para qualquer W essa funcdo for
continua com respeito a todos os seus argumentos e se
ela satisfizer as propriedades , (@ e (@, entdo

S(P17P27~--,PW):—kZPilnpi (k>0). (43)
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A demonstragdo do teorema enunciado acima pode ser
encontrada em [10].

2.2. Ensemble microcandnico e ensemble
canoénico

A entropia de Boltzmann-Gibbs, expressa pela equa-
cao , pode ser associada a diferentes tipos de sistemas
fisicos. Em fisica estatistica, dois ensembles introdutérios
sdo frequentemente analisados: o ensemble microcano-
nico e o ensemble canénico. O ensemble microcan6nico
representa um sistema idealizado, completamente iso-
lado do ambiente, no qual a energia interna, o nimero
de particulas e o volume permanecem constantes. Por
outro lado, no ensemble canénico, o sistema pode trocar
energia com o meio externo. E, portanto, considerado
em contato térmico com um reservatorio a temperatura
constante. Neste caso, a energia interna média do sis-
tema é dada por

(E) = Zpiffi, (44)

onde p; representa a probabilidade de o sistema estar
no estado &;. Quando o volume do sistema V' é muito
menor que o volume do reservatério Vg, o comporta-
mento energético do sistema pode ser descrito de forma
confidvel por esse formalismo.

Do ponto de vista da teoria da informagao [33H35], o
ensemble microcanénico corresponde a um cenério de in-
certeza maxima, no qual todos os microestados acessiveis
sdo equiprovaveis e nenhuma informacdo adicional esta
disponivel, levando a uma entropia méxima S = InW.
Ja o ensemble candnico se associa a situagdo em que se
deseja maximizar a entropia sob uma restrigao de valor
médio (como a energia), resultando em uma distribuicao
de probabilidades que expressa conhecimento parcial
sobre o sistema.

A andlise desses ensembles permite explorar propri-
edades matemadticas e fisicas relevantes da entropia,
conforme o tipo de interagao do sistema com o ambiente.

Proposi¢do 2.1 (Ensemble microcanénico). Em um
sistema  fisico isolado, a entropia de Boltzmann-
Gibbs (2), sob a condi¢io de normalizacio da pro-
babilidade (3)), assume seu walor mdzximo dado pela
equagao . A probabilidade é dada por p; = 1/W, onde
W € o nimero de estados acessiveis ao sistema.

Demonstragdo. Para demonstrarmos essa afirmagao, uti-
lizaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.
Considere uma funcao dada por

w
L—Sgg—)\<1—2pi>
=1
w w
=1 i=1
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A variagdo de £ nos fornecera

w
0L =Y (~kdp;Inp; — kdp; + Adp;) (46)

i=1
w

=Y (~klnpi —k +X)dp; =0, (47)
i=1

0 que resulta
—klnp; —k+A=0, (48)

logo,

o (175 9

Usando a condi¢do de normalizagao

w w
;pi = Zexp ()\;k) = W exp <)\;k) =1,

i=1

(50)
obtemos
A—k 1
CeXp (k‘) W (51)
Akl (4 ) 4k (52)
=kln W .

Substituindo a equacao na equagao , obtém-se

bi = W (53)

Logo a entropia de Boltzmann-Gibbs assume a forma

S kiV:ll(l) kln W. (54)
BG = — — In —_— = n .
—~ W w

Derivando duas vezes a equagao acima, obtemos

28 k
aw‘?f =73 <0, (55)

e, portanto, conclui-se que a entropia assume seu valor
maximo. O

Proposicdo 2.2 (Ensemble candnico). Um sistema
fisico em contato com um reservatorio térmico, que
satisfaz a entropia de Boltzmann-Gibbs , sob a con-
di¢cdo de normalizacao , com energia média dada pela
equacao e d luz do principio da mdxima entropia, é
caracterizado pela fungdo de particdo dada por

W B
Z=Y e %. (56)
i=1
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Demonstracao. Para realizar a demonstracao da pro-
posicdo acima, utilizaremos novamente o método de
multiplicadores dos Lagrange. Para isso, introduziremos
a fungao

L=Spc—a (1 - Zp) -8 <<E> - Z%-) (57)

=—k Zpi Inp; —« (1 - Zm)
- <<E> - Zfipz) . (58)

A variagao da funcéo acima fornece

w
oL = Z (—kInp;op; — kop; + adp; + Beidp;)  (59)
=1
w
= (~klnp; — k+a+ Be;)dp; =0, (60)
=1

resultando em
(=klnp; —k+a+ Be;) =0. (61)
Da equacao , obtemos que

k_a_ﬁe’). (62)

pi:eXP< &

Usando a condi¢ao de normalizagdo da probabilidade,
temos

il il k—oa— Bei
- Sen (0
=1 =1

M A reTen I

Logo, podemos escrever a probabilidade como

Beg
e Tk
i = ; 65
p 7 (65)
onde
W
Z=Y e 7, (66)
i=1

é chamada de fungao de particao. Substituindo a equacao
para a probabilidade na equagdo da entropia de
Boltzmann-Gibbs, obtemos

w 6_5:1:
—ijpﬂn( Z' ) (67)
=1

w e
=k pi () -m@)] @)

Sea
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_ _ké Pi {_ B}:Z’ - ln(Z)} (69)

w
=B piei+kn(2). (70)

i=1

Usando a equagdo (44) para a energia, encontramos que
a entropia é dada por

Spe = B(E) + kln(Z). (71)
O]

As equagdes e , encontradas para a entropia
nos ensembles microcandnico e candénico, respectiva-
mente, ndo apresentam relagbes explicitas e nao se
restringem a termodindmica. Essa conex@o entre os
ensembles e a termodindmica pode ser encontrada de
forma detalhada no capitulo 17 da referéncia [I9] e
na referéncia [20]. Ou nas referéncias [33] 34] para o
contexto da teoria da informagao.

3. Mecanica Estatistica Nao Aditiva

A mecéanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, apesar de
central na fisica, estd calcada no fato de que a entropia
é aditiva para a juncdo de dois sistemas probabilisti-
camente independentes, além de ndo ser universal. Por
outro lado, de acordo com Tsallis, “a entropia é um
conceito delicado e poderoso, construido cuidadosamente
para uma classe de sistemas” [36]. Nesse sentido, existe
uma classe de sistemas fisicos para os quais a entropia
de Boltzmann-Gibbs pode ser adequada no contexto da
termodindmica, como o gas de Van der Waals. Mas para
outros, como o dtomo de hidrogénio [37], ela néo é.

Abordagens alternativas para o conceito de entropia
tém sido amplamente investigadas na literatura. Dentre
elas, destaca-se a proposta introduzida por Tsallis em
seu influente trabalho de 1988 [1I]. Nessa formulagéo, a
entropia de Boltzmann-Gibbs é generalizada por meio
de um parametro real ¢, que caracteriza o grau de
nao extensividade do sistema. Essa generalizacdo viola
a aditividade usual da entropia e permite acomodar
propriedades especificas de certos sistemas complexos,
como aquelas relacionadas & dindmica microscépica [38].
Outras formulagoes generalizadas também tém sido ex-
ploradas, incluindo a entropia de Rényi [I7] e a entropia
de Tsallis-Cirto [39]. Esta dltima, proposta como uma
alternativa para restaurar a extensividade da entropia
de Bekenstein-Hawking [40}, 41], no contexto da fisica de
buracos negros.

A entropia de Boltzmann-Gibbs néo é derivada dire-
tamente da dindmica microscopica do sistema, sendo,
portanto, assumida como um postulado da teoria esta-
tistica. No entanto, uma vez estabelecida a dindmica
microscopica, todas as demais grandezas estatisticas
podem ser determinadas a partir dela. Dado isso, qual-
quer proposta de generalizacao da entropia também néo
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deve partir de uma descricdo microscopica, mas sim ser
introduzida de maneira axiomdtica ou heuristica. Nesse
contexto, uma abordagem possivel consiste no uso de
metaforas ou principios inspiradores, como exemplifi-
cado na proposta de Tsallis [8], 42].

Considere a equagao diferencial mais simples possivel.
Concluimos, sem muita elaboragao

y'(z) =0, (72)

com y'(x) = dy e y = constante. Outra equagao simples
que pode ser con&derada é

y'(x) =1, (73)

cuja solucdo é dada por y = x + constante, onde a
condicao inicial sempre pode ser ajustada para que a
constante seja nula (y(0) = 0). Na tentativa de tornar
menos restritas as equagoes acima, pode-se propor a
seguinte equagao diferencial

y'(z) =y, (74)

onde a solugdo, com a condi¢ao inicial z(1) = 0, é dada
por

x=lIny, (75)

e a inversa é y = e®. A solugdo obtida na equagio
apresenta a mesma forma funcional da entropia de
Boltzmann-Gibbs, preservando, inclusive, a propriedade
de aditividade.
In(zazp) =lnzs +Inzp. (76)

Uma generalizagdo das equagoes diferenciais discutidas
acima pode ser dada por
y(@)=y" (g€R), (77)

onde a solugao é dada pelo g-logaritmo
r="———=1In,y, (78)

e a inversa é dada pela g — exponencial, definida por
y=[14(1-q)a]™7 =’ (79)

Os resultados das equagoes diferenciais , e
podem ser retomados para ¢ — —oc0, ¢ = 0e g = 1,
respectivamente. A solucao satisfaz a chamada pseudo-
aditividade

=lngza+Ingep+(1—g)lngzaln, zp.
(80)

Ing(xaxp)

A abordagem apresentada fornece um caminho natural
para a generalizacdo da entropia de Boltzmann-Gibbs,
levando & chamada g¢-entropia, também conhecida como
entropia de Tsallis. Essa generalizacdo é construida a
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partir do uso do ¢-logaritmo, de modo que a entropia de
Tsallis é definida como
W q w q—1
1-> . p Z 1-
k szl pz —k Di ( pz )

Silpo) = k=25 —

i=1

—kzpz (1)1_q] —kZpllnq <)
(81)

com a condicdo de normalizacao

Zpi =1 (82)

Reescrevendo a defini¢do da entropia de Tsallis, dada
pela equacgao , obtemos

qg—1
Su({pi)) = (55)
1 -3 ;piexp[(g — 1) Inp]
k o . (84)

sendo k£ uma constante arbitraria. Pode-se expandir a
exponencial da equacio em série de Taylor em torno
deg=1

1-%,pi[1+(¢—1)Inp]
qg—1
_ kl > pi—(q—1)>, pilnp; (86)
qg—1

—k Zpi Inp; = Spa({p:})- (87)

Sq({pi}) = k (85)

Mostra-se, entdo, que a entropia de Boltzmann-Gibbs é
retomada em uma vizinhanca de ¢ — 1. De modo que
a entropia de Tsallis é de fato uma generalizacao, que
contém a entropia de Boltzmann-Gibbs como um caso
particular.

Para estados equiprovéveis, onde p; = 1/W, a entropia
de Tsallis torna-se

Wi-a -1
S ——

Sq(W) = 1—¢

=kln, W, (88)
analogamente, como dada pela equacao para estados
equiprovaveis de Boltzmann-Gibbs .

Como a entropia de Tsallis recupera a entropia de
Boltzmann-Gibbs em um limite especifico, sua interpre-
tagdo permanece analoga a discutida na subsecao [2l No
entanto, nesse contexto, os sistemas considerados apre-
sentam correlagdes caracteristicas entre seus componen-
tes, o que justifica a necessidade de uma formulagao mais
geral. O pardmetro ¢ estd associado a essa correlacdo.
A entropia de Tsallis pode, assim, ser interpretada como
uma medida da ignoréncia em relagao ao estado de um
sistema fisico, estendendo a aplicabilidade da abordagem
mecanica estatistica cldssica. A motivacdo para essa
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generalizagdo é justamente acomodar cenarios fisicos
que escapam a descricdo tradicional de Boltzmann-
Gibbs. Nas se¢oes seguintes estabeleceremos os aspectos
formais da entropia de Tsallis. Algumas de suas apli-
cagbes podem ser encontradas na Secao Para uma
discussao mais ampla sobre aplicacoes, recomendamos
as referéncias [16] e [36].

3.1. Propriedades da entropia de Tsallis

Dado que a entropia de Tsallis é uma generalizacao
baseada no ¢-logaritmo, é natural que nao seja aditiva,
assim como expresso na equagao . De fato, ela
satisfaz a pseudo-aditividade.

Propriedade 5 (Pseudo-aditividade). Dados dois sis-
temas probabilisticamente independentes, A e B, tal que

a probabilidade conjunta desses dois sistemas seja dada

por pEerB) = pz(-A)pr), a soma da entropia desses

sistemas compostos € fornecida por
A+B)]? A1 B)1?
SE - SET ST,
i, i J

tomando o logaritmo da equacdo , obtém-se

In Z {ngB)}

(2]

zln{Z[ EA)] }+ln

i

3 {prq . (90)

J

Escrevendo cada termo da equacao acima em termos da
entropia de Tsallis (81)), tem-se

Sq(A+ B)
In {1 +(1- q)k}
=1In {1 +(1- q)SqIEJA)] +In {1 +(1- q)Sql(gB)] ,
(91)
onde 5,(A) = Sy({1}), S4(B) = 5,({pi"}) ¢ 5,(4
B) = ({p2A+B)}) Reescrevendo a equagdo como
1+ (- Sq(A]:_ B)
=028 1+ a- 022
ela se reduzird a
Sq(A+B) _ S4(A) | S4(B) Sq(A) 54(B)
Kk -9 k(gé)

Tém-se os sequintes casos correspondentes para os valo-
res do parametro q [36):

O caso superaditivo ocorre quando a entropia final €
maior (ou igual) que a soma das entropias individuais
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Tabela 1: Propriedades da pseudo-aditividade.

Parametro ¢  Relagdo Sq(A + B)

Superaditividade g<1 > Sq(A) 4+ S¢(B)
Aditividade g=1 = S4(A) + S4(B)
Subaditividade g>1 < Sq(A) + Sq(B)

de cada sistema. Jd o caso subaditivo estd relacionado
ao fato de que a entropia final dos sistemas conjuntos é
menor (ou igual) que a soma das entropias individuais

(ver Tabela[1).

Propriedade 6 (Positividade). Se um determinado
estado ng do sistema € totalmente conhecido, entdo tem-
se que pp, =1 e pp, =0 (¥Yn # ng), portanto
w
! q—1 g—1 7

Entretanto, para qualquer outro caso, tem-se que p, < 1,
para pelo menos dois valores de n e consequentemente,
1/pn > 1.

(Vg € R).

1- Z 1pn 1_p% 1)
S, = k—=n=1n pg —kz (Vg € R),
(94)
onde
1= pat
lﬂqu':( Zn lpn ) (95)

qg—1
Portanto, dado que Ing p—ln > 0,Vn, tem-se que
w w
Sq=—kY pilngp; = kZpilnqi >0 (VgeR).
Z Z (96)
o que demonstra a positividade da entropia de Tsallis.

Propriedade 7 (Expansibilidade). Se novos esta-
dos possiveis forem adicionados a entropia Sy, de
modo que suas probabilidades sejam nulas, isto €,

pwi1 =+ =pw4nN =0, entdo o valor da entropia per-

manece inalterado. Portanto, se p =0, Yk > W, entao
Sq(p15p27 e PWLPW AL, - - apW-‘y—N)

:Sq(phpQ?"'apW)' (97)

De fato, se forem adicionados N estados existentes
a entropia Sy, tais que a probabilidade com que eles
ocorram seja nula, tem-se para q > 0 e, por meio da

definicao fornecida pela equagdo

Sq(P1,p2, -, PWs PW 15 -+, PWAN)
_ L=
qg—1
w N
1- (Zi:lp?JrZi:W-H Oq)
q—1

1-— pl

:k;qulll = Sq(p1,p2,---,pw).  (98)
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Entretanto, para q < 0, deve-se levar em conta o fato de
que a soma na entropia Sy ocorre apenas em estados com
probabilidades positivas [36]. Logo, se ha W + N estados
existentes, porém somente W estados sao possiveis de
ocorrer e os N estados restantes tém probabilidade nula
de ocorréncia, entdo

11— e
, Pw, O) =k Zz:l &
q—1

= Sq(plap% cee

Sq(plap% cee

Considere a fungao definida por

(1l —2971) o —ad
= = . 1
flo)= T = (100)
A derivada segunda dessa funcéo é dada por
d* f(x) -2
= = —qz(172. (101)

Portanto, a luz do Corolario , temos que f(z) serd
concava se ¢ > 1 e convexa se ¢ < 1. Com isso,
podemos definir a concavidade e convexidade da entropia
de Tsallis.

Propriedade 8 (Convexidade e concavidade). Consi-
dere dois conjuntos de probabilidades {p;} e {P;} que
estio associados ao mesmo sistema, com W micro-
estados. E a probabilidade intermedidria definida pela
equacao . Como a funcao dada pela equacio
possui derivada seqgunda continua, positiva para q < 0
e negativa para q > 0, tem-se, para q < 0, segundo a

equacao

(1 — et (1 —pit
kpz( Dy )<akp( pi )
qg—1 qg—1
]1—4»171
+(1- )/k:p(q_lz ) o)

Perfazendo a soma Z:/L em ambos os lados da desi-

gualdade, obtém-se
S,({pi}) <aS({pi}) + 1 —a)Se({B:}) (g <(0), |
103

o que demonstra imediatamente a convexidade da entro-
pia Sq para ¢ < 0. Para obter a concavidade de Sy para
q > 0, basta tomar as desigualdades contrdrias [36)].

Teorema de Santos

No trabalho de Santos [43], é proposto um andlogo ao
teorema de Shannon para a entropia de Tsallis. Parte-se
da hipétese de que existe uma fungéo entropia S, (p;)
que satisfaz as seguintes condigbes:

1. S¢(p1,-..,pw) é uma funcdo continua com res-
peito a todos os seus argumentos;
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2. Para um dado conjunto de W estados equiprova-
veis, ou seja, p; = 1/W, é uma fungdo monotona-
mente crescente de W;

3. Para dois sistemas independentes A e B, a entropia
do sistema composto A + B satisfaz a relacdo
pseudo—aditividadeﬁ

SYA+B) _ 5,(4) _ 5,(B)
Kk ok
(- P SEL gy

4. Com W = Wr+Wj,, sendo Wy, dado por L termos
e Wy dado por M termos, tem-se

Wi

PL= > pis (105)
=1
W

pv =Y pi (106)
i=1

[§
pr+pm =1, (107)

portanto, a entropia pode ser escrita como

Sq({pi}) = Salpr.par) + LS ({;D

({2

O enunciado da condigdo proposta por Santos,
embora apresente uma estrutura distinta da condi-
¢ao de Shannon, possui o mesmo significado. Para
compreendé-lo, considere um experimento que consiste
em retirar bolas de uma caixa contendo 12 bolas de
cores distintas: 4 vermelhas, 3 azuis, 2 verdes e 3
amarelas. Em um sorteio aleatério, a probabilidade de
retirar uma bola vermelha é p; = %, uma bola azul
pa = i, uma bola verde p3 = % e uma bola amarela
pa = %, conforme ilustrado na Figura . Os rétulos
1, 2, 3 e 4 correspondem, respectivamente, as cores
vermelha, azul, verde e amarela. A entropia associada

(108)

a esse sistema ¢ dada por Sy (3,1, 5 1)-
p1=1/3 ®

Experimento

Figura 4: Diagrama ilustrando o experimento com as quatro
possibilidades de resultados, cada um associado as probabilida-
des p1, p2, p3 e pa.

4 Por simplicidade, estd sendo tomado k = 1, a expressio com a
constante pode ser encontrada na equagdo (93]).
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p1/pL =47 p=1/3
S 1/ . 1 : o @
p2/p =3/7 p2=1/4
Experimento O\ L OL
p3/par = 2/5 p3=1/6
par =5/12 o— —
pa/prr = 3/5 py=1/4

Figura 5: Diagrama ilustrando o experimento. Inicialmente tém-
se duas possibilidades de resultados. A escolha com probabili-
dade pr = 7/12 se subdivide em outras duas escolhas com
probabilidades p1/pr = 4/7 e p2/pr = 3/7 que levam aos
resultados 1 e 2. J& a escolha pyy = 5/12 se subdivide em
duas outras escolhas possiveis com probabilidades ps/py =
2/5 e pa/pm = 3/5, cada uma leva aos resultados 3 e 4,
respectivamente.

Considere agora outro experimento com as mesmas
12 bolas do experimento anterior, subdividido em dois
sub experimentos consecutivos, como ilustrado na Fi-
gura . O primeiro sub experimento consiste em
separar as 12 bolas em dois conjuntos diferentes: um
composto por 7 bolas, sendo 4 vermelhas e 3 azuis;
o outro por 5 bolas, sendo 2 verdes e 3 amarelas.
A probabilidade de selecionar 7 bolas das cores desejadas
entre as 12 bolas serd p;, = 7/12 e a probabilidade
de selecionar as 5 bolas das cores desejadas serd de
PMmM = 5/12.

O segundo sub experimento estd condicionado a re-
alizagdo do primeiro. Os conjuntos de 7 e 5 bolas
selecionadas sao colocados separadamente em uma caixa
de sorteio. Do conjunto formado pelas 7 bolas, a proba-
bilidade de retirar uma bola vermelha é py/pr, = 4/7
e a probabilidade de retirar uma bola azul é ps/pr, =
3/7. J&4 em relagdo ao conjunto formado por 5 bolas, a
probabilidade de retirar uma bola verde é p3/py = 2/5 e
de retirar uma bola amarela é py/py = 3/5. As probabi-
lidades p1/pr, p2/pL, P3/PMm € pa/par sdo denominadas
probabilidades condicionais, pois estdo condicionadas
ao fato de que no primeiro sub experimento foram
selecionados conjuntos de 7 e 5 bolas, cada um com as
cores desejadas, como ja mencionado anteriormente.

Nesse experimento formado por dois sub experimen-
tos, a probabilidade de se obter uma bola vermelha
(resultado 1) é p; = 1/3. Isso ocorre porque temos
uma probabilidade p;, de tirar uma bola vermelha no
primeiro sub experimento e uma probabilidade p; /py, de
tirar uma bola vermelha no segundo sub experimento.

pL
A probabilidade de obter uma bola azul (resultado 2)

é p2 = 1/4 e a de obter uma bola verde (resultado 3)
é p3 = 1/6. Por fim, a probabilidade de se obter uma
bola amarela (resultado 4) é py = 1/4. Nesse caso,
considerando-se as probabilidades dos sub experimentos
realizados, a entropia associada ao sistema pode ser
escrita como

1111 75 7\ 43
S (3’4’6’4) =5 (1212) - (12> S (7’7)
5\ 2 3
+(12> S, (5,5>. (109)
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Teorema 3 (Santos). A dnica fungio que satisfaz
simultaneamente ds propriedades , (@ e (@, listadas
acitma, € a entropia de Tsalli:ﬂ

1- 30 pf
q—1
Demonstracao. Considere um experimento, cuja proba-
bilidade de que um resultado seja obtido é equiprovavel e
dada por 1/s™. Podemos subdividir esse experimento em
m sub experimentos, com a probabilidade equiprovavel
1/s de que um determinado resultado seja obtido (ver
Figura @ Desse modo, pode-se obté-lo utilizando a
terceira condi¢do de Santos. Provaremos o primeiro
resultado usando o principio da inducdo finita (PIF).

Comecemos pelo caso base.

S, =k (110)

e Sem =2,
Sq(s?) = 25,4(s) + (1 — q)SZ(s)
200 = @)Sg(s) + (1 — )87 (s) +1] — 1
B (1-q)
(1= q)Sy(9) + 12— 1
B (1-q) '

(111)

e Sem =3,

Sq(sg) = Sq(s- 52)
= Sq(s) + Sq(52) +(1- Q)Sq(S)SQ(Sz)
=384(s) + (1 = @)Sq(s) +2(1 = )57 (s) + (1 = 0)*54(s)
_ 1431 —q)Sy(s) +3(1 — 9)*S(s) + (1 — 9)°Sg(s) — 1
l—q
L+ S, (s)° 1
I—gq

(112)

e Por hipétese de inducao, assuma que, para algum n
inteiro,
[1+(1—q)Sq(s)]" —1
1—gq ’
tem-se que para m =n + 1

Su(s") = (113)

S(s" ) = S, (s™s)
= Sq(s") 4 54(s) + (1 — @) Sg(s") Sy (s)
1+ (1= )S,(s)" — 1

= 1—g + Sq(s)

+ (1 _ C]) [1 + (1 _1q)_521](8)]n — IS(S)
[+ (- @Sy — 1

- o +5,(s)

+ [T+ (1= ¢)Sy(s)]"Sq(s) — Sq(s)

_ D+ -a)Se) -1 [1+ (1= q)S,(5)]™Sy(s)

1-q
[+ -8y -1
1—gq

5 Por consisténcia da notacdo, estd sendo adotado k=1.
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e )[1+<1 — )S4(5)]"Sy(s)

1 —

[1+ (1 — q)Sq(s)]" 1
= 1+ (1— -
[ -gSert 1

1-gq 1—-gq
41— Syl -1
1—gq '
Logo, Sy(s™) = w. No limite ¢ — 1, a

condicao de Boltzmann-Gibbs é recuperada

[+ =g)S(s)]™ — 1

51(8 lfq

) = lim

q—1

=mSi(s).
(114)

Para um par (m,s) suficientemente grande, é possivel
encontrar um par de nimeros inteiros (¢,n), tal que

m g < gm (115)
L] L] L L] [ ] L] L J L J L J
1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9
(a)
............................. T T TR
///" \\\\
/ :
1 * Escolha
1/3 1/3 1/3
///
---------- L T S T T S
2% Escolha
13 /13 1/3 1/3 /1/3 1/3 1/3 /1/3 1/3
------ e e e e

/9 1/9 1/9 1/9

Figura 6: (a) Uma escolha com 9 possibilidades equiprovaveis.
Portanto, a probabilidade de que uma das possibilidades seja
escolhida é de 1/9. Nesse caso em particular, s = 3em = 2. (b)
Duas escolhas (m=2), com 3 (s=3) possibilidades equiprovaveis
cada. Portanto, na primeira escolha, com 3 possibilidades,
tem-se, entd3o, que a probabilidade é 1/3 de que uma das
possibilidades seja escolhida. Na segunda, hd 3 possibilidades
de escolhas, a probabilidade de que uma das possibilidades seja
escolhida também é 1/3. No fim, apds as duas escolhas serem
realizadas, a probabilidade final de que um dos resultados seja
atingido é 1/9.
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Usando a condicdo (2]), obtém-se, para qualquer valor

de q
Su(™) < 8,(1) < S, (s ).

Utilizando a equagdo (113|) para ¢ < 1, tem-se

-0 < fiv -2

IN

(116)

< {1 +(1- cz)SQ(S)]m+1 , (117)

k

tomando o logaritmo da desigualdade acima temos

Sq(s)
k

mm[L+ﬂ—q) ]Snm[b+0—q)k

<(m+1)In {1—4—(1—(])

dividindo por nIn {1 +(1—¢q) quft)}

0

In[1+(1- )%

ln[l+(1—q) qk(s}

m
— < <
n

Sk
s |-

+

n

¥

n
—

V)
=
[E——

(119)

Somando —m/n em ambos os lados da desigualdade,

resultado em

In {1 +(1—-gq) S‘Ik(t)}

1
0< — - T (120)
In [1+(1—q) qk(s)] no.n
ou equivalentemente
m In [1 +(1—9q) qu(t)} 1
A S < =e. (121)
n In [1+(1—q) qk(s)} n
Da equagao (|115))
Int 1
Doy o (122)
n ~ Ins n o n
e, de modo anélogo
m Int 1
—_ - — —=e. 123
n Ilns| " n c (123)
Usando as equagoes (121)) e (123) combinadas
Int % %7+ In 1+ (1 - q)5a) (t)}
Ins ln 1+1—q)s()}
Sq(t)
m Int m ln[lJr(l*Q) k ]
g e T L T[S 2
noInsp 1 (1 g) S
(124)
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conclui-se

Int In {1 +(1- q)qu(t)}

Int <2. (125
Ins In [1 +(1- q)qu(S)]
No limite ¢ — 0, obtém-se
1+ (1-q) %] 1+ - %0
Ins - Int = »(9)
(126)
Logo, a funcio S,(t) toma a forma de
() — 1
t)=k———. 12
() =k (127)

Considere agora uma escolha de W parti¢oes, cada uma
com probabilidade
pi = -
1T k)
ZjVL nj
onde n; é o nimero de possibilidades na ¢—ésima parti-
¢ao, cada uma com probabilidade igual. Por exemplo, se
uma caixa com dez bolinhas diferentes, como ilustrado
na Figura for dividida em W = 4 partigoes, repre-
sentadas pelas cores amarela, verde, vermelha e azul.
A probabilidade de que uma das cores saia é dada pela
equagao . Onde ny =4, n, =3, n3 =2¢eng = 1.
Nesse esquema, a probabilidade de que eu escolha a
particio amarela é de 2/5 e que nessa partigdo eu tire
a bolinha azul é 1/4. Logo a probabilidade que, em uma
escolha, eu tire a bolinha azul é dada pelo produto das
duas probabilidades, que é igual a 1/10.
Usando a condigao de Santos, tem-se

5, ({Zén}) = 5,(p0) + épgsq ({}) a0

?

(128)

por meio da equagdo (127)), pode-se escrever

& <ZZ1 ”i) -1

1—¢q

w p
=S(pi)+kY_ pl (’1_;) (130)
=1

Figura 7: Uma caixa com W = 4 particées. Cada cor estad
associada a uma particdo diferente. A particio amarela tem
n1 = 4 possibilidades em uma escolha, a verde ny = 3, a
vermelha n3 = 2 e a azul ngy = 1 possibilidades.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 47, e20250151, 2025

Revisitando entropias: propriedades formais e conexdes entre as entropias

A luz do exemplo anterior, podemos interpretar que a
entropia de tirar uma bolinha de determinada cor é dada
pela soma da entropia de tirar uma determinada parti¢cao
em uma escolha mais a soma ponderada das entropias de
escolher uma determinada cor em uma parti¢do. Entao

k Yoo\ w w
Salpe) = H{(Z‘I”) —1+Z;p?—2p3nf},

(131)
mas da equagdo (128)), temos
w p
nt = pl <Z m) ) (132)
i=1
logo
w p w
_ o a
sty (En)
w w p
St (o) (139
j=1 i=1

Para satisfazer a condi¢do (1], deve-se observar que

p=1—gq. (134)
Portanto
11— pl
Sulps) = k=L (135)
q—1
e para t escolhas equiprovaveis
g ktl—q -1

t)y=k—. 136
) =k (136)
O

Portanto, assim como teorema de Shannon garante a
unicidade da entropia de Boltzmann-Gibbs sob condi-
¢Oes razoaveis, o teorema de Santos garante a unicidade
da entropia de Tsallis sob condigbes analogas.

3.2. Sobre aditividade e extensividade

E usual referir-se 4 mecénica estatistica nao aditiva
de Tsallis como mecanica estatistica nao extensiva
[13] [15] 18]. Isso porque a entropia resultante de dois
subsistemas nao corresponde a soma das entropias
individuais para ¢ # 1. A mecénica estatistica de
Boltzmann-Gibbs, em contrapartida, cuja entropia re-
sultante da composicado de dois subsistemas é a soma
das entropias individuais, é considerada extensiva. Nesse
contexto, o conceito de extensividade parece estar as-
sociado ao fato de a entropia ser ou nao aditiva [44],
o que pode nos conduzir a uma ideia equivocada desse
conceito.
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A extensividade é wum conceito termodindmico
e fundamental para estabelecer a estrutura das
transformacgoes de Legendre em termodindmica [45].
Sua definicdo, contudo, ndo depende de a entropia ser
composta de forma aditiva ou ndo. A aditividade, por
sua vez, depende apenas de como a entropia é definida
em termos probabilisticos. De forma precisa, pode-se
definir[36]

Definicdo 3 (Extensividade). Seja N o nidmero de
elementos que compdem um sistema ou subsistema,
sejam eles probabilisticamente independentes ou ndo.
A entropia desse sistema ou subsistema € dita extensiva
se for proporcional a N.

Portanto, uma entropia pode ser aditiva e nao ex-
tensiva para um determinado sistema termodinamico,
como é o caso da entropia de Boltzmann-Gibbs para
sistemas fortemente correlacionados. Por outro lado,
uma entropia nao aditiva pode ser extensiva para um
dado sistema, a depender de um valor especifico de g.

3.3. Ensemble microcandnico e ensemble
canonico

Assim como os ensembles microcanénico e candnico
podem ser analisados a partir da entropia de Boltzmann-
Gibbs, eles também podem ser descritos por meio da
entropia de Tsallis, quando se trata de sistemas com-
pativeis com essa generalizagdo estatistica, conforme
discutido em [46]. A seguir, apresentamos uma derivagao
detalhada da entropia no ensemble microcanénico e da
fung¢do de parti¢do no ensemble candnico nesse contexto.

Proposicdo 3.1 (Ensemble microcanoénico). Em um
sistema fisico isolado a entropia de Tsallis (81), sob a
condi¢do de normalizacio da probabilidade assume
seu valor extremizado dado pela equagdo e a proba-
bilidade é dada por p; = 1/W, onde W é o nimero de
estados acessiveis ao sistema.

Demonstragao. Utilizaremos o método de multiplicado-
res de Lagrange para extremizar a entropia de Tsallis
sob a condigdo de normalizagdo. Para isso, definimos a
funcao

1-37 ! .-
— =10 Lz 1 — '

onde A é o multiplicador de Lagrange. Variando a funcéo
acima, temos que

(137)

L = (—k(]pg_l——A)épi::O. (138)

q—1

Desse modo, podemos escrever a probabilidade como

_ {_A(q;l)} 1/(q71).

pi = - (139)
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Substituindo a probabilidade na condi¢do de normali-
zacao dada pela equagao (3)), temos

w g —1) 1/(g—1) B Ag—1) 1/(g—1) B
yo A= D _y oAM= 1
i=1 kq kq
(140)
Portanto, o multiplicador de Lagrange é dado por
kq
A= ——— 141
(¢ —Hwaet’ (14D

e a probabilidade encontrada na equagéo (139) se reduz
a

pi = - (142)

w
Dessa maneira, podemos escrever a entropia, no caso em
que ela é extremizada como

wal_1

Su(W) =k

(143)

O

Note que, diferentemente de Boltzmann-Gibbs, a en-
tropia de Tsallis quando extremizada sob a condi¢ao
de normalizacdo, assume valor maximo ou minimo a
depender do valor de q. Basta olharmos que a a segunda
derivada é dada por

025,(W)

Op;2 = —kqW? 1.

pi=1/W

(144)

Para ¢ > 0 é méxima e para ¢ < 0 é minima.
Definindo a energia interna de um sistema que satisfaz
a mecénica estatistica no aditiva como [47]

(B)) =Y ples (143)

podemos introduzir a ensemble candnico e a funcdo de
particdo para mecanica estatistica baseada na entropia
de Tsallis.

Proposicdo 3.2 (Ensemble candnico). Um sistema
fisico em contato com um reservatorio térmico, que
satisfaz entropia de Tsallis , sob a condi¢io de
normalizag¢do , com energia média dada pela equagdo
e & luz do principio da mdxima entropia, é
caracterizado pela fungdo de particdo dada por

w
; {1 - _Q)%Ei

Demonstracio. Para encontrar a funcdo de particao,
devemos extremizar a funcdo entropia pelo método de
multiplicadores de Lagrange utilizando como restri¢oes

Zy

1/(1-q)
] (146)
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a condicao de normalizacao e a energia interna média
(145)). Para isso, definimos a seguinte fungao

L:kﬁJrAzpi—ﬁngai. (147)
=1 =1

Variando a fungdo acima, obtemos

w
kq
5‘:,._21(%—1)”

OV A~ Bazip)”

1)) (5pi =0.

(148)
Portanto, Vi temos que
pY < ke +q56i> =, (149)
(¢—1)
_ [la=papey ! (150)
L 5 /@0
Usando a condi¢do de normalizacao,
w w 1/(g—1)
q— 1A
DI Y[R
i=1 i=1 q
1
X S @D =1, (151)
[1+ (g - 1)fe]
A/ (1) — D 1 .
p
2]+ (- a0
(152)

Substituindo o valor de A na equagédo ([150)), temos

Be;
[1 - (1 - q)%gi]l/(liw eqk (153)
pi = = )
Zq Zq
onde
w 8 /(-9 W 4
Zy=Y_ [1—(1—q)ksi] => e, (154)
i=1 i=1
é a funcao de particao. O

Dessa maneira, conhecida a fungdo de particio do
sistema descrito pela entropia de Tsallis, pode-se entdo
encontrar sua entropia, dado que a partir da funcgdo de
particio pode-se obter as probabilidades.

3.4. Aplicagoes

Os formalismos de mecénica estatistica discutidos neste
trabalho constituem um arcabougo tedrico de amplo
alcance, com aplicagoes que se estendem da fisica a lin-
guistica, passando pela computacdo, biologia, economia
e diversas outras areas do conhecimento.

A abordagem convencional, baseada na mecanica
estatistica de Boltzmann—Gibbs e usualmente abordada
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em cursos de graduagao, oferece um repertorio classico
de aplicagbes em fisica. Incluindo o gas ideal classico
e o gis de Fermi, o condensado de Bose-Einstein e
o sélido de Einstein, ambos facilmente encontradas
em referéncias canonicas [19, 20, 48]. Para além das
aplicagbes tradicionais a fisica, esse formalismo tem sido
amplamente explorado em pesquisas interdisciplinares,
por exemplo:

e em linguistica, para modelar a aquisicao e a evolu-
¢do das linguas ao longo do tempo [49, [50];

e em biologia, por meio do principio da maxima
entropia, para investigar a diversidade de espécies
em ecossistemas [51];

e em economia, para analisar dindmicas de mercado
financeiro, dando origem & econofisica [52H54].

Essas aplicacoes reforcam a posicao da mecanica esta-
tistica de Boltzmann—Gibbs como um dos importantes
campos de aplicagoes modernas da fisica.

De forma andloga, a mecénica estatistica de Tsallis
tem ocupado papel de destaque na fisica contemporanea,
impulsionando avangos como o calculo do calor especifico
do 4tomo de hidrogénio para ¢ < 1 [37] e a anélise de
mapas logisticos [16] [55]. Outras aplicacoes relevantes
incluem:

e a investigacao sobre buracos negros a partir da
entropia de Tsallis permitiu explorar a estabilidade
termodindmica de diferentes solugoes sob uma ou-
tra perspectiva. Observou-se que buracos negros de
Schwarzschild, por exemplo, embora sejam termo-
dinamicamente instaveis no contexto da entropia
de Bekenstein-Hawking, tornam-se estaveis quando
analisados sob a estatistica de Tsallis, desde que o
parametro ¢ satisfaga ¢ < 1.[56H58];

e a andlise das curvas de luz em raios X de sis-
temas astrofisicos revelou que elas seguem uma
distribuicdo g-exponencial, com um valor médio
do parametro ¢ estimado em ¢ = 1,418 £ 0,007
[79]. Nesse mesmo trabalho, demonstrou-se que
quanto mais entrépico é o sistema, menor tende
a ser o valor do pardmetro ¢. J4 em [60], foi
mostrado que a distribui¢do da velocidade radial
em aglomerados estelares também obedece a es-
tatistica g-exponencial. Além disso, observou-se
uma correlagdo entre o pardmetro ¢ e a idade de
aglomerados com mais de 10° anos: quanto mais
antigo o aglomerado e mais distante do centro
galactico, menos a distribuicao de velocidades se
assemelha a distribuicdo de Maxwell;

e na area da geofisica, o formalismo estatistico de
Tsallis foi utilizado para analisar a atividade sis-
mica na Grécia entre os anos de 1980 e 2010 [61].
Constatou-se que a variagdo do pardmetro ¢, no
intervalo entre 1,26 e 1,54, estd correlacionada
ao acumulo de energia sismica. Observou-se tam-
bém que, a medida que o sistema se afastava do
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equilibrio, tanto o valor de ¢ quanto a liberacao
de energia aumentavam, indicando a maior pro-
babilidade de ocorréncia de terremotos de maior
magnitude [62]. Outro resultado reportado mostra
que a distancia tridimensional entre terremotos
sucessivos é bem descrita por uma distribuicao
g-exponencial com ¢ < 1 [63];

e em biologia, a distribuicdo de velocidades de cé-
lulas Hydra ajusta-se a distribuicdo g-exponencial
com g ~ 1,5 [64]. A estatistica de Tsallis também
foi utilizada para analisar séries temporais de doen-
¢as neurodegenerativas. Os resultados indicam que
o valor estimado do pardmetro ¢ pode ser utilizado
como um dos possiveis marcadores bioldgicos, a fim
de melhorar as previsdes de crises epilépticas. [65].

Para uma visdo mais abrangente das aplicacoes fisicas
e interdisciplinares da entropia de Tsallis, o leitor pode
consultar obras de referéncia [30, 66H69]. As aplicagoes
destacadas, somadas as evidéncias experimentais que
as sustentam [70], tém consolidado a mecénica estatis-
tica de Tsallis como uma generalizagdo consistente da
abordagem de Boltzmann-Gibbs, permitindo a descrigdo
de fendmenos que escapam ao escopo do formalismo
tradicional.

3.5. Entropia de Rényi

Propostas alternativas de funcionais entrépicos, além
dos supracitados, foram feitas. Dentre elas esta a en-
tropia de Rényi [I7] definida como

w
SR — kln im1 PP
q 1— q :
Na literatura, diz-se com frequéncia que a entropia de
Rényi é obtida via abordagem do logaritmo formal da

entropia de Tsallis S;, como pode ser observado na
equagao [71] e que resulta em

(155)

Sf(Pi) =k

156
— (156)

A entropia de Rényi tem a vantagem de ser aditiva,
ou seja

SE(A+ B) = SE(A) + SE(B),

esse fato permite que a lei zero da termodindmica
seja satisfeita, o que nao acontece com a entropia de
Tsallis [72]. No entanto, ela é concava apenas para
0 < ¢ <1 [18], isso porque as fungdes In(x) e z? sdo
concavas nesse intervalo [73]. Viola para g # 1 a robustez
experimental, a produgdo de entropia por unidade de
tempo e a prépria concavidade fora do intervalo ja
mencionaddﬂ Entretanto, no limite em que ¢ — 1, tem-
se, utilizando a relagao

(157)

In(1+z)~ «z, (158)

6 Para entender o que é robustez experimental e produgio de
entropia por unidade de tempo, veja [8] e [36].
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na equagao ([155)),
1—q)S,=

Logo a entropia de Rényi, possui a entropia de
Boltzmann-Gibbs como caso particular, de modo
analogo como a entropia de Tsallis.

A entropia de Rényi, contudo, ndo desempenha um
papel tdo importante quanto as entropias de Boltzmann-
Gibbs e de Tsallis na mecénica estatistica. Isso se deve,
sobretudo, a sua incompatibilidade com uma generali-
zacao consistente das leis termodinamicas, o que limita
sua aplicabilidade a sistemas compostos por muitas
particulas ou que envolvam interagdes complexas [18].

4. Consideragoes Finais

No presente trabalho foi realizada uma revisao detalhada
de aspectos formais das diferentes formulagoes para a
entropia, com énfase nas entropias de Boltzmann-Gibbs
e de Tsallis. A entropia de Tsallis tem propriedades
mais gerais quando comparada a entropia de Boltzmann-
Gibbs e, nesse sentido, configura-se, ao menos formal-
mente, como uma candidata consistente a sua extensao.
No entanto, sob a perspectiva termodinamica, a entropia
de Tsallis apresenta limitacGes, notadamente a violagao
da lei zero da termodindmica, em decorréncia de sua
nao aditividade [74]. Ainda assim, seu estudo abre
caminhos relevantes para a investigacao de sistemas fora
do equilibrio e com correlagdes de longo alcance.

A discussao desenvolvida neste artigo nao apenas es-
clarece e demonstra propriedades matematicas das fun-
¢oes entrépicas, como também introduz fundamentos da
mecanica estatistica ndo extensiva, proporcionando uma
visdo integrada das diferentes formulac¢Ges entrépicas.
Espera-se que esta andlise, apresentada em linguagem
acessivel a estudantes de graduacdo, contribua para o
aprofundamento da reflexdo e da investigacdo sobre as
diversas formulacGes entropicas e os fundamentos da
mecanica estatistica ndo extensiva e sistemas complexos.
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