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A teoria da relatividade, proposta no inicio do século XX, aplica-se a particulas e referenciais que se movi-
mentam com uma velocidade menor que a da luz. Nesse artigo mostraremos como esta teoria pode ser estendida
a particulas e referenciais que se movimentam mais rapidamente que a luz.
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The theory of relativity, which was proposed in the beginning of the 20th century, applies to particles and
frames of reference whose velocity is less than the velocity of light. In this paper we shall show how this theory
can be extended to particles and frames of reference which move faster than light.
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1. Sobre a necessidade de se formular
uma teoria dos taquions

No fim do ano passado, cientistas do Centro Europeu
de Pesquisas Nucleares (CERN) divulgaram os resul-
tados de um experimento [M] no qual neutrinos mais
rapidos que a luz tinham sido supostamente detecta-
dos. Coincidentemente, cerca de uma semana antes da
divulgagao desse resultado, o autor apresentou na 7* Se-
mana da Fisica da UFSCar [B] uma palestra justamente
sobre o tema, mais especificamente, sobre como a teo-
ria da relatividade poderia ser estendida de modo a se
aplicar também a referenciais e particulas mais rapidas
que a luz.? Essa palestra gerou naquela ocasido grande
interesse por parte de professores e alunos, e esse inte-
resse foi ainda mais amplificado apds a divulgacao da
noticia comentada acima. Desde entao, o autor recebeu
varios incentivos para que colocasse as ideias 14 apre-
sentadas na forma de um artigo, o que por fim resultou
no presente texto.

Embora estudos mais recentes [B] contestem os re-
sultados do experimento [0}, é oportuno mencionar
que existem outras evidéncias experimentais sobre a
existéncia de fenémenos superluminais na natureza [@].

1E-mail: rsvieira@df.ufscar.br.

Além do mais, somos da opiniao de que o estudo teérico
dos tdquions pode fornecer uma melhor compreensao da
propria teoria da relatividade, bem como de alguns te-
mas centrais em mecanica quantica. De fato, taquions
sao cogitados em algumas das mais modernas teorias da
fisica, como por exemplo em teoria de supercordas ou
em teoria quantica de campos. Acreditamos assim que
o estudo tedrico dos taquions seja amplamente justifi-
cado, mesmo que os resultados do experimento OPERA
nao estejam corretos.

Tentativas de se estender a teoria da relatividade ja
foram, é claro, propostas por diversos cientistas, muito
embora as publicagoes originais possam nao ser de facil
acesso.? Dentre as formulacdes propostas, destacamos
os trabalhos de Recami [B] e colaboradores, cujos resul-
tados, embora deduzidos através de uma matematica
bem mais avancada que a empregada aqui, coincidem
em sua grande parte com os nossos. A Ref. [A] consiste
em um artigo de revisao sobre o assunto, onde o lei-
tor interessado podera encontrar uma vasta quantidade
de referéncias, obter mais detalhes sobre a teoria, bem
como encontrar tépicos que nao serao discutidos aqui
(e.g., a eletrodinamica de tdquions).

Por uma teoria da relatividade estendida, nos refe-

2Tais particulas sdo chamadas em fisica teérica tdquions. A palavra tdquion, por sua vez, deriva do grego Tax¥s, que significa rdpido.
3Com efeito, o autor néo teve acesso a essas referéncias quando estudou o assunto, muito embora as tenha lido antes da redacio do
texto. Deste modo, com exegdo da segdo 9 que foi baseada nas Refs. [B,[], as dedugdes que se seguem foram retiradas principalmente
das notas de estudos do autor. Muitos desses resultados, todavia, ja foram obtidos anteriormente, como pode ser verificado na Ref. [@].
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rimos a uma teoria que se aplique a particulas e refe-
renciais quem se movimentam com velocidades maio-
res que a da luz, bem como a particulas e referenciais
que se “movimentam” para trds no tempo. Em espe-
cial é necessario estender as transformagoes de Lorentz
para tais referenciais. Embora essa extensao possa ser
deduzida sem maiores problemas em um universo de
duas dimensoes, (z,t), nos deparamos com dificulda-
des para implementa-la em um universo de quatro di-
mensoes, (r,y,z,t). As razdes pelas quais isso ocorre
serao comentadas na secao M Por fim, na secao 11
mostraremos que em um universo de seis dimensoes
(x,y, 2, tz, ty,t,) — trés dimensdes do tipo espago, trés
do tipo tempo — aquelas dificuldades desaparecem e as
transformacoes de Lorentz podem entao ser estendidas
sem qualquer desacordo com os principios da relativi-
dade usual.

Convém por fim mencionar que apés a consolidagao
da teoria da relatividade (para a qual Einstein, bem
sabemos, teve um papel fundamental), a hipGtese de
existéncia de particulas mais rapidas que a luz foi quase
que esquecida. Isso deveu-se principalmente ao fato de
que é impossivel, segundo a teoria da relatividade, se
acelerar uma particula massiva até a velocidade da luz
ou além, ja que uma quantidade infinita de energia se-
ria gasta nesse processo. Com isso pode parecer que a
teoria da relatividade proibe a existéncia dos taquions.
No entanto, essa conclusao é equivocada porque tais
particulas poderiam ter uma velocidade superluminal
desde o momento de sua prépria criagao. Por exem-
plo, tadquions poderiam ter sido criados juntamente ao
big-bang, ou entao serem criados por algum processo
quantico similar ao processo de criacao de pares de
particulas-antiparticulas. Em qualquer caso a veloci-
dade dessas particulas seria, em toda a sua existéncia,
sempre maior que a luz — nao ha nisso qualquer con-
tradicao com a teoria da relatividade, ninguém teve de
acelerd-las!

Do ponto de vista matematico devemos ressaltar
também que, ao associarmos ao universo uma completa
isotropia e homogeneidade, nenhuma das diregoes do
espago-tempo deve ser privilegiada em relagao as ou-
tras. Consequentemente qualquer valor de velocidade
deveria ser possivel. Nesse sentido, nao seria a possi-
bilidade de existéncia dos taquions uma surpresa, pelo
contrario, a sua nao existéncia é que exigiria uma ex-
plicagao tedrica.

2. Sobre a estrutura do espaco-tempo
Como se sabe, a formulacao da teoria da relativi-

dade deveu-se ao esforgo de vdrios cientistas (e.g., Lo-
rentz, Poincaré, Einstein, Minkowski etc.). A descrigao

Vieira

geométrica da teoria da relatividade — a chamada teoria
do espaco-tempo —, por sua vez, foi proposta primeira-
mente por Poincaré [B] em 1905 e, depois, de maneira
mais acessivel e detalhada por Minkowski [@] em 1909.

Essa descricao geométrica, que contém a prépria
esséncia da teoria da relatividade, pode ser fundamen-
tada nas seguintes afirmacoes, ou postulados.®

1. O universo é um continuum em 4 dimensoes — trés
dessas dimensoes estao associadas as dimensoes
espaciais usuais X, Y e Z, enquanto que a outra
estd associada a uma dimensao temporal, T

2. O espago-tempo, visto como um todo, é ho-
mogeéneo e isotrépico.”

3. A geometria do universo é hiperbdlico-circular.
Nos planos puramente espaciais, XY, YZ e ZX
a geometria é circular (i.e., euclidiana), enquanto
que nos planos que envolvam a dimensao tempo-
ral, TX, TY e TZ, a geometria é hiperbdlica (i.e.,
pseudo-euclidiana).

Em termos da descricao de Poincaré-Minkowski, qual-
quer referencial inercial pode ser representado por um
sistema de coordenadas adequado (sistema de coorde-
nadas inercial). O movimento de uma particula fica
representado por uma curva continua — uma reta, caso
a velocidade da particula seja constante —, a que cha-
mamos de linha de universo da particula. Em especial,
a velocidade da particula determina-se pela tangente do
angulo (hiperbdlico) que sua linha de universo faz com
o eixo do tempo do sistema inercial empregado. Ana-
logamente, a velocidade relativa entre dois referenciais,
v, determina-se pela tangente do dngulo (hiperbélico)
entre os eixos de tempo desses sistemas de coordenadas
e uma mudanga de referencial consiste, nessa descrigao
geométrica, a uma rotacao hiperbdlica? dos eixos coor-
denados.

Através dos postulados apresentados acima, toda a
teoria da relatividade pode ser formulada. Em espe-
cial, destacamos que a partir desses postulados pode-
mos mostrar o principio de invariancia da velocidade
da luz (pelo menos em duas dimensoes). Com efeito, o
fato de o espaco-tempo ter uma geometria hiperbdlica
implica a existéncia de uma classe de particulas cuja ve-
locidade é sempre a mesma, independente do referencial
inercial na qual ela é medida. Podemos nos conven-
cer disso ao notar que em uma geometria hiperbdlica
existem certas retas (as assintotas) que nao se alteram
quando uma rotacdo hiperbdlica é implementada. Se,
portanto, a linha de universo de uma particula for para-
lela a uma dessas assintotas, a sua direcao sera sempre
a mesma para qualquer sistema de coordenadas inercial
e, consequentemente, a particula terd sempre a mesma
velocidade para esses referenciais. O fato experimental

4A influéncia da gravidade sera explicitamente desprezada nesse texto.

5Se 0 espaco e o tempo forem considerados separadamente, essa expressao deve ser substituida por “o espaco é homogéneo e isotrépico
e o tempo é homogéneo”. Expressoes semelhantes devem ser interpretadas de forma andloga.

6No caso em que |v| > ¢ devemos considerar uma rotagao hiperbdlica estendida, conforme serd discutido na segédo E
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de que da velocidade luz é a mesma em qualquer re-
ferencial inercial fornece, assim, um forte argumento a
favor do carater hiperbdlico do espago-tempo.

Para uso futuro, faremos algumas defini¢es e con-
vengoes que serao utilizadas durante o texto. Uma
vez que estamos dispostos a levar em consideragao
particulas que se “movimentam” em qualquer diregao
do espago-tempo, convém empregarmos uma métrica
que seja sempre real e ndo-negativa. Optamos, assim,
por definir a métrica pela expressao,

ds = \/|c2dt? — da? — dy? — d=2|. (1)

A escolha da métrica, é claro, nao pode interferir nos
resultados finais da teoria, uma vez que sempre ha certa
liberdade em defini-la.

Em termos da métrica (O), vamos classificar os even-
tos como do tipo tempo, luz ou espaco conforme a
quantidade c?dt? — dz? — dy® — dz? seja positiva, nula
ou negativa, respectivamente. Uma classificagao seme-
lhante pode ser atribuida a particulas e referenciais.
Assim, por exemplo, particulas mais lentas que a luz
(bradions) serdo classificadas como particulas do tipo
tempo e particulas mais rédpidas que a luz (tdquions)
como particulas do tipo espaco. Particulas que se mo-
vem com a velocidade da luz (luxons) serdo classifica-
das, é claro, como particulas do tipo luz.

Também classificaremos as particulas de acordo com
a sua “direcao de movimento” no tempo. Particulas que
se movimentam para o futuro serdo chamadas de pro-
gressivas e as que se movimentam para o passado, de
retrogradas. Particulas que se movimentam com veloci-
dade infinita sé existem no instante presente e por isso
serdao chamadas de momentaneas. Uma classificagao
idéntica pode ser empregada a referenciais.

3. Antiparticulas e o principio da in-
versao

Na secao anterior introduzimos o conceito de particulas
retrogradas como particulas que voltam no tempo.
Nessa se¢ao vamos esclarecer como elas podem ser in-
terpretadas do ponto de vista fisico. Para que a dis-
cussao se torne mais simples, entretanto, vamos consi-
derar apenas particulas do tipo tempo, isto é, particulas
com velocidade menor que a da luz.

Deixe-nos comegar o nosso estudo analisando qual
deve ser a energia de uma particula retrégrada. Sa-
bemos da teoria da relatividade usual que a ener-
gia de uma particula (do tipo tempo) relaciona-se
com sua massa e seu momentum através da expressao
E? = p?c® + m2c*. Essa expressdo quadrética tem
duas solugoes para a energia: uma raiz positiva e ou-
tra negativa (geometricamente, esta equagao descreve,
para m fixo, um hiperboloide de duas faces). Na te-
oria relatividade geralmente interpretamos os estados
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de energia positiva como estados acessiveis a qualquer
particula livre progressiva, ou, em outras palavras, que
na auséncia de forcas uma particula progressiva sem-
pre possui uma energia positiva. Em virtude dessa as-
sociagao devemos, por consisténcia, interpretar os es-
tados de energia negativa como acessiveis somente a
particulas retrégradas, ou, em outros termos, que na
auséncia de forgas, particulas retrégradas sempre pos-
suem uma energia negativa.

Esses dois conceitos que separadamente nao pos-
suem sentido fisico — a saber, particulas que voltam
no tempo e particulas (livres) de energia negativa —,
podem ser conciliados através do chamado principio da
inversdo.? Esse principio baseia-se no fato de que qual-
quer observador considera o tempo como que fluindo do
passado para o futuro e que qualquer medicao da ener-
gia de uma particula livre resulta em uma quantidade
positiva. Desse modo, o principio da inversao estabe-
lece que uma particula retrégrada (cuja energia é nega-
tiva) deve sempre ser fisicamente observada como uma
particula progressiva usual (cuja energia é positiva).

O leitor poderia assim pensar que nao hé diferengas
entre particulas progressivas e retrogradas, ja que apa-
rentemente as tltimas sao vistas como as primeiras. No
entanto, isso nao é verdade, pois ao observarmos uma
particula retrégrada como progressiva, algumas de suas
propriedades acabam por se inverterem no processo.
Por exemplo, se a particula retréograda tem uma carga
elétrica +e¢, entao devido ao principio de conservacao de
carga elétrica, devemos observar a “particula invertida”
como que portando a carga —e. Isso pode ser mais bem
visualizado através da seguinte experiéncia.

Considere o fenémeno descrito na Fig. [, onde uma
particula progressiva P, de carga elétrica +e, interage
com um féton v e que, em virtude dessa interagao,
se torne uma particula retrégrada, Q. Note que a
particula @ é, em verdade, a mesma particula P, mas
que agora se “movimenta’ para tras no tempo. Por-
tanto, a carga elétrica portada pela particula @ é ainda
igual a +e.

Figura 1 - A particula progressiva P interage com o féton ~ e se
transforma na particula retrégrada Q.

Entretanto, quando esse processo for fisicamente ob-
servado, o observador fara uso do principio da inversao
(mesmo que de maneira inconsciente) e o fenémeno

7 Switching principle, em inglés. As vezes o termo “principio da reinterpretacao” é também empregado.
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passa a ser interpretado da seguinte forma: duas
particulas de igual massa se aproximam e, em dado
momento, colidem e se aniquilam, dando origem a um
féton. Desde que o féton nao tem carga elétrica e sa-
bemos que a carga elétrica observada da particula pro-
gressiva é +e, decorre que a carga elétrica observada
da particula retrégrada tem de ser —e. A conclusdo
que se tira disso é que o sinal da carga elétrica de
uma particula retrégrada se inverte no processo de ob-
servacao.

Assim, uma particula retrégrada de massa m e
carga e é sempre vista como uma particula progres-
siva de mesma massa e carga elétrica oposta. Ora, es-
sas sao justamente as propriedades esperadas de uma
antiparticula. Portanto o principio da inversao nos per-
mite concluir que qualquer particula retrégrada é obser-
vada fisicamente como uma antiparticula. O conceito
de antiparticulas pode ser visto, assim, como um con-
ceito puramente relativistico; nao é necessario se falar
de mecénica quantica para se introduzir esse conceito.®

Por fim, deixe-nos comentar que esses argumen-
tos também sao validos no caso de particulas do tipo
espago, ou seja, no caso dos taquions. No entanto, ve-
remos na se¢ao 8 que no caso dos taquions a energia
se relaciona com o momentum e a massa através da
relacio E? = p?c? — m?c?, equacdo esta que descreve
um hiperboloide de folha tunica. Assim podemos ve-
rificar que os tdquions possuem uma propriedade bem
interessante: eles podem passar de uma particula pro-
gressiva a uma retrégrada (e vice-versa) através de um
simples movimento continuo. Em outras palavras, ao
acelerarmos um taquion podemos fazé-lo se transformar
em um antitdquion e vice-versa (no momento dessa in-
versao, alids, o tdquion tornar-se-ia uma particula mo-
mentanea, ou seja, uma particula de velocidade infi-
nita). Isso, é claro, s6 é possivel para particulas do tipo
espago.

4. Deducao das transformacgoes de Lo-
rentz estendidas (em 2 dimensoes)

Deixe-nos agora mostrar como as transformacoes de Lo-
rentz podem ser generalizadas, ou estendidas, a referen-
ciais que se movimentam com uma velocidade maior
que a da luz, bem como para referenciais retrégrados.
Nessa se¢ao nos limitaremos, contudo, a formular uma
teoria em duas dimensdes. Como ja foi comentado, em
quatro dimensoes nos deparamos com diversas dificul-
dades para se fazer essa extensao, as quais serao ex-
plicadas na secao I Apresentaremos a seguir duas
dedugoes para as Transformacdes de Lorentz Estendi-
das (TLE), uma dedugao algébrica e outra geométrica.

Vieira

Deducgao algébrica: desde que, em duas di-
mensoes, os postulados apresentados na secao anterior
sao suficientes para mostrar que a luz se propaga com
mesma velocidade ¢ em qualquer referencial inercial,
podemos tomar esse resultado como o nosso ponto de
partida.

Considere assim que um determinado evento tenha
as coordenadas (ct,z) em relagdo a um referencial R e
que para um outro referencial inercial R’, que se movi-
menta em relagao a R com velocidade v, as coordena-
das desse mesmo evento sejam (ct’,2’). Suponha além
disso que os eixos coordenados desses referenciais sejam
igualmente orientados e que em ¢’ = ¢ = 0 a origem des-
ses referenciais coincidam.®

Nessas condigoes, se um raio de luz for emitido da
origem do referencial R no instante t = 0, entao esse
raio de luz se propagard, em relacao a esse referencial,
conforme a equagao

z? — 2t =0, (2)

e, para R’, devido ao principio de invariancia da velo-
cidade da luz, conforme uma equacao analoga

2 — 2t? = 0. (3)
As Egs. (B) e (B) implicam, portanto, que
2% = t”? = \v) (2 — ), (4)

onde A(v) nao depende das coordenadas e do tempo,
mas pode depender de v.

Por outro lado, desde que a velocidade do referen-
cial R quando medida por R’ é claramente —v, segue
também que

z® = t? = A(—v) (2 = *1?). (5)

Conclui-se, assim, a partir das Eqs. (@) e (8), que
A(v)A(—v) = 1. Entretanto, a hipStese de que o espago-
tempo é homogéneo e isotrépico impede que A (v) possa
depender da direcio da velocidade™ e somos levados &
condigao

Aw)?=1 = A(@) ==+l (6)

Temos assim dois casos a considerar. Deixe-nos pri-
meiro considerar o caso em que A (v) = +1. Nesse caso
a Eq. (B) se torna

(E/2 o C2t/2 _ .’E2 o 021527 (7)

e, como sabemos, a solucao da Eq. (@) nos leva direta-
mente as transformacgoes de Lorentz usuais,

ct —av/c ,  w—ut

1=/ Iy

ct' =

(8)

8 A conexiio entre particulas que voltam no tempo com antiparticulas ja foi, é claro, proposta por diversos cientistas (e.g., Dirac [g],

Stiickelberg [B,[0], Feynman [[,03], Sudarshan [[3], Recami [@] etc.).

9Daqui em diante, sempre que falarmos nos referenciais R e R’ assumiremos implicitamente que a velocidade relativa entre eles é v

e que as condicOes estabelecidas acima sdo sempre satisfeitas.

10De fato, é apenas nesse caso que as transformagdes procuradas formam um grupo, conferir a Ref. [G].
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Note que essas transformacoes contém a identidade
(para v = 0) e sao descontinuas apenas em v = =*c.
Consequentemente, essas transformacoes devem se apli-
car a todo o intervalo —c < v < ¢, e somente a esse
intervalo.

Esperamos assim que no outro caso, isto é, quando
A (v) = —1, as transformagoes encontradas estejam re-
lacionadas a velocidades maiores que a da luz. Mostra-
remos agora que de fato é isso o que ocorre.

Para A (v) = —1, a Eq. (@) se torna

22 22— (x2 _ c2t2) ) (9)

Através das substituigoes formais x — +i e ¢t — ticr,
podemos reescrever a Eq. (H) como

z? — Pt? =2 - A2 (10)

A Eq. () tem a mesma forma que a Eq. (@) e,
portanto, admite mesma solugao

cr —&v/e ;o &t
V1—02/2’ V1—0v2/c2
Expressando novamente essas equacoes em termos de
e t, obtemos

ct' =

(11)

ct —zv/c , x — vt

7\/1%, x zii\/m, (12)

e agora sO nos resta remover a ambiguidade dos sinais
presente nessas transformagoes. O sinal correto, con-
tudo, depende das “direcbes de movimento” dos refe-
renciais R ¢ R’ no espago-tempo, conforme pode ser
visualizado na Fig. B. No caso de uma transformagao
progressiva do tipo espago, facilmente se pode mostrar
que o sinal correto é o negativo.

Note que essas equagoes, assim como no caso ante-
rior, sao descontinuas apenas em v = Z4c¢, mas agora
elas sdo reais somente quando |v| > ¢. Essas equagoes
representam, por conseguinte, as transformacoes de Lo-
rentz entre dois referenciais cuja velocidade relativa
maior que a da luz, onde o sinal correto depende se
referencial R’ é progressivo ou retrégrado em relagao
R e pode ser visualizado na Fig. B.

Dedugao geométrica: do ponto de vista
geométrico, as TLE correspondem a uma rotacao (hi-

perbélica) definida sobre a curva™

|02t2 - x2| = p2 (13)

ct' =+

o o

oo

Podemos chamar tal transformagdo de rotacdo hi-
perbdlica estendida. Note que a Eq. (I3) representa
um par de hipérboles equiliteras e ortogonais. As
duas assintotas dessa curva dividem o plano em qua-
tro regioes desconexas, a que chamaremos de regioes I,
II, III e IV, respectivamente (ver Fig. B).
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Figura 2 - Grafico da curva |c — x2‘ = p?, as regides descone-
xas do espago-tempo e os sinais que devem ser empregados nas
transformacoes de Lorentz extendidas.

Para expressar tal rotagao, convém introduzir
as funcdes hiperbdlicas estendidas, coshe 6 e sinh. 6,
definindo-as através das relacoes

ct = pcosh 0, x = psinh, 0, (14)

onde 0 (0 < 0 < 2m) é o parametro circular usual e
p é dado pela Eq. (I3). Note que nessa descrigao
geométrica a velocidade passa a ser dada pela expressao

v/c = tanh, 6. (15)

As expressoes de cosh, 6 e sinh, 0, por sua vez, po-
dem ser determinadas através das funcoes hiperbdlicas
usuais, cosh¢ e sinhy, onde ¢ é o parametro hi-
perbdlico usual, —oco < ¢ < oo. De fato, se intro-
duzirmos em cada regiao do plano um pardmetro hi-
perbdlico ¢ correspondente, o qual deve ser medido,
por conveniéncia, como mostrado na Fig. B, entao as
fungbes cosh ¢ e sinh ¢ nos permitem parametrizar cada
um dos ramos da curva ([3). Assim, uma vez especifi-
cada a regiao na qual 6 pertence, p e ¢ determinam de
forma tdnica qualquer ponto da curva (I3) e, portanto,
determinam também as fungoes hiperbdlicas estendi-
das. Com essas convengdes, encontramos que

1 Tal rotacdo pode ser mais elegantemente descrita através do conceito de nimeros hiperbdlicos [@]. Um ntimero hiperbélico é um
nimero da forma z = a-+hb, com {a,b} € Re h: {h? = +1, h ¢ R}. Definindo-se o conjugado Z = a— hb, segue que |2z| = |a® —b?| = p?,
uma equagdo da mesma forma que a Eq. (I3). Obtém-se assim uma completa analogia com os nimeros complexos, mas com a diferenca
de que agora esses nimeros descrevem uma geometria hiperbdlica. Destacamos também que o mesmo pode ser feito através da chamada
dlgebra geométrica do espago-tempo [[T], com a vantagem de que esse formalismo talvez permita uma generalizacdo a dimensdes maiores.
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+coshyp, Oel
_ginh
cosh, § = sinhp, 6 €Il ,
—coshy, 6 €elll
+sinhp, 01V
(16)
+sinhy, 0O€l
h II
sinh, 0 = +C.OS v O€ ,
—sinhy, 0 €lll
—coshgp, 0e€lV

onde os parametros 6 e @ relacionam-se através da
féormula

h I, I
tanh, 6 = tan = +tanhe, 0 € (I, II) . (1)
—cothy, @€ (I, IV)

As expressoes das funcoes hiperbdlicas estendidas
também podem ser encontradas sem se fazer uso das
fungoes hiperbdlicas usuais. Para isso parametrizamos
a Eq. ([3) através das fungoes circulares, colocando
ct = rcosf e x = rsinf, onde r = /c?t2 + 22 . Isso
nos permite escrever diretamente,

ou, em termos da tangente,

a(0)
w/’l —tan29|,

cosh, 0 =

com
0(9):{+1, 77r/2<9<7r/2. (20)
-1, w/2<0<3n/2

A equivaléncia entre as Eqs. (I@) e (I¥) ou (M) é
encontrada quando se leva em conta a Eq. (IC4).

Uma vez definidas as fungoes hiperbdlicas es-
tendidas é facil obter as expressoes que descrevem
uma rotacdo hiperbdlica estendida. Sejam (ct,z) =
(p cosh, 01, psinh, 61), as coordenadas de um ponto do
plano para um sistema de coordenadas R, o qual su-
pomos pertencer ao setor I do espago-tempo. Se efetu-
armos uma rotagdo hiperbdlica passiva (i.e., dos eixos
coordenados), digamos por um angulo 6,5, vamos obter
um novo sistema de coordenadas R’ e as coordenadas
daquele mesmo ponto passarao a ser dadas agora por
(ct',2") = (pcosh, s, psinh, 03). Como 15 = 6y — b5,
segue que

ct’ = pcosh, (01 — 612), 2’ = psinh, (01 — 612) .

(21)

Vieira

n/2  3m/4 bid S5n/4  3m/2

0 /4 Ta/4 27

Figura 3 - Grafico da fungao hiperbdlica estendida, coshe 8. O
grifico da fungao sinhe 6 é semelhante a este, mas com uma de-
fasagem de /2 rad.

Substituindo as expressdes de cosh. (61 — 012) e
sinh, (61 — 612) por qualquer uma das expressoes acima
e simplificando as expressoes resultantes, levando-se
ainda em conta a Eq. (I0), pode-se verificar que (ct’, ')
relaciona-se com (ct, x) através das equagoes

ct’ = 0 (012) (ct coshe 12 — x sinh, 612) ,

(22)
2’ = §(012) (x cosh, O12 — ctsinh, 012) ,
onde
+1, tan®6 <1
0(0) = ’ . 23
©) {—1, tan?6 > 1 (23)

Por fim, utilizando a Eq. () e colocando tanh, 612 =
tan 2 = v/c, obtemos diretamente as transformagoes
procuradas, que sao idénticas as obtidas algebricamente

" (012) ct —av/c , (012) x — vt
ct’' =¢ —— =¢ ——,
VT VAT
(24)

onde € (012) = 0 (012) § (f12) determina o sinal correto
que deve figurar na frente dessas transformacoes, con-
forme esta indicado na Fig. Q.

Para encerrar esta segao convém mencionar que as
transformagoes de Lorentz estendidas, em conjunto com
o principio da inversao, explicam de forma simples a
validade universal do teorema CPT, no qual as leis da
fisica devem ser invariantes por transformagcoes na qual
a carga, a paridade e o sentido do tempo sao inverti-
dos. Efetivamente, a inversao temporal corresponde a
uma simples rotagao hiperbdlica estendida de 7 radia-
nos e, pelo principio da inversao, qualquer particula que
seja observada por esse referencial girado deve ter a sua
carga elétrica e paridade invertidas. Desta forma pode-
mos ver que qualquer violagao do teorema CPT impli-
caria na violacdo direta das Transformacoes de Lorentz
estendidas.

5. A lei de composigcao de velocidades e
as transformacgoes inversas

As transformacoes deduzidas na secao anterior formam
um grupo, no qual as transformacgoes de Lorentz or-
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dindrias constituem apenas um subgrupo. Deixe-nos
demonstrar essa estrutura.

Em primeiro lugar, notemos que a identidade é ob-
tida quando se faz v = 0. Mostraremos agora que a
composicao de duas TLE resulta ainda em outra TLE.
Para isso introduzimos um terceiro referencial inercial
R, que se movimenta em relacao a R’ com velocidade
u = ctanh, f23. Por outro lado, supomos que o referen-
cial R’ movimenta-se com a velocidade v = ctanh, 015
em relacao a R. A lei de transformacao entre R e R’ j4
conhecemos, ela pode ser escrita como

ct — x tanh, 0
Ct/ =& (912) ¢ 712 5

|1 — tanhg 912|

— cttanh, 6
o' = e (612) r—c el12

|]. — tanhg 612|'

Por sua vez, a lei de transformacao de R’ para R” pode
ser escrita por uma expressao andloga

ct' — 2’ tanh, 0
ct” =¢' (023) c 237
’1 — tanhg 923‘

(26)

' — ct’ tanh, 0
=& (923) c 23.

|1 — tanhz 923|

Nessas equagoes, €’ (f23) determina os sinais correspon-
dentes as transformacgoes de R’ para R”, os quais nao
precisam necessariamente ser iguais aos sinais presen-
tes nas transformacoes de R para R’. De fato, enquanto
na definigdo de € (012) o referencial de partida, R, era
suposto pertencer a regiao I do espago-tempo, o refe-
rencial R’ pode pertencer a qualquer regiao. Assim,
g’ (f23) é uma fungdo ainda a se determinar.

A substitui¢ao da Eq. (23) na Eq. (2@) nos fornece
a lei de transformagao entre R e R”. Apds algumas sim-
plificagOes, pode-se verificar que as expressoes obtidas
possuem a mesma forma de uma TLE, a saber,

ct — x tanh, 013

\/ ’1 —tanh?@lg‘,

ct" =& (013)

(27)
' =¢" (613) £ttt ’
|1 - tanh? 013]
onde,
€ (012) €' (023)
(0, — El012) € (Bas) 28
( 13) 5(9127923) ( )
com
+1, —tanfiatanfyz <1
5 (0us, ) — , 29
(012, 023) {1’ —tanfistan oz > 1 (29)
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W (6:a) — tanh, 615 + tanh, 0o3
tanhe ( 13) B 1+ tanhe 912 tanhe 023
(30)
Através da Eq. () podemos verificar que a Eq. (BD)
consiste em uma generalizagao da férmula de adigao
das tangentes hiperbdlicas, o que revela o seu signifi-
cado geométrico. Em termos das velocidades, a Eq. (B0)
pode ser reescrita como

o u+tvw
1 tuw/c?

(31)

w

A Eq. (BI) expressa a lei de composigdo de ve-
locidades em nossa teoria. Ela é exatamente igual a
expressao obtida na teoria da relatividade usual, mas
agora aplica-se a quaisquer valores de velocidade.

Podemos igualmente mostrar que existe a trans-
formacdo inversa. Para isso podemos colocar na
Eq. (E2) as condigoes ct’ = ct e 2" = x, e requerer
que a transformagao resultante seja a identidade. As-
sim verificamos que é necessario se ter fa3 = —f15 €
g” (013) = 1. Com essas condigdes torna-se possivel cal-
cular €’ (f23) através da expressio resultante de £’ (613).
De fato, encontramos que

e (023) = 6 (612) /e (012) = 0 (612) (32)

ja que d (012, —012) = 6 (012), com ¢ (012) definido pela
Eq. (23).

Substituindo esse resultado na Eq. (E@) obtemos
entao, em termos das velocidades, as expressoes procu-
radas das transformagdes inversas,

ct’' +2'v/c
VIL=v2/e]
x' + ot!

ViT=eje

onde colocamos ¢! (612) = o (612). Note que os sinais
das transformacoes inversas diferem dos que aparecem
nas transformagoes diretas. Essa diferenca deve-se ao
fato j4 comentado de que na transformacao R — R/,
assumimos que o referencial de partida pertencia sem-
pre a regiao I do espago-tempo, enquanto que na trans-
formacgao inversa, R — R, é o referencial de chegada
que fixamos a regiao I. Quando |v| < ¢ essa assimetria
nao interfere em nada, ja4 que nesse caso os sinais sao
sempre iguais nas duas definig¢oes, contudo, no caso em
que |v| > ¢, decorre que as transformagoes inversas nao
podem ser obtidas simplesmente pela substituicao de v
por —v, ainda é necessario multiplica-las por —1.

Por fim, mencionamos que a associatividade das
TLE pode ser igualmente demonstrada, o que completa
a sua estrutura de grupo.

ct =¢71 (012)

xTr = 671 (912)

= tanh, (612 + 623) .
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6. Referenciais conjugados

Introduziremos agora um importante conceito que sé
pode ser contemplado em uma teoria estendida da re-
latividade: o conceito de referenciais conjugados. A
definicao é a seguinte: dois referenciais sao ditos con-
jugados se a velocidade relativa entre eles for infinita.
Assim por exemplo, o referencial conjugado & R’ (que,
lembremos, se movimenta com velocidade v em relagao
a R) consiste em um referencial R* cuja velocidade é,
em relagao a R, igual a w = ¢?/v. De fato, obtemos da

Eq. (B )
u+v c
li —_— | =—. 34
ulﬁngo<1+uv/02> v (34)
E interessante notar que a velocidade w = ¢2 /v

é idéntica a velocidade de propagacao das ondas
quanticas de De Broglie. Grosso modo, isso permiti-
ria interpretar as ondas de De Broglie como o resultado
de uma espécie de campo que, para o referencial proprio
da particula quantica, se propaga com uma velocidade
infinita.

No que diz respeito a teoria dos taquions, a
importancia do conceito de referenciais conjugados
provém do fato de que uma transformacao do tipo
espaco entre dois referenciais, digamos, entre R e R’,
pode ser obtida por uma transformacao de Lorentz
usual entre os referenciais R e R*, bastando para isso
fazer as substituicdes v = ¢ /v, ct* = x e ¥ = ct. De
fato, desde que w = ¢?/v é menor que ¢ para v > c,
segue que a transformagao de R para R* é dada por

ct —xw/c . x—wt
V1—w?/c?’ V1I—w?/c?

e podemos verificar que essas expressoes se reduzem as
transformagoes corretas entre R e R’ ao efetuarmos as
substituigcoes indicadas acima.

Do ponto de vista geométrico a passagem de um re-
ferencial para o seu conjugado consiste em uma reflexao
dos seus eixos coordenados em relacao as assintotas da
curva (I3), ja que tal reflexdo tem justamente o efeito
de trocar ¢t por x e vice-versa (e, consequentemente, o
de substituir v por ¢?/v). Vemos assim que uma trans-
formacao de Lorentz estendida pode ser reduzida a uma
transformacao de Lorentz usual através de apropriadas
reflexdes em torno das assintotas (para o caso das trans-
formagoes do tipo espago) e em torno da origem (para
uma transformagao retrégrada do tipo tempo). Isso nos
fornece uma nova maneira de se deduzir as TLE.

Note, além disso, que se uma particula tiver velo-
cidade u = ¢?/v em relagao ao referencial R, entdo
ela terd uma velocidade infinita para o referencial R’,
ou seja, ela serd uma particula momentanea para esse
referencial. Assim, podemos verificar que se a veloci-
dade da particula for u > ¢?/v e, além disso, tivermos
v < ¢, entao essa particula se tornara retrégrada para
R, e serd observada como uma antiparticula por esse

ct* = (35)

Vieira

referencial. Se, do contrario, tivermos v > ¢ , entdao o
referencial R’ observard uma antiparticula sempre que
u < c?/v.

Desde que a velocidade relativa do referencial R em
relacao a R é —wv, decorre também que uma particula
de velocidade ' = —c?/v terd velocidade infinita em
R. Assim, no caso em que se tem |v| < ¢, o referen-
cial R vera uma antiparticula se u’ < —c?/v, e no caso
em que |v| > ¢, ele sé observard uma antiparticula se
u' > —c?/v. Essas relacoes, é claro, podem ser mais
facilmente encontradas pela andlise da Eq. (BO) ou da
Eq. (8D).

7. Réguas e relogios

Considere dois reldgios idénticos, mas com um deles fixo
no referencial R, enquanto que o outro é fixo no referen-
cial R'. Desejamos comparar o ritmo de funcionamento
desses relégios, quando medido por um desses referen-
ciais. Por exemplo, suponha que desejamos comparar
o ritmo do relégio fixo em R’ com o reldgio fixo em
R, quando ambos os relégios sao medidos por R. Para
isso, considere que o relégio de R’ leve o tempo 7/ para
dar uma oscilagao completa, quando o tempo é medido
por esse mesmo referencial. O tempo T correspondente
a oscilagao desse relégio para o referencial R pode ser
encontrado através das transformagoes inversas (B3), se
lembrarmos que Az’ = 0, j4 que o reldgio analisado est4
fixo em R’. Obtemos assim que

7_/

VIL=o?/3]

Podemos entao verificar que um relégio progressivo
(em relagdo a R) em movimento trabalha em um ritmo
mais lento que um relégio em repouso quando a sua
velocidade for menor que a da luz (como, alids, é bem
sabido). Mas para um relégio mais répido que a luz, o
seu ritmo de funcionamento continua a ser menor para
|v/¢| < V2 e passa a ser maior quando |v/¢| > V2. E in-
teressante notar que para |v/c| = v/2 ambos os relégios
voltam a funcionar no mesmo ritmo. Além disso, no
caso de um reldgio retrégrado, o relégio em movimento
marcara o tempo de tras para frente, o que expressa o
simples fato de que reldgios retrégrados devem marcar
o tempo no sentido do futuro para o passado.

Deixe-nos agora verificar como o reldgio fixo em R se
comporta em relagao ao reldgio de R’, quando os tem-
pos sao medidos por esse tltimo referencial. Nesse caso
devemos utilizar as transformacoes diretas e obtemos

T=c1(0) (36)

.
ViT=eje]

onde 7 é o tempo gasto pelo relégio fixo em R (i.e., que
se move com velocidade —v para R’) para dar uma os-
cilagao completa, sendo que esse tempo é medido por R.
Agora, o sinal que aparece na Eq. (B4) é determinado

T' =¢(6) (37)
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conforme a Fig. (@) e a andlise se torna pouco mais
ou menos complicada. E claro que nao ha problemas
quando |v| < ¢, passemos entdo a analisar o caso em
que |v| > ¢. Suponha primeiro que o referencial R’ seja
progressivo em relacao a R. Nesse caso encontramos
que € (0) = —1 e o relégio que para R’ se movimenta
com velocidade —v trabalha no sentido contrario ao do
relégio fixo em R’. Isso significa que o relégio de R é
retrégrado em relagdo & R'. Que isso é verdade pode
ser verificado através do que foi comentado na secao
anterior, onde se deve notar que u =0 e |[v| > ¢ (e que,
por conseguinte, u < c¢2/v).

No entanto, essa é uma situacao interessante por-
que acabamos de ver que para o referencial R, o relégio
em movimento funciona no mesmo sentido que o seu
relégio, em repouso. Assim, enquanto um dos referen-
ciais insiste que os relégios funcionam ao contrario, o
outro discorda, afirmando que ambos os reldgios tra-
balham no mesmo sentido! No caso em que o referen-
cial R’ é retrégrado em relacao a R a assimetria ainda
persiste, mas agora é o referencial R que vera ambos
os reldgios funcionarem no sentido contrario, enquanto
que para R’ os rel6gios funcionarao no mesmo sentido.
Essa assimetria, é claro, tem origem na prépria assime-
tria entre as transformagoes diretas e inversas.

Considere agora duas réguas idénticas, uma colo-
cada no referencial R e outra no referencial R’. Dese-
jamos comparar o comprimento dessas réguas, quando
analisadas por um desses referenciais. Se I, é o com-
primento da régua fixa em R’ quando medida por esse
referencial, entao o seu comprimento L, como medido
por R, é obtido ao se determinar onde se encontram os
estremos da régua em movimento em um dado instante
t. Fazendo uso das transformagoes diretas, encontra-

mos que
L=c(0) 1)/|1—v2/c]. (38)

Para |v| < ¢ reencontramos & contracao de Lorentz,
mas para |v| > ¢ obtemos que a régua em movimento
serd menor que a régua em repouso quando |v/c| < v/2 e
voltara a ter o mesmo comprimento quando |v/c| = v/2.
Por fim, para |v/c| > /2 teremos uma “dilatacio de Lo-
rentz”. Além disso, considerando que o referencial R’ é
progressivo em relagao a R, decorre que para R a régua
em movimento estard orientada contrariamente a sua
régua, em repouso.

Se, por outro lado, as medigoes sdo feitas por R/,
entao encontramos que

L' =c1(0) lo/1 — 02/, (39)

e agora para R’ a régua em movimento (que tem velo-
cidade —v) apontard para o mesmo sentido que a sua
régua em repouso. Encontramos assim as mesmas assi-
metrias comentadas mais acima.

Esses resultados podem, é claro, ser obtidos — e mais
bem compreendidos — através dos diagramas de Min-
kowski.
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8. Dinamica

Nesta se¢ao pretendemos responder a algumas questoes
referentes a dinamica dos taquions. Expressoes para a
energia e o momentum de uma particula mais rapida
que a luz serao deduzidas e mostraremos como tais
particulas se comportam quando na presenca de um
campo de forgas.

Como ponto de partida assumiremos que o principio
da acao estacionaria aplica-se também a particulas mais
rapidas que a luz. Isso, é claro, segue diretamente
da hipdtese de que o espago-tempo é isotrépico e ho-
mogéneo, uma vez que sabemos que esse principio é
valido para particulas mais lentas que a luz.

Como se sabe, o principio da acao estaciondria
afirma que existe uma quantidade S, chamada acao,
que assume um valor extremo (méximo ou minimo)
para qualquer movimento possivel de um sistema
mecéanico (no nosso caso, uma particula). Por ou-
tro lado, na auséncia de forcas o movimento de uma
particula corresponde a uma geodésica do espago-
tempo, curva esta que se reduz a uma reta quando
desprezamos a gravitagao. Isso significa que no caso
de uma particula livre a diferencial da agdo dS deve
ser proporcional ao elemento de linha ds da particula e
podemos escrever

dS = ads, ds=\/|c2dt2 — dx? — dy® — dz2|. (40)
Temos de enfatizar, entretanto, que a constante de pro-
porcionalidade « pode assumir valores diferentes em
regides diferentes do espago-tempo, uma vez que es-
sas regioes sao completamente desconexas. Portanto, é
conveniente considerar cada caso separadamente.

No caso de uma particula progressiva do tipo tempo,
a Eq. () assume a forma,

L(u) =acy/1—u?/c?, (41)

onde introduzimos a fungao de Lagrange, £ (u), para
expressar a acao em termos da velocidade da particula.

Como se sabe, as expressoes para a energia e mo-
mentum sao obtidas pelas férmulas

dS = L (u) dt,

p(u):a/:;iiu), E(u)=u~agifﬁ)—£(u). (42)

Aplicando-se a Eq. (E2) na Eq. (EI) obtemos, assim,

au/c E(u) = — ac .
JSimwe P e

Para determinar o podemos usar o fato de que essas ex-
pressoes devem, para baixas velocidades, se reduzir as
expressoes obtidas pela mecanica de Newton. Assim,
por exemplo, se expandirmos a expressio para o mo-
mentum em uma série de poténcias de u/c e retermos
apenas o primeiro termo, encontramos que p ~ —au/c,

pw) = - (43)
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ao passo que a mecanica de Newton nos fornece p = mu.
Vemos desta forma que a = —mc e, portanto, obtemos

mu ch

—, F(u) = ——,
i W o imaa

que sao justamente as expressoes conhecidas da relati-
vidade usual.

Ja no caso de uma particula progressiva do tipo
espago (i.e., no caso de um tdquion progressivo), a
funcdo de Lagrange assume a forma

L(u) = ac\/u2/c? — 1, (45)

e obtemos, por meio da Eq. (), as seguintes ex-
pressoes para o momentum e energia dessa particula,

p(u) = (44)

_ aufc ) = ac
= e P e

A constante «, entretanto, nao pode mais ser calculada
através da comparacdo dessas expressoes com as que
sao obtidas pela mecénica de Newton, ja que a velo-
cidade da particula é nesse caso sempre maior que a
da luz. Mas podemos, em contrapartida, calcular o li-
mite dessas expressoes para quando u — 00, € assim
procedendo encontramos que

(46)

lim p(u) =, lim E(u)=0, (47)

U—r 00 uU—>00

de onde se pode ver que «a consiste no momentum de
uma particula momentanea, ou seja, de velocidade in-
finita.

p(u)

Figura 4 - Gréficos para o momentum e energia de uma particula
progressiva com velocidade 0 < u < oo.

Desde que a massa de uma particula deve ser um
invariante universal, segue que podemos definir uma
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métrica também no espago da energia e dos momenta.
Fazendo uma analogia com a Eq. (0), podemos definir
essa métrica dinamica como

cdm = \/|dE2 — c2dp2 — c2dp? — 2dp?|. (48)

Assim, segue que a massa, a energia e o momentum
de uma particula devem estar relacionados sempre pela
formula mc? = /|E? — ¢2p2|. Se colocarmos, nessa
ultima equagao, E = 0, obtemos que p = mc¢ = « (onde
assumimos p é positivo para u positivo). Concluimos
deste modo que o momentum e a energia de um taquion
s@o dadas pelas as expressoes (note que essas quantida-
des, inclusive a massa m, sdo sempre quantidades reais)

mu TTLC2

U) = —=—=, Fu)=—x.
p(u) Vu?/c2 -1 () Vu?/c2 -1

Esse resultado pode também ser obtido através do em-
prego dos referenciais conjugados, introduzidos na sec¢ao
B Suponha que uma particula tenha velocidade u > ¢
para um referencial R. Entao para o referencial con-
jugado R* ela terd energia E* = c¢p e momentum
p* = E/c, enquanto que a sua velocidade passa a ser
w = ¢?/u, que é menor que c. Mas as expressoes para
o momentum e energia de um bradion (i.e., de uma
particula do tipo tempo) sdo dadas pela Eq. (E2), e
obtemos, por conseguinte,

(49)

m02

* e Er=—C (50

P i N

Podemos entao verificar que as substituicoes de E*, p
e w nas férmulas acima resultam exatamente na ex-
pressdo (E9).

*

No caso de particulas retrégradas, a funcao de La-
grange troca de sinal, ja que dt é negativo e £ = dS/dkt.
Por conseguinte, particulas retrégradas devem ter ener-
gia negativa, um resultado que ja haviamos indicado na
secao B

Por fim, deixe-nos mostrar como uma particula do
tipo espago deve se comportar quando submetida a um
campo de forgas. A forga que atua na particula conti-
nua, é claro, sendo dada pela lei de Newton, p = F', mas
agora p é dado pela Eq. (E9). Calculando a derivada,

obtemos
ma

F = 7‘(u2/62 _ 1)3/23 (5]‘)

onde a = du/dt denota a aceleragdo da particula. Note
que a forga é dirigida no sentido oposto & aceleracao.
Consequentemente duas particulas do tipo espaco que
dinamicamente se atraem (se repelem) devem se afastar
(se aproximar) uma da outra. Os conceitos de atracao-
aproximagao e de repulsao-afastamento, portanto, nao
sao mais equivalentes quando lidamos com taquions.
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9. Causalidade e o paradoxo de Tolman

Outro argumento geralmente empregado para se mos-
trar que particulas mais rapidas que a luz nao podem
existir é que a sua existéncia implicaria uma violagao
do principio de causalidade. Com efeito, suponha que
um tdquion seja emitido por um corpo A no instante ¢ 4
e que ele seja absorvido por outro corpo B no instante
tp, onde tg > t4. Como esses dois eventos (emisséo
de um tdquion por A e sua absorgdo por B) estao se-
parados por uma distancia do tipo espago, sabemos da
teoria da relatividade que é possivel encontrar um outro
referencial, com velocidade menor que a da luz, onde a
ordem cronoldgica desses eventos se inverte. Assim, se
assumirmos que o evento em A é a causa do evento B,
chegaremos entao a conclusao de que, para esse referen-
cial em movimento, o efeito precede a sua causa.

Portanto, se admitirmos que os conceitos de causa
e efeito sao absolutos, e que a causa sempre precede
o seu efeito, efetivamente seremos levados & conclusao
de que particulas mais rapidas que a luz nao podem
existir. No entanto, nao ha nada do ponto de vista ma-
tematico que dé suporte a essa hipotese. Pelo contrario,
se admitirmos uma completa isotropia e homogeneidade
do espago-tempo, entao nao temos outra escolha senao
considerar os conceitos de causa e efeito como que re-
lativos.

J& vimos, é claro, outras quantidades que eram
consideradas absolutas na teoria da relatividade usual
e tiveram de ser vistas agora como relativas. Um
exemplo é o conceito de emissao e absorcao. Uma
vez que pelo principio da inversao nao observamos
particulas retrogradas mas sim antiparticulas progres-
sivas, os processos de emissao (absorgao) de particulas
retrogradas devem sempre ser observadas como uma ab-
sorgao (emissdo) de antiparticulas. Podemos, é claro,
descobrir se uma particula foi de fato emitida (absor-
vida) se analisarmos o processo no referencial onde a
fonte (emissor) estd em repouso — nesse caso falaremos
de uma emissdo (absor¢ao) intrinseca ou prépria.

O carater relativo da causalidade, todavia, nao leva
a nenhuma contradigao a teoria. Na natureza, um
fendbmeno nunca descreve um evento isolado, mas sim
uma sucessao continua de eventos, a que podemos cha-
mar de processo fisico. Geometricamente um processo
descreve uma curva continua no espago-tempo e por-
tanto tem um carater absoluto: a ordem temporal com
que os eventos ocorrem podem diferir de referencial
para referencial, mas a curva em si, correspondente ao
fendbmeno em questao, é a mesma para qualquer um
deles. Isso, por exemplo, é suficiente para mostrar que
nao podemos voltar no tempo e matar o nosso avo. De
fato, o simples fato de existirmos significa que existe
uma curva no espago tempo conectando o nosso avo a
nos e, por essa curva ter carater absoluto, ela nao pode
ser (estar) desconectada por (para) qualquer observa-
dor, mesmo que este voltasse no tempo.
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Figura 5 - Experimento imaginado por Tolman. A primeira figura
descreve a situagao aparentemente paradoxal do experimento. A
segunda, o que de fato ocorre quando as mensagens sdo enviadas
e recebidas intrinsecamente.

Como exemplo de um paradoxo que envolve o con-
ceito de causalidade, deixe-nos analisar o interessante
paradoxo proposto e discutido por Tolman [I8] em 1917,
embora ele ja tivesse sido apontado dez anos antes por
Einstein [[@]. A argumentagdo que apresentaremos a
seguir basea-se nas Refs. [B,[d] e maiores detalhes po-
dem ser conferidos também nas Refs. [B,[3-20].

O paradoxo consiste em mostrar que se existissem
particulas mais rapidas que a luz, entao seria possivel
enviar informacgoes para o passado. Para mostrar isso,
considere que os referenciais R e R’ (com R’ movendo-se
com uma velocidade v < ¢ em relagdo a R) sejam equi-
pados com certos aparelhos telefénicos especiais, cuja
comunicagao é feita através da transmissao de taquions.
Imagine, assim, que um observador em R envie (evento
A) uma mensagem, digamos na forma de uma pergunta,
para R’ e que, apds o seu recebimento (evento B), um
observador em R’ mande de volta para R a sua res-
posta, que é entao recebida por R (evento C). Acontece
que, como pode ser visto na Fig. Ha, o observador em
R’ poderia em tese calibrar o seu aparelho de modo que
a mensagem enviada por ele chegue em R antes que esse
observador tenha enviado a sua pergunta. Assim, uma
vez que R obtém a resposta antes mesmo de fazer a
pergunta, R poderia deixar de fazé-la, no caso em que
nao poderia haver qualquer resposta por parte de R’, o
que constitui uma situagao paradoxal.

A falha nessa argumentacao reside no uso si-
multaneo de ambos os referenciais na descricao do
fenémeno, principalmente quando os termos “emissao”
e “absorcao” sao empregados. De fato, mostraremos
agora que se o referencial R’ receber intrinsecamente
a pergunta enviada por R, e também enviar intrinse-
camente a sua resposta, entao o referencial R sempre
receberd a resposta de R’ depois de ter enviado a sua
pergunta.

Para isso, suponha que a pergunta de R seja envi-
ada com uma velocidade u; e que a resposta volte com
uma velocidade us, com ambas as velocidades maiores
que a da luz e medidas sempre por R. Entao note que
para a resposta de R’ chegar antes da pergunta de R,
é necessario que se tenha |ui| > |uz|, porque para R
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o evento C é anterior a A e ambos chegam em B no
mesmo instante. No entanto, para que o referencial R’
receba intrinsecamente a pergunta de R é necessario
que se tenha |ui| < ¢*/v, j4 que do contrdrio, con-
forme vimos na se¢ao 6, essa mensagem seria retrograda
para R’ e o observador em R’ veria simplesmente a
emissao de uma mensagem por meio da transmissao de
antitdquions, conforme prediz o principio da inversao.
Da mesma forma, para que R’ emita intrinsecamente a
sua resposta, devemos ter |ua| > % /v, j& que a resposta
é enviada na diregao negativa do eixo X de R. Assim,
mostramos que |uz| > |ug|, uma contradicao.

Portanto, se o referencial R’ de fato recebe a per-
gunta de R e de fato emite a sua resposta, entao o
processo serd descrito, em verdade, pela Fig. Bb e nao
pela Fig. Ha. Nesse caso, a resposta sempre chegara
depois da pergunta.

E claro que a Fig. Ba também representa um pro-
cesso fisico valido, mas nao se refere efetivamente & si-
tuacao descrita no paradoxo de Tolman. Além disso,
nesse caso cada referencial terd a sua prépria visao do
que ocorre. Por exemplo, para o referencial R a Fig. B
a corresponde ao caso onde, primeiramente, hé o envio
da mensagem C' (por meio de antitdquions) e, logo de-
pois, o envio da mensagem A (por meio de tdquions),
por fim, ambas as mensagens chegam juntas em B. Ja
para R’ tudo se passa como se ele enviasse a mensa-
gem C para R por meio de antitiquions e, ao mesmo
tempo, enviasse a mensagem A por meio de taquions,
entao apds algum tempo ele veria que o observador em
R recebe a mensagem C e depois a mensagem A. Note
que a ordem cronolégica dos eventos depende do refe-
rencial considerado, mas o processo em si (que interliga
os eventos A, B e C) é unico.

10. Dificuldades para se formular a te-
oria dos taquions em 4 dimensoes

Na secao 4 conseguimos com éxito mostrar que em duas
dimensoes as transformacoes de Lorentz podem ser es-
tendidas, de modo a relacionar qualquer par possivel
e imaginével de referenciais inerciais (com excegdo da-
queles que se movimentam com a velocidade da luz, é
claro). Quando, porém, tentamos fazer o mesmo em
quatro dimensoes, nos deparamos com sérias dificulda-
des, as quais serao brevemente discutidas aqui.
Deixe-nos lembrar o leitor que ao estender as trans-
formagoes de Lorentz em duas dimensoes, fizemos o uso
de um importante principio: aquele que afirma que a ve-
locidade da luz é a mesma em qualquer referencial iner-
cial. Vimos, alids, que em duas dimensoes esse principio
pode ser deduzido a partir dos postulados apresentados
na se¢ao 2, de modo que ele pode ser visto como um
teorema da prépria teoria da relatividade. Quando, to-
davia, passamos para um universo de 4 dimensoes, nao
é mais possivel mostrar a validade geral desse teorema
da mesma forma que fizemos 14, de modo que em qua-
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tro dimensoes nao podemos nem mesmo afirmar que a
luz se propaga em superficies esféricas e com velocidade
c em qualquer referencial inercial.

Para mostrar mais claramente a origem dessa difi-
culdade, deixe-nos considerar por exemplo uma fonte
de luz fixa na origem do referencial R e supor que
em relacao a esse referencial a luz se propague em su-
perficies esféricas e com velocidade ¢. Em quatro di-
mensoes as assintotas do espago-tempo sao substituidas
por um cone — o cone de luz. O lugar geométrico (no
espago-tempo) de um raio de luz que é emitido por uma
fonte fixa em R é justamente esse cone de luz.

A teoria da relatividade usual mostra também que
para qualquer outro referencial inercial do tipo tempo,
a propagacao dessa luz é ainda representada por esse
mesmo cone de luz. Mas como a luz deve se comportar
para um referencial R’ do tipo espago? Nesse caso, o
eixo do tempo desse referencial estard sempre na regiao
externa ao cone de luz de R, de modo que nao é evi-
dente que a luz emitida pela fonte fixa em R deva se
propagar em superficies esféricas de velocidade ¢ para
R'. Além disso, podemos nos perguntar o que acontece
quando uma fonte fixa em R’ emite luz. Serd que para
R’ essa luz se propagara em superficies esféricas de ve-
locidade ¢? E para o referencial R, onde a fonte tem
velocidade v > ¢, o que ocorre?

Como se pode ver, ha varias questdes que ndao
podem ser respondidas de imediato, sem se ter in-
formacoes adicionais. De fato, o comportamento da
luz depende de suas propriedades intrinsecas, as quais
sao determinadas por uma teoria eletromagnética que
a priori desconhecemos. Deixe-nos analisar um pouco
mais essas possibilidades.

Podemos supor, por exemplo, que a fonte de luz fixa
em R’ (que vamos supor ter velocidade maior que a da
luz) também emita ondas esféricas e com velocidade ¢
para esse mesmo referencial. Entao agora deve existir
um outro cone de luz, correspondente a esse referencial
do tipo espago e que deve contornar o eixo do tempo
de R’. Uma vez que o eixo do tempo de R sempre es-
tard fora desse novo cone de luz, segue que para R a
luz emitida pela fonte em movimento nao se propagara
em superficies esféricas de velocidade ¢, mas antes terd
a forma de um hiperboloide de dupla face. Nesse caso
a velocidade dos raios luminosos dependeria, por con-
seguinte, da sua direcao de propagacao e o espago nao
poderia mais ser considerado isotrdpico.

Se, do contrario, considerarmos que a luz emitida
pela fonte em R’ se propaga em superficies esféricas com
respeito ao referencial R, ou seja, que no universo existe
apenas um cone de luz, e que o lugar geométrico dessa
luz sempre pertence a esse cone, nao importando qual
seja a velocidade da fonte que a emitiu, entao podemos
verificar que embora a luz se propague em superficies
esféricas de velocidade ¢ para R, o mesmo nao ocorre
para R, o qual deve observar a luz se propagando em
hiperboloides de dupla face.
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Para que a luz se propague em superficies esféricas
de velocidade ¢ em ambos os referenciais é necesséario
que as coordenadas transversais, iy’ e z’, do referen-
cial R’ sejam imagindrias (assumindo que y e z séo
reais). Pois somente desse modo se pode mapear um
cone de luz do “tipo tempo” em um cone de luz do
“tipo espago”’. Com efeito, isso pode ser demonstrado
ao se deduzir as TLE em 4 dimensoes, assumindo desde
o inicio a validade do principio de invariancia da veloci-
dade da luz para qualquer referencial inercial. De fato,
teremos nesse caso,

2y 22— = A (v) (xQ NI CQtQ) , (52)

no lugar da Eq. (@). Como se sabe, a solucao dessa
equagdo para A(v) = 41 consiste nas transformagoes

de Lorentz usuais, enquanto que, para A (v) = —1 ob-
temos
, ct —zv/c , x — vt
o =t—nun—o--— =t
Vv2/e?2 =1 /e —1 (53)
y =4y, 2 = +fiz,

e as coordenadas transversais 3’ e 2z’ tornam-se ima-
ginarias. Essa possibilidade foi considerada, por exem-
plo, na Ref. [21], contudo, a introdugao de coordenadas
imagindrias nao parece ser provida de qualquer sentido
fisico aceitdvel.

Se, por fim, negarmos a validade do principio de in-
variancia da velocidade da luz, obtemos entao as trans-
formagoes

W ct —av/c , x — vt
A =t————— =t
2 /02 ’ 2 /02 ’
2/ =1 Vv2/e?2 =1 (54)
Yy =+y, ==z,

em que todas as coordenadas sao reais. O problema é
que agora estamos nos casos discutidos anteriormente,
onde o espago nao pode mais ser considerado isotrépico.

Note que em cada uma das possibilidades discuti-
das acima, as componentes transversais das grandezas
fisicas se tornarao diferentes. Assim, por exemplo, a
formulacao da eletrodinamica dos taquions assumird
formas diferentes em cada uma dessas formulagoes. So-
mente a experiencia pode, contudo, decidir qual delas
estd correta, (isto é, assumindo que alguma delas es-
teja).

Em resumo, os argumentos apresentados acima nos
mostram que nao é possivel estender as transformacoes
de Lorentz de modo a satisfazer todos os postulados
apresentados na secao E1 Veremos na segao seguinte
que, se nao exigirmos a validade do postulado 1, isto é,
que o universo tenha quatro dimensoes, entao torna-se
possivel construir uma teoria dos taquions que satisfaca
os outros postulados.
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11. Uma possivel teoria em 6 dimensoes

Podemos nos perguntar por que encontramos dificulda-
des em estender as transformagoes de Lorentz em um
universo de quatro dimensoes, se em duas dimensoes
essa extensao é quase que direta. Apdés um pouco de
reflexao, podemos encontrar a resposta. O motivo pelo
o qual isso ocorre reside no fato de que em quatro di-
mensoes temos um numero diferente de dimensoes do
tipo espaco e do tipo tempo. Desde que a experiéncia
nos mostra que o universo tem trés dimensoes espa-
ciais (pelo menos), segue que devemos considerar um
universo de (no minimo) seis dimensées — trés do tipo
tempo, trés do tipo espaco. ™

Figura 6 - lustracao de um universo em 6 dimensoes — “universos
ortogonais”.

Mas o que devemos entender por um universo com
trés dimensoes de tempo? A interpretagdo que pro-
pomos aqui é a seguinte: embora o universo tenha trés
dimensoes do tipo tempo, o tempo fisico, isto é, o tempo
que de fato é medido por um observador, é sempre uni-
dimensional. Efetivamente, esse tempo fisico deve cor-
responder ao tempo proprio desse observador, ou seja,
deve ser determinado pelo comprimento de sua linha de
universo.

Dessa forma, consideramos também que as outras
duas dimensoes do tipo tempo, as que sao ortogonais
a linha de universo do observador, sao sempre ina-
cessiveis a esse observador. Assim, muito embora o
universo seja considerado hexadimensional pela teoria,
o universo fisico é sempre quadridimensional. De certa
forma, esse universo a seis dimensoes pode ser interpre-
tado como que composto por dois universos tridimen-
stonais ortogonais, conforme estd pictoricamente ilus-
trado na Fig. B.

Com essas interpretagoes, podemos definir a métrica
do universo em seis dimensoes pela expressao

ds = \[|c2dt2 + 2de2 + 2de2 — da? — dy? — 22|,
(55)
e a métrica fisica por

do = /|c2dt? — dx? — dy? — d22|. (56)

12 A concepgao de um universo em seis dimensdes também j4 foi proposta antes, conferir a Ref. [B].
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onde supomos que t = t, seja o tempo fisico medido
pelo observador correspondente (por uma escolha con-
veniente do sistema de coordenadas sempre podemos, é
claro, escolher ¢, como paralelo & linha de universo do
observador).

Deixe-nos entao mostrar agora como se pode ob-
ter as TLE que estejam de acordo com os postulados
apresentados na segao B0 Para isso, considere um de-
terminado evento de coordenadas (cty,cty,ct,,x,y, )
em relacao a um referencial R, mas que apenas as
coordenadas (ct,z,y,z) sejam acessiveis a esse refe-
rencial. Analogamente, para o referencial R’ deixe
(ct;,ct;,ct’z,:c’ ' ,z’) serem as coordenadas daquele
mesmo evento, onde agora somente as coordenadas
(ct',2',y', 2") sdo acessiveis a R.

Considere primeiro o caso em que v < c. Nesse
caso é evidente que as dimensodes acessiveis de R e R’
devem ser iguais, ji que para v = 0 devemos obter a
identidade. Assim, obtemos diretamente que as trans-
formagdes procuradas consistem nas transformacoes de
Lorentz usuais, acrescidas das relagoes

cty =cty, ct,=ct, y =y, 2=z (57)

Considere agora o caso de mais interesse em que
v > ¢. Aqui, pelo contrario, deve haver uma inversao
nas dimensoes acessiveis de R quando observadas por
R'. De fato, podemos dizer que os referenciais R e
R/ estdo, agora, em “universos ortogonais” diferentes.
Assim, as coordenadas ct, e ct, devem passar a ser
acessiveis para R’, enquanto que as coordenadas y e z
devem se tornar inacessiveis. Note ainda que para a luz
se propagar em superficies esféricas de velocidade ¢ em
ambos os referenciais é necessario apenas que se tenha
do = do’ = 0. Contudo, podemos considerar a hipdtese
mais forte de que sempre se tenha ds’ = ds = 0 para
um raio de luz. Nesse caso facilmente se verifica que
condicao anterior é satisfeita através das relacoes

cty, =y, ct, =+z,

y' = tcty, 2 =zxct,, (58)

as quais se somam as expressoes

by — — Uty
o, = Ty T )

ja deduzidas na secao 4, para constituir as TLE em seis
dimensoes. Note que agora todas as coordenadas sao
reais.

Deixe-nos por fim interpretar os resultados obtidos.
Em primeiro lugar é facil verificar que em ambos os refe-
renciais a luz se propagard com velocidade c. Isso pode
ser feito através da substituigdo direta das Eqs. (B3) e
(B9) na Eq. (BE). Além disso, notemos que nessa for-
mulagao, a forma como os tadquions sao observados no
referencial R pode ser completamente diferente de sua
forma para o referencial R’, uma vez que para o re-
ferencial R as coordenadas transversais sao dadas por
y = *cty, e z = tct’, as quais ndo sdo acessiveis a R'.
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Além disso, é interessante notar que se uma fonte
de luz for fixada ao referencial R’, entdo o referencial
R vera essa luz se propagando em superficies esféricas
com velocidade ¢, conforme mostramos, mas desde que
a fonte tem nesse caso uma velocidade maior que c,
teremos efetivamente a formagao de um cone de Mach,
pois a fonte estara sempre a frente das ondas que emite.
Pode-se mostrar entao que a superposicao das ondas
emitidas por essa fonte superluminal formam duas fren-
tes de onda com o formato de hiperboloides. A veloci-
dade de grupo dessas ondas depende da diregao, sendo
sempre maior que ¢ (exceto na diregao X, cuja velo-
cidade é ¢), isso, no entanto, deve-se puramente a um
fenomeno de interferéncia e ndo a uma anisotropia do
espaco, diferentemente do que ocorria nos casos discuti-
dos na segao anterior. Ondas desse tipo sao comumente
chamadas de “ondas X7 e efetivamente sao solucoes
superluminais das equagdes de Maxwell [E2, 23] — es-
sas ondas, inclusive, j& foram observadas e até mesmo
produzidas em laboratério [@,Z224|, o que constitui
uma importante verificagado experimental da existéncia
de fendbmenos superluminais na natureza.
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