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Este trabalho trata das primeiras formulagbes teéricas da Cinematica, realizadas sobretudo no século XIV,
no Merton College da Universidade de Oxford e na Universidade de Paris. Mostramos como os pensadores de
Oxford definiram explicitamente o problema cinematico e elaboraram uma estrutura tedrica para o tratamento
quantitativo do movimento, ressaltando-se os conceitos de velocidade e aceleracdo. Destacamos os importantes
resultados obtidos nesses estudos, como os Teoremas da Velocidade Média e da Distancia Percorrida, aplicaveis
a movimentos com aceleracdo constante. Vemos que, nas maos dos pensadores da Universidade de Paris, o
tratamento matemético adquiriu um amadurecimento, com a introducao de representacbes graficas, a partir das
quais os resultados puderam ser mais facilmente extraidos. Vemos também que, apesar de os estudos conduzidos
em Oxford se caracterizarem por uma abordagem essencialmente tedrica e abstrata, os desenvolvimentos realizados
em Paris, pouco tempo apds, marcaram-se por uma preocupacio maior de aplicacdo do formalismo a problemas
concretos, como por exemplo o movimento de queda livre e o da rotacdo de corpos rigidos.
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This work deals with the first theoretical formulations of Kinematics, carried out mainly in the fourteenth
century, at Merton College, University of Oxford, and at the University of Paris. We show how Merton’s scholars
explicitly defined the kinematic problem and elaborated a theoretical framework for the quantitative treatment of
movement, emphasizing the concepts of speed and acceleration. We highligth some important results obtained by
these researches, such as the Theorem of Average Speed and the Theorem of Distance Traveled, both applicable
to motions with constant acceleration. We see that, in the hands of the thinkers of the University of Paris,
mathematical treatment acquired a greater maturity, with the introduction of graphic representations, from
which the results could be more easily drawn. We also see that, despite the studies conducted at Oxford being
characterized by an essentially theoretical and abstract approach, the developments carried out in Paris, shortly
afterwards, were marked by a greater concern for an application of formalism to concrete problems, such as the

motion of free fall and the rotation of rigid bodies.
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1. Introducgao

Nos textos sobre histéria da Fisica é muitissimo fre-
quente encontrarmos o ponto de vista de que a obra
de Galileu possui um carater radicalmente inaugural,
retirando somente de seu génio inegavel todos os ele-
mentos necessarios a edificacdo de uma verdadeira ci-
éncia do movimento. Nao se pode, é claro, sem uma
indiscutivel violagdo histdrica, negar a Galileu o mé-
rito de sistematizar os conceitos fundamentais de uma,
de fato, nova mecanica, cuja formulagdo, apresentada
na obra Discurso sobre Duas Novas Ciéncias, nao foi
corrigida pelos estudos posteriores, ainda que tenha
sido imensamente alargada pelas ferramentas do célculo
infinitesimal, elaboradas poucas décadas mais tarde.
Entretanto, talvez haja nessa negagao intransigente de
qualquer tipo de vinculagao genética de sua contribuicao
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cientifica muito da concepcao roméantica do intelecto
genial, produzindo a histéria de nossa cultura por saltos
e rupturas drasticas.

A essa visao épica da historia do pensamento, contudo,
opoe-se outra, que considera a ciéncia como construc¢ao
gradual e coletiva, sem que se retire dos grandes vultos
intelectuais seu papel de destaque. Dentro dessa perspec-
tiva, podemos facilmente imaginar que, por mais genial
que tenha sido, a obra de Galileu ndo foi uma criacdo a
partir do nada [I]. Com efeito, de forma suficientement
geral a histéria registra as etapas de uma evolugao da
ciéncia, que flui em ritmos variados, ora mais discretos,
ora mais violentos, mas sempre continuos. O caso do
desenvolvimento da Mecanica nao parece escapar a esse
aspecto evolutivo.

Por outro lado, trata-se de um senso comum ima-
ginar o perfodo da Idade Média Ocidental como uma
época nula em termos de desenvolvimentos cientificos,
particularmente da Fisica. Contudo, talvez para nossa
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surpresa, é 14 que vamos encontrar muitos elementos
de discussoes embrionarias de nosso entendimento atual
da Mecénica. La encontramos a elaboracao gradativa de
uma linguagem e de conceitos fundamentais, em uma
formulacdo que viria a ser adotada em muitos pontos
pelo préprio Galileu, de maneira quase textual.

Essa andlise da génese e da formacao dos conceitos
é de muito proveito, ndo somente para os estudiosos
do Ensino de Fisica, como para os docentes em ge-
ral, que, em sua pratica didria, se deparam com as
dificuldades de entendimento por parte dos estudantes
de algumas nogoes que a muitos pareceriam imediatas.
A historia mostra que essas nogoes estdo longe disso.
Sao construgoes complexas, cheias de sutilezas, mas
cuja complexidade é escondida pela familiaridade que
parecem ter para nos.

Apresentamos aqui, portanto, um pequeno levanta-
mento histérico dos primérdios do desenvolvimento da
Cinematica no periodo medieval. Encontramos ai as
dificuldades de definicado e caracterizacdo precisa de
elementos bésicos da descricdo mecanica, como, por
exemplo, o de velocidade, hoje tdo imediato, mas que
parece ter sido explicitamente definido justamente na-
quele periodo, porém nao antes.

No panorama dos estudos cinematicos da Idade Média
tardia se destacam dois polos intelectuais: as Universi-
dades de Oxford, notadamente os estudiosos do Merton
College, e a Universidade de Paris. Verificamos como,
sob paradigmas completamente distintos dos nossos,
esses pensadores se debrucaram sobre a formulacao de
uma analise quantitativa do movimento, obtendo alguns
resultados cinematicos bem notaveis, como o chamado
Teorema da Velocidade Média, e apontando uma re-
presentagdo grafica a partir da qual diversos desses
resultados sdo concluidos de forma bastante direta.

Na primeira secao apds a introducao, fazemos uma
brevissima exposicao da Fisica aristotélica, apresentando
o paradigma dentro do qual todos os estudos medievais
foram conduzidos e sem conhecimento dos quais muito
das problematicas tratadas ndo podem ser compreendi-
das. Destacamos o fato de que encontramos na Fisica de
Aristételes os enunciados cineméticos mais antigos de
cujas fontes dispomos.

Na secao |3| apresentamos as primeiras ideias de repre-
sentacao geométrica do movimento, através da chamada
doutrina da latitude das formas, que formara a base dos
estudos medievais sobre o tema.

Na secao nos dedicamos a apresentacao dos es-
tudos conduzidos no Merton College da Universidade
de Oxford, no $éculo XIV. Vemos como esses estudos
constituem a primeira elaboragdo, propriamente dita,
da Cinemaética, e como até mesmo a explicitacdo da
natureza do problema cinematico, como estudo do movi-
mento em si e ndo de suas causas, surgiu nesse periodo.

Na segao damos destaque a um importante re-
sultado obtido pelos pesquisadores do Merton College:
o chamado Teorema da Velocidade Média, referente a
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equivaléncia em termos de deslocamentos efetuados em
certo intervalo de tempo entre um movimento unifor-
mente acelerado e um movimento uniforme, realizado
com uma velocidade exatamente igual ao valor inter-
medidrio entre as velocidades dos extremos do intervalo
considerado. Lembremos que esse resultado foi recupe-
rado por Galileu em sua obra Discurso sobre duas novas
ciéncias e aplicado a descrigao do movimento de queda
livre dos corpos, valida em uma hipotética situacao de
resisténcia nula do ar.

Nos defrontamos na segao [6] com um amadurecimento
do tratamento quantitativo do movimento, através da
introdugdo dos primeiros elementos da representacao
grafica, sobretudo com o estudioso parisiense Nicole
Oresme. De posse dessa abordagem grafica, Oresme
produz novas demonstragoes dos resultados obtidos em
Oxford e, em certos pontos, lhes generaliza, como é o
caso do teorema a respeito das distdncias percorridas
em intervalos de tempos iguais em um movimento
uniformemente variado.

Na secao [7| mencionamos a abordagem cinemética
parisiense de um problema concreto, a saber, o da queda
livre dos corpos. Veremos o entendimento de Oresme e
de Alberto de Saxonia, esse ultimo, ao que tudo indica,
muito influenciado pelo primeiro. Em nenhunma das
duas abordagens ja se percebe uma associacao direta
com o movimento uniformemente acelerado, desenvol-
vido teoricamente em Oxford, e, logo em seguida, em
Paris. Essa identificacdo s6 ocorrera, pela primeira vez,
em meados do século XVI, com o espanhol Domingo de
Soto [2H4].

Na tltima secao, tratamos do problema da descri-
¢ao cinemadtica da rotagdo de corpos. Vemos que ai a
complexidade conceitual da questao parece ter oferecido
grandes dificuldades aos pensadores medievais, de tal
modo que os desenvolvimentos obtidos foram muito inci-
pientes. Vale notar, entretanto, as primeiras formulagoes
do conceito de velocidade angular, distinto da ideia
de velocidade (linear), como elemento importante para
abordagem do problema.

2. A Fisica de Aristoteles e os Primeiros
Esbogos Cinematicos

A Fisica de Aristételes é a ciéncia dos movimentos
terrestres. No entanto, naquele contexto o termo mo-
vimento ndo tem o mesmo significado que tem para nos.
Para Aristoteles, os corpos terrestres sofrem mudancas
de quatro modalidades: mudangas de lugar, que ele
denominava de mudancas locais; acentuacdo ou atenu-
acao de suas caracteristicas, bem como aumento ou
dimuicdo de tamanho, chamadas por ele de mudancas
quantitativas; alteracoes de caracteristicas nao essenciais
do ser, chamadas de mudangas qualitativas, e, por
fim, mudancas na esséncia do ser, descaracterizando
sua identidade fundamental, denominadas de geracao e
corrupgao. Aristételes reservava o termo movimento as
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trés primeiras categorias de mudancgas, em que a esséncia
do ser se preservava. O movimento era, portanto, um
processo que se dava dentro dos limites do ser, evitando,
assim, as contradigoes légicas envolvidas na ideia de uma
passagem do ser ao nao ser.

Para Aristoteles, toda mudanca tem causa. Entre-
tanto, novamente o termo causa assume na obra do
fil6sofo significado diverso do modo como o entendemos
hoje. Para ele, causa significa tudo aquilo que determina
0 processo. Assim sendo, na medida em que o processo
é protagonizado pelo ser, ele considera os elementos que
determinam o ser como causa do processo. Segundo ele,
todo objeto material tem uma matéria de que é feito
e uma forma, que reiine as caracteristicas essenciais
que fazem daquele ser aquilo que ele é. Deste modo,
Aristételes classifica esses dois elementos, matéria e
forma, como causas do processo que se dd com esse
ser, denominando-as causa material e causa formal,
respectivamente. Além dessas modalidades de causa,
Aristoteles identifica outras duas. A primeira delas é a
que ele chama de causa eficiente, que corresponde ao
agente que produz o fendmeno. Essa é a modalidade que
guarda uma correspondéncia direta com o significado de
causa que a Fisica atual assume. Por tltimo, Aristételes
considera que nenhuma mudanca ocorre de forma gra-
tuita; todo processo tem uma finalidade a ser cumprida.
Essa finalidade foi denominada por ele de causa final.

Aristételes estabeleceu ainda uma categorizacao dos
movimentos segundo outro critério, qual seja: existem
processos que ocorrem espontaneamente, pois faz parte
da natureza do ser evoluir daquela maneira. Ele deno-
minou esses movimentos de naturais. Por outro lado, ha
processos que nao sao préprios da esséncia do ser, nao
representam uma tendéncia natural determinada por sua
forma; para que ocorram, é preciso uma agdo externa.
Aristételes denominou esses movimentos de violentos ou
forgados.

Um exemplo tipico da distingdo entre movimentos
naturais e forcados pode ser encontrado no caso de
um objeto sélido, como uma pedra. Para Aristételes,
o Cosmos era uma estrutura rigidamente organizada,
em que cada ser material possuia um lugar previamente
determinado segundo sua natureza. A matéria terrestre
era composta de uma combinacdo de quatro elementos
bésicos: terra, dgua, ar e fogo — concepgao do filésofo
Empédocles, que Aristételes incorporou a seu sistema.
O lugar natural do elemento terra era o centro do
Universo, formando uma esfera central, que, alids, cons-
tituia nosso Planeta. Os demais elementos formavam
camadas concéntricas, nessa ordem: agua, ar e fogo.
Aristoteles atribuia a esses elementos duas propriedades
fundamentais e opostas: peso (gravidade) e leveza, que
significavam, no primeiro caso, uma tendéncia natural
de se dirigir ao centro do Universo, e, no segundo caso,
de se afastar desse centro. Terra e dgua seriam elementos
pesados; ar e fogo elementos leves. Essa distingdo se
reflete nas diferentes disposi¢des reservadas aos quatro
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elementos na organizacao prévia do Cosmos.

Pois bem, quando abandonamos uma pedra de alguma
altura acima do solo, ela tendera naturalmente a ir em
direcao a Terra, pois busca espontaneamente restabele-
cer a ordem césmica perturbada por seu levantamento
do solo. Trata-se, portanto, de um movimento natural,
na medida em que determinado pela prépria natureza do
objeto. Se, no entanto, lancarmos essa pedra para cima,
esse movimento de afastamento da Terra serd contrario
a sua tendéncia natural, ou seja, serd um movimento
violento.

Como bem estabeleceu Aristételes, um movimento
violento exige a agdo permanente de um agente externo,
por meio de uma forga. Para o filésofo, nenhuma forga
pode agir sendo por contato direto. Ora, no caso, o iinico
agente material com o qual a pedra estd em contato é
o ar. Assim, serd ele a causa eficiente, responsavel pela
forga impulsionadora do movimento.

Aqui intervém um importante elemento do sistema
aristotélico: a impossibilidade légica da existéncia do
vacuo. Segundo Aristételes, a velocidade de um movi-
mento serd tao maior quanto menor for a resisténcia que
o meio lhe oponha. Por sua vez, essa resisténcia sera tao
menor quanto mais “sutil” (menos denso) seja esse meio.
Na situacao extrema de auséncia de meio, a velocidade
do movimento seria infinita, o que seria um absurdo.
Desta forma, por esse raciocinio concluiriamos que a
hipétese de auséncia de meio é absurda, pois conduz a
consequéncias absurdas.

Retornando ao problema do movimento de projétil,
na concepg¢ao aristotélica a dianteira do objeto expulsa
o ar que esta a frente, ocupando seu lugar e tendendo a
criar um espacgo vazio atras de si. Como a existéncia de
um vacuo seria impossivel, o ar se desloca para ocupar
esse espaco vacante, impulsionando, assim, o objeto para
frente.

E importante observar que essa explicagao constituiu
o ponto mais vulneravel de toda a construgao doutrinal
de Aristételes, em tudo mais extremamente sistémica,
articulada e logica. Foi a esse ponto que foram dirigidas
as primeiras criticas ao sistema do filésofo grego.

Os livros VI e VII da Fisica de Aristételes contém
aqueles que sao considerados como os mais antigos
enunciados cinematicos existentes cujas fontes podem
ser consultadas. Ha enunciados talvez mais antigos, mas
que sdo citados de segunda mao e que nao podem ser
confirmados pelas fontes originais [5].

Nas passagens contidas nos livros citados, Aristoteles
estabelece uma comparagao entre movimentos locais,
estabelecendo relagdes de rapidez e lentidao entre eles.
Segundo sua definigao:

Uma vez que qualquer magnitude pode ser
dividida em outras magnitudes (pois foi
demonstrado que mnada continuo pode ser
composto de constituintes atomicos), seque-
se que, se P € mais rdpido do que Q, ele
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i) cobrird uma distdncia maior no mesmo
tempo; i) cobrird a mesma distancia em
um tempo menor; i) cobrird uma maior
distancia em um tempo menor. Mais rdpido
foi definido dessa maneira. (Livro VI, Cap.
I1, apud [6], p. 103).

Esses enunciados formaram a base das andlises subse-
quentes surgidas na Grécia Antiga, assim como dos es-
tudos medievais na area, que abordaremos logo adiante.

E muito importante frisarmos alguns pontos. Primei-
ramente, Aristételes, assim como nenhum outro grego,
nao define diretamente a velocidade como a razao entre
distancias e tempos; ele estabelece comparacgdes entre
distancias percorridas em dois movimentos distintos,
bem como entre os intervalos de tempo correspondentes.
Afinal, para o pensamento antigo, o requisito essencial
para a validade de uma comparagdo quantitativa entre
magnitudes de grandezas era o de que fossem grandezas
de mesma natureza.

No livro VII da Fisica, Aristoteles aprofunda essa
discussao, problematizando a possibilidade de compa-
racao entre movimentos em geral. Como vimos, o termo
movimento na ciéncia aristotélica tem significado amplo.
H&a movimentos de diferentes naturezas, conforme as trés
categorias assinaladas: qualitativo, quantitativo e local.
Para Aristételes, movimentos de categorias distintas
jamais podem ser comparados; sao de géneros diferentes.

Contudo, mesmo dentro do género “movimento local”,
Aristoteles identifica a impossibilidade de comparacéo
entre espécies diferentes de movimento. Ele cita expli-
citamente a possivel comparagdo entre um movimento
retilineo e outro curvilineo. Ainda que, nesse caso, as
grandezas quantificadas no processo sejam distancias,
o filésofo grego assinala a necessidade de disting¢ao
entre as duas espécies de movimento e a consequente
incomensurabilidade entre eles.

3. Os Primoérdios da Representacao
Geométrica do Movimento

O século XII assistiu a um fenémeno cultural que
foi batizado pelos historiadores de um primeiro Re-
nascimento Intelectual, anterior em mais de duzentos
anos aquele outro periodo que se popularizou por essa
denominagao. Isso se deu sobretudo a partir de dois
elementos principais: o nascimento das Universidades e o
chegada ao Ocidente cristdo de uma enorme variedade de
obras cientificas e filoséficas, tanto da antiguidade grega
como &rabes [7},[8]. Destacam-se nesse cendrio o conjunto
das obras de Aristételes, notadamente, em termos de
nosso interesse, da Fisica.

Esse imenso influxo de conhecimentos produziu pro-
porcional impacto no pensamento medieval, impulsio-
nando o interesse em areas do saber que pouco, ou
nada, haviam se desenvolvido na Europa Ocidental apés
o colapso da civilizacdo romana. No que se refere a
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Fisica, no século XIV dois centros de estudos se tornaram
proeminentes: primeiramente, a Universidade de Oxford;
logo em seguida, a Universidade de Paris [5]. Os desen-
volvimentos 14 obtidos ndo se mantiveram restritos; pelo
contrario, também no século XIV temos registros nas
universidades italianas, bem como na Universidade de
Praga, de estudos baseados nos trabalhos dos pensadores
do Merton College de Oxford [5] 9].

Esses primeiros estudos cinematicos foram baseados
na Fisica de Aristételes, porém dela diferiram de forma
muito significativa. Como vimos, o objeto da Fisica
aristotélica eram os movimentos, no sentido mais amplo
que o termo possuia no pensamento grego: nao apenas as
mudancas de lugar, mas também as chamadas mudancas
qualitativas e quantitativas. No entanto, essa ciéncia
era uma formulacdo essencialmente qualitativa; segundo
Aristételes, a matematica nao encontrava lugar em uma
descri¢ao dos fendmenos do mundo terrestre.

De fato, a concepgio de Aristételes era a tinica base
mais substancial sobre a qual os pensadores medievais
poderiam apoiar uma retomada dos estudos do mundo
fisico. No entanto, eles nela introduziram elementos de
analise quantitativa, ausentes da formulacao aristotélica
original, a chamada doutrina da “latitudes das formas”
[10].

Aparentemente, esse conceito surgiu pela primeira vez
no ambito dos estudos médicos de Galeno — século II
de nossa Era —, associado a ideia de que a constituicao
humana se estabelece por estados que veriam gradativa-
mente desde a plena satide, em um extremo, até a morte,
no outro extremo, passando por graus intermediarios de
menor satde, inclusive uma zona cinzenta, a qual nao se
pode atribuir uma condicao saudavel, porém tampouco
uma condi¢ao doentia.

Na teoria médica de Galeno, esses estados de satide
estdo associados as proporgoes de quatro “humo-
res”(fluidos corporais), naturalmente presentes no orga-
nismo: sangue, fleuma, bilis negra e bilis amarela. Uma
proporg¢ao balanceada significa uma condigdo saudével
do organismo; ji o excesso ou caréncia de um deles
implica uma condigao doentia. Podem existir margens de
variagao nessas proporgoes sem que o individuo adoega,
mas a vida humana nao sobrevive além de determinados
limites, que constituem as(os) “latitudes”(valores) extre-
mas(0s) que as qualidades (humores) podem assumir no
organismo sem comprometer a vida.

A teoria de Galeno incorporava também a doutrina
aristotélica das quatro qualidades opostas fundamentais:
quente e frio, imido e seco. Cada um dos humores teria
diferentes qualidades: o sangue seria quente e imido; a
fleuma, fria e imida; a bilis amarela, quente e seca, e
a bilis negra, fria e seca. Conforme houvesse excesso ou
déficit de um desses fluidos, o organismo assumiria uma
gama de estados frios ou quentes, imidos ou secos.

O pensamento medieval introduziu entdo uma abor-
dagem quantitativa a essas variagdes e associou a essa
sucessao de estados intermedidrios um continuum geo-
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métrico; as diversas latitudes das qualidades constituiam
pontos desse continuum, variando entre os extremos
admissiveis. Formou-se a partir dai um embrido de re-
presentacao grafica das variagoes nos valores das diversas
qualidades.

4. Os Estudos Cinematicos do Merton
College de Oxford

Entre os estudiosos de Oxford que se dedicaram ao
estudo da Cinematica destacam-se os nomes de Thomas
Bradwardine (1290-1349), William Heytesbury (c.1313—
1371/1372), Richard Swineshead (dados incertos) e John
Dumbleton (1310-1349). Com esses pensadores ja se
apresentaram alguns primeiros elementos que viriam a
constituir a mecanica moderna.

O primeiro desses elementos foi uma distingao clara
entre o estudo do movimento segundo suas causas,
calcado antes de tudo em uma relacdo entre as forgas
atuantes e a velocidade do moével — e por isso chamada
de Dinamica —, e um estudo do movimento segundo
suas caracteristicas em si mesmas, por eles denominado
de Cinemdtica. Na verdade, essa distingdo ja comegou
a se esbocar entre os comentadores de Aristoteles,
notadamente os arabes Averroes e Avempace. Embora
nao tenhamos o comentdario original de Avempace sobre
a Fisica de Aristételes, temos dele as citagoes do proprio
Averroes.

Em seu livro Fisica, Aristoteles afirma que a ve-
locidade de um corpo que se move através de um
meio material é inversamente proporcional a densidade
desse meio, de tal modo que, se houvesse vacuo e,
consequentemente, nenhuma resisténcia ao movimento,
a velocidade desse movimento seria infinita (Livro IV-
Cap.8, p. 215a apud [6]). A partir da citacao de Averroes,
sabemos que Avempace criticou essa tese [I1] [12]. Para
ele, a velocidade do moével seria proporcional nao a razao,
mas a diferenca entre a forca motriz e a forca resistente
que sobre ele agem. A densidade do meio afetaria dire-
tamente apenas essa ultima. Dessa maneira, a auséncia
de resisténcia nao introduziria qualquer inconsisténcia
légica a dindmica do movimento.

Avempace, porém, aqui levanta uma inte-
ressante questdo, pois ele diz que ndo se
segue que a propor¢do do movimento de uma
e mesma pedra na dgua, em relacio a seu
movimento no ar, é a propor¢do da densidade
da dgua para a densidade do ar, a ndao ser na
suposicao de que o movimento da pedra leva
algum tempo somente porque ela é movida
através de um meio. E se essa hipdtese
fosse verdadeira, seria entdo o caso de que
nenhum movimento requereria tempo, salvo
se alguém lhe resistisse — pois o meio parece
resistir a coisa movida. E se fosse assim,
entdo o0s corpos celestes, que ndo encontram
qualquer meio resistente, seriam movidos
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instantaneamente. E ele diz que a proporcao
da raridade da dgua em relagdo a raridade do
ar estd na propor¢ao do retardo ocorrendo ao
corpo movente na dgua em rela¢do ao retardo
ocorrendo no ar.... E se concedermos o que
ele disse, entdo a demonstracao de Aristo-
teles serd falsa; porque, se a proporcio da
raridade de um meio em relacio a raridade
do outro é como a propor¢io do retardo
actdental do movimento em um deles para
o retardo ocorrendo mo outro, e mao como
a proporcao do movimento, ele mesmo, nao
se sequird que aquilo que € movido no vdcuo
seria movido em um instante; porque, nesse
caso, seria subtraido do movimento apenas
o retardo afetando-o em razdo do meio, e
seu movimento natural permaneceria. E todo
movimento envolve tempo; logo, aquilo que
é movido no vdcuo € necessariamente mo-
vido no tempo e com o movimento divisivel;
e nada impossivel se seguiria. (Averroes,
Comentdrios sobre a Fisica de Aristdteles
(Texto 71), apud [12]).

Para Avempace, pois, a ideia de movimento ndo é
indissociavel de meio material; o tinico requisito légico
para a inteligibilidade dessa ideia é o conceito de uma
extensao espacial percorrida em certo tempo. Em outras
palavras, Avempace concebe uma abordagem cinematica
do problema.

Averroes criticava essa posicdo de Avempace e, pelo
contrario, sustentava na integra a tese aristotélica da
impossibilidade do vazio. Esse debate se transmitiu ao
Ocidente cristao: o filésofo Sao Tomés de Aquino adotou
posicoes proximas & de Avempace, ao passo que Alberto
Magno e Egidio Romano mantiveram-se ao lado de
Averroes e do aristotelismo ortodoxo.

Mas contra esse arqumento de Aristdteles
levantam-se vdrias dificuldades. A primeira
delas é que ndo parece que se siga de que, se
houvesse movimento no vdcuo, ele ndo teria
propor¢io em sua velocidade com o mowvi-
mento que ocorresse no pleno. Pois qualquer
movimento que seja possui uma determinada
velocidade, em wvirtude da propor¢ao entre
a poténcia do motor em relacdo ao corpo
movente, mesmo que ndo houvesse qualquer
resisténcia. E isso € evidente tanto por exem-
plos como pela razdo. Por exemplo, no caso
dos corpos celestes, a cujo movimento nada
resiste; apesar disso sua velocidade € deter-
minada, de acordo com um tempo finito. (S.
Tomas de Aquino, In octo libros Physico-
rum Aristotelis Fxpositio, Lib. IV, Lect. II,
apud [12])

Os filésofos franciscanos do século XIV, Roger Bacon e
Duns Scotus também se perfilaram ao lado de Avempace,
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encampando a tese que Sdo Tomds de Aquino tornou
decisiva em defesa de Avempace — a de que o carater
essencial do movimento estd ligado a uma extensdo
percorrida em certo tempo, ao passo que a resisténcia
que eventualmente lhe é oposta é apenas um elemento
acidental.

A distingado esbocada entre abordagem Cinematica e
Dinamica foi explicitada na obra De Motu, atribuida a
Richard Swineshead:

Tendo falado de maneira genérica em relagdo
a medida da velocidade com respeito a causa,
devemos agora ver sua medida com respeito
aos efeitos (apud [5], p. 243),

bem como na obra de 1328, Tratado sobre as Pro-
porcoes de Velocidades em Movimentos, de Thomas
Bradwardine, cujos terceiro e quarto capitulo tratam,
respectivamente e de modo distinto, das “proporgoes
das velocidades no movimento com relacao as forgas dos
motores e das coisas movidas”, ou seja, uma aborda-
gem dindmica, e “com relagdo as magnitudes da coisa
movida e do espago percorrido”, isto é, um tratamento
cinemaético.

De resto, a caracterizagao cinematica aparece de forma
explicita em uma obra denominada Do Continuum,
também atribuida a Bradwardine:

3. Um continuo sucessivo € um continuo
cujas partes sdo sucessivas em rela¢do ao
antes e o depois(...)11. Movimento é um

continuo sucessivo medido por tempo. (Apud
[5], p. 230).

Na verdade, a ideia de se analisarem movimentos
locais (deslocamentos) sob o ponto de vista quantitativo
nao é, absolutamente, original. Ela estd presente na
antiguidade grega, a comecar pela Fisica de Aristé-
teles, em cujo livro VII o filésofo estabelece relagoes
comparativas entre movimentos distintos, em termos de
distancias espaciais e tempo. Ainda na Grécia antiga,
outros trabalhos, como De Spera (Sphaera) mota, de um
autor chamado Autolycus de Pitane, escrita por volta
de 310 A.C., além de obras de Arquimedes, apresenta-
ram relagOes quantitativas dessa natureza. No entanto,
repisemos, os gregos somente compararam dimensoes
espaciais a espaciais, e temporais a temporais. Nesse
quesito, a originalidade dos medievais reside sobretudo
na introducdo de um elemento novo, a saber, a expli-
citagdo de uma grandeza velocidade, quantitativamente
determindvel [5].

Na realidade, os estudiosos de Oxford desenvolveram
toda uma série de conceitos necessarios ao tratamento
cinemdatico do movimento, nem sempre empregando a
mesma linguagem hoje utilizada, mas sempre de uma
forma em que é possivel estabelecer uma correspondén-
cia com os significados modernos, a comegar por uma
defini¢do mais precisa do proprio conceito de velocidade.
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Os oxfordianos estabeleceram uma classificacdo dos
movimentos locais. Cunharam o termo “diformes” para
os movimentos em que, diferentemente dos uniformes,
em tempos iguais nao sdo percorridas distdncias iguais.
Dentro dessa categoria, definiram os chamados “uni-
formemente diformes”, aqueles em que, em tempos
iguais, ha incrementos iguais nos graus de movimento
(velocidade).

Particularmente no que se refere a ideia de veloci-
dade, os estudiosos do Merton College desdobraram seu
significado em diferentes denominagoes. Além do termo
velocidade, eles empregavam os termos “qualidade de
movimento” ou “velocidade qualitativa”, “quantidade
de movimento” ou “velocidade quantitativa”, e, ainda,
“graus de movimento”, com significados distintos: em
alguns casos, sutilmente distintos, em outros, substanci-
almente.

A distingdo entre “qualitativo” e “quantitativo”
guarda relagdo com a ideia de grandezas intensivas e
extensivas, expressas originalmente como “quantidades
virtuais” ou intensivas, e quantidades “corporais ou
dimensionais”. As quantidades intensivas se referem aos
valores de uma grandeza em cada ponto, ao passo que as
extensivas se referem aos efeitos acumulativos da gran-
deza, somados por toda a extensao em que essa grandeza
se faz presente. Nesse sentido, a ideia de velocidade
qualitativa corresponde a velocidade em certo instante,
ao passo que a velocidade quantitativa corresponde a
distancia percorrida ao final de certo tempo — apa-
rentemente os medievais nao faziam distingdo entre os
conceitos de distancia percorrida e deslocamento, como
nés hoje fazemos. Ji4 o termo “graus de movimento”
representaria o valor numérico da grandeza velocidade.
Essa distingao entre velocidade quantitativa e qualita-
tiva surge de forma mais clara com uma representagao
grafica, introduzida por volta de 1350, conforme veremos
adiante.

O movimento diforme (variado), em que a velocidade
muda, coloca justamente o desafio da definicao e deter-
minagdo da velocidade instante a instante. A solugdo
encontrada pelos estudiosos de Oxford, explicitada tanto
por Heytesbury quanto por Swineshead, foi defini-la em
termos de uma distancia percorrida, mais precisamente
a extensao percorrida em certo tempo caso o objeto
tivesse prosseguido uniformemente com a velocidade que
possuia no instante citado.

Em Do Movimento,
R. Swineshead, temos:

manuscrito  atribuido a

O motivo de que a velocidade desse movi-
mento [diforme] seja medido por uma linha
descrita € esse: a todo grau de velocidade em
um movimento local (isto €, de wvelocidade
qualitativa ou instantdnea) corresponde uma
distincia linear que seria descrita em certo
tempo, assumindo-se um movimento durante
todo o tempo com esse mesmo grau. (Apud
[B], p. 243).
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Ja em Regras para Solugcgo de Sofismas, de

W. Heytesbury, encontramos:

Em um movimento mao uniforme, a velo-
cidade em qualquer instante serd medida
(attendetur) pelo caminho que seria descrito
pelo ponto mais rdpido se, em um periodo de
tempo, ele fosse movido uniformemente com
o mesmo grau de velocidade (uniformiter illo
gradu wvelocitatis) com o qual era movido
no referido instante, qualquer que seja ele.
(Apud [5], p. 236).

Vale dizer que, em sua obra Discurso sobre duas novas
Ciéncias, Galileu ainda aplica essa mesma forma de
determinacao da velocidade.

Assim, podemos conceber que o movimento
€ uniformemente e continuamente acelerado
quando, em iguais periodos de tempo, iguais
incrementos de rapidez sdo adicionados. . .
Para colocar a matéria de maneira mais
clara, se o corpo maovel continuasse seu movi-
mento com o mesmo grau de momento de ve-
locidade (gradus seu momentum velocitatis)
que adquiriv ao final do primeiro intervalo
de tempo, e continuasse a se mover unifor-
memente com esse grau de velocidade, entdo
seu movimento seria duas vezes mais lento
do que aquele que teria caso sua velocidade
(gradus celeritatis) tivesse sido adquirida em
dois intervalos de tempo. (Apud [5], p. 236),

e ainda

Disso claramente se seque que tal wveloci-
dade instantdnea e nao uniforme (velocitas
instantanea) nao é medida pela distincia
percorrida, mas pela distancia que seria per-
corrida por tal ponto, caso ele se movesse
uniformemente por tal ou tal periodo de
tempo com a mesma velocidade com a qual
era movido no instante assinalado. (Apud [5],

p. 236).

Na verdade, o que se observa é que, na auséncia da
ferramenta do calculo diferencial, capaz de estabelecer
uma defini¢do precisa de velocidade instantanea, torna-
se um desafio aparentemente insoluvel determinar a
velocidade de outra maneira que nao a proposta em
Merton.

Os estudiosos do Merton também explicitaram uma
grandeza denominada aceleracdo. Embora a ideia de um
movimento de ritmo varidvel fosse discutida desde a
antiguidade, em particular na obra de Strato, citada no
Comentdrios sobre a Fisica de Aristételes, do também
grego Simplicio, o tratamento dado naquela época era
sempre em termos de espagos percorridos e temposﬂ

1 Embora ndo disponhamos mais dos originais de Strato, ndo
se encontra na traducdo inglesa dos Comentdrios de Simplicio
qualquer referéncia ao uso do termo aceleragio.
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E natural imaginarmos que o conceito de aceleracio
nao tenha sido elaborado pelos antigos, na auséncia da
formalizacdo do préprio conceito de velocidade. Dado
esse passo, os estudiosos de Merton ja eram capazes de
tratar explicitamente a questao.

Novamente em W. Heytesbury, Regras para Solucdo
de Sofismas, temos:

1-Pois um movimento qualquer é uniforme-
mente acelerado (uniformiter intenditur) se,
em qualquer uma das iguais partes de tempo,
ele adquire um igual incremento (latitudo)
de wvelocidade. E tal movimento é unifor-
memente desacelerado se, em cada uma das
iguais partes de tempo, ele perde um igual in-
cremento de velocidade. Mas um movimento
€ ndao uniformemente acelerado quando ad-
quire ou perde um maior incremento de
velocidade em uma parte do tempo do que
em outra igual. (Apud [B], p. 237),

enquanto no fragmento De Motu, atribuido a

Swineshead, encontramos

Deve-se saber também, assim como a acele-
racio (intensio motus) estd relacionada (se
habet) a velocidade, a velocidade estd relaci-
onada ao espago; Pois, assim como 0 espago
¢ adquirido na welocidade, a velocidade ¢é
adquirida na aceleragdo. Logo, assim como
no caso do movimento local uniforme onde
a velocidade é medida pela mdxima linha
descrita por algum ponto [em dado tempo], a
aceleragdo € medida pelo mdxzimo incremento
(latitudo) de wvelocidade adquirido em certo
tempo. (Apud [B], p. 244).

5. Os Teoremas da Velocidade Média e
da Distancia Percorrida

Os estudiosos do Merton College enunciaram dois im-
portantes teoremas iniciais da Cinematica: os chamados
Teoremas da Velocidade Média e da Distancia Percor-
rida.

O Teorema da Velocidade Média afirma que, em um
movimento uniformemente acelerado, ao final de certo
tempo a distdncia percorrida teria sido a mesma caso
o mével, em lugar de um movimento diforme, realizasse
um movimento uniforme, com um valor de velocidade
igual ao valor possuido no instante exatamente interme-
diario dos instantes inicial e final, correspondentes ao
movimento real. O enunciado mais antigo desse teorema
parece ter sido proposto por Heytesbury, em torno de
1335, na obra Regras para solugées de Sofismas.

Pois, caso comece do grau zero ou de al-
gum outro grau finito, todo incremento de
latitude (isto é, incremento da wvelocidade
ou diferenca de velocidade), desde que seja
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adquirido ou perdido uniformemente, cor-
responderd ao seu grau médio. Assim, o
corpo movente, adquirindo ou perdendo uni-
formemente essa latitude (incremento) du-
rante certo periodo de tempo, atravessard
uma distancia eratamente igual dquela que
atravessaria em igual periodo de tempo, caso
fosse movido com seu grau médio de ve-
locidade. .. Pois cada movimento, como um
todo, completado no periodo total de tempo,
corresponde a seu grau médio — a saber, ao
grau que teria possuido mo instante médio de
tempo. (Apud [3], p. 263).

Entre a data acima e 1350 varias foram as provas
apresentadas para o Teorema da Velocidade Média. Suas
datas sdo relativamente incertas [5]. Apresentaremos
aqui uma demonstracao elaborada por Heytesbury, nas
Regras.

Na demonstragao, Heytesbury propos quatro objetos
se movendo, A, B, C e D: o primeiro se movimenta
uniformemente, durante uma hora, com velocidade igual
a metade de certo valor V; o segundo se movimenta
durante meia hora, com aceleracao uniforme, partindo
de V/2 até chegar a velocidade V; C se movimenta por
meia hora, também com aceleracdo uniforme, porém
decrescendo de velocidade, desde V/2 até 0; por fim,
D se movimenta durante toda a hora, com aceleragao
uniforme, indo de velocidade 0 até V, ao final do
intervalo.

Primeiramente, Heytesbury argumenta que B, du-
rante a meia hora em que se movimenta, anda a mesma
distdncia que D, em sua meia hora final. Por outro
lado, também argumenta que um corpo em movimento
uniformemente acelerado, partindo de uma velocidade
0 até V, percorrerda ao final de um tempo T a mesma
distancia que um corpo desacelerando, também unifor-
memente, no mesmo tempo, de V até 0. Com base nisso,
Heytesbury afirma que C percorre, em sua meia hora de
movimento, a mesma distancia que D percorre, em sua
primeira metade. Sendo assim, a soma das distancias
percorridas por B e C é igual a distancia percorrida por
D, ao final da hora completa.

No entanto, se B e C tivessem permanecido com os
valores iniciais de velocidade, em ambos os casos V/2 —
que é a velocidade de A —, cada qual teria percorrido
durante a meia hora de seu movimento o mesmo que A
nesse tempo, ou seja, teriam percorrido, somados os seus
movimentos, a mesma distancia que A na hora completa.

Na verdade, suas velocidades variaram, mas variaram
simetricamente em relagao ao valor médio, de tal modo
que a distancia que um percorreu a mais do que A, o
outro percorreu exatamente a menos. Desta maneira, a
soma total das distdncias percorridas por B e C é igual
a distancia percorrida por A, com velocidade uniforme
V/2. Como a soma de B e C é igual tanto & distancia
percorrida por D quanto por A, essas duas tultimas sao
iguais, de modo que o teorema esta demonstrado.
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Ja o Teorema das Distancias Percorridas afirma que,
em um movimento uniformemente acelerado, se tomar-
mos certo intervalo de tempo, a distancia percorrida pelo
movel na primeira metade desse intervalo estara para a
distancia percorrida na segunda metade na razao de 1:3.
Esse teorema parece ter surgido pela primeira vez na
obra Probationes Conclosionum, de autor incerto, mas
que é possivel que seja de Heytesbury. Apresentaremos
aqui a prova elaborada por Swineshead, em seu tratado
Regras sobre os movimentos locais, que contém sofis-
ticados elementos de argumentagao, que, por sua vez,
sugerem o uso implicito de raciocinios infinitesimais.

Apresentemos, entdo, os passos dessa demonstracao,
em linguagem modernizada, tal como recuperado por
Marshall Clagett a partir dos manuscritos originais [5].

Primeiramente, Swineshead considera uma partigao
do intervalo de tempo T, subdividindo-ao em duas
metades. Em seguida, toma a metade final e sobre ela
refaz a divisdo, repetindo o processo sucessivamente.
Matematicamente, escreveriamos

t t t
T'=t4+_-4+-+-+—=+....... 1
Jr2+4+8+16+ (1)

onde t = L.

Em seguida, Swineshead considera que cada parcela
dessas ainda representa um intervalo de tempo finito.
Dessa forma, subdivide cada um deles em n intervalos
iguais, fazendo n tender ao infinito. Assim, podemos
escrever a primeira parcela como

t = At11 + Atyg + Atz + - -+ + Aty
t/2 = Atoy + Atog + Atgg + - -+ + Atay,
t/4 = Atsy + Atz + Atgs + - - - + Alg,

......... (2)

Como cada intervalo da particdo é subdividido em
nimero n igual de subintervalos, um subintervalo de
um intervalo guardard em relagdo ao subintervalo do
intervalo imediatamente anterior a mesma proporgao
que esses intervalos guardam entre si, isto é, um fator
2. Assim, podemos escrever

Aty = 2Aty,
At1s = 2020

....... (3)
Atsy = 2Aty,
Atss = 2Atas

...... (4)

e assim por diante.

Swineshead parte entdo para uma andlise das veloci-
dades. Ele estabelece que, da natureza do movimento
uniformemente desacelerado, a velocidade guarda uma
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relagdo com os tempos andloga a , ou seja,

V11 = 2021
V12 = 2vU29
....... (5)
v31 = 2v21
U3y = 2vU2

...... (6)

H&a nesse ponto dois aspectos que precisam de ex-
plicacdo. Em primeiro lugar, Swineshead parece tomar
como evidente o comportamento acima da velocidade em
movimentos com aceleracdo uniforme. Na verdade, isso
precisa de confirmacao. Por outro lado, parece implicito
no raciocinio que, pela magnitude dos subintervalos
t;j, com n tendendo para infinito, devemos tomar a
velocidade em cada um deles como constante. A reside
uma das grandes sutilezas do raciocinio.

Verifiquemos, entao, de maneira anacronica,
ressalte-se — a primeira parte, isto é, que as velocidades
no movimento em questao se comportam da forma
descrita em ().

Para tanto, consideremos um movimento uniforme-
mente desacelerado, partindo de certa velocidade V até
zero, em um intervalo T. Fagcamos uma particdo de T
conforme a receita acima.

Facamos agora wum gréfico
(Figura [1)):

Por semelhanca entre os tridngulos retangulos de
hipotenusas AB e AC, escrevemos:

desse movimento

V14 T —ty;
S 7
il 7
2 3

Chamemos de At o tamanho do subintervalo do
primeiro intervalo. Como ty; é o i-ésimo subintervalo,

°
A
Vii
Vi B
: C
O 1i T2 b T}A T

Figura 1: A figura representa um movimento uniformemente
desacelerado, de um valor v de velocidade até 0, em um tempo
T. Os instantes t1; e to; representam o inicio dos i-ésimos
subintervalos correspondentes ao primeiro e segundo intervalos.
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temos t1; = @.At, e to; = i.At/2. Substituindo esses
valores em (7)), temos

V14 - T —i.At
va z —ig
2 2

=2, (8)

confirmando para os dois primeiros intervalos a relagao
entre velocidades admitida por Swineshead. Para os de-
mais intervalos, a validade segue-se imediatamente a .

Nesse ponto, Swineshead aplica para cada subinter-
valo a relacdo s;; = w;;t;;, propria do movimento
uniforme. Isso faz sentido dentro do raciocinio de que,
ao fazermos o nimero de subintervalos tender a infinito,
o tamanho de cada um deles vai a zero, admitindo,
portanto, a consideragao de um movimento aproxima-
damente uniforme.

Sendo assim, temos, por exemplo,

S$11 V11 t11

821 o1 to1
=4, 9)

Jé que tll = 2t21 e v = 2’021.

De @D podemos imediatamente concluir que as distan-
cias percorridas nos primeiros dois intervalos da particao
estao na relagao

S1 =45,
So = 4853
......... (10)
Temos, entao, a distancia total percorrida
S=5+8+S3+...... , (11)
e a distancia percorrida na segunda metade
Srr=8+95+Ss+...... , (12)
Aplicando as relagoes em , temos
S =485 +4554+45,+...... , (13)
ou seja, S = 45y, isto é, a distdncia percorrida na

segunda metade do trajeto é igual a um quarto da
distancia total. Portanto, a relacdo entre as distancias
percorridas na primeira e na segunda metades é de 3:1,
demonstrando, entao, o teorema)

Uma vez demonstrado esse teorema, em seguida
Swineshead faz uma prova do Teorema da Velocidade
Média por reducao ao absurdo: admite que a velocidade
equivalente — em termos de distancia percorrida — nao
seja a média aritmética das velocidades inicial e final
e mostra que, se assim fosse, o teorema anterior, ja
demonstrado, seria violado.
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6. Nicole Oresme

Ainda no século XIV, o tratamento cinemético sofreu
uma nova evolu¢do nas maos do francés Nicole Oresme
(c. 1323-1382), professor da Universidade de Paris.
A grande contribui¢do de Oresme foi a representacio
grafica das medidas de uma grandeza intensiva e da
quantidade extensiva associada.

Nao se pode dizer que a representacdo grafica das
grandezas tenha sido obra plenamente original de
Oresme. A datacdo de manuscritos mostra que um
monge franciscano italiano, de nome Giovanni di Casali,
utilizou uma representagao dessa natureza em sua obra
Sobre a wvelocidade do movimento de alteracdo, reak

de 1346:

Essas coisas qualitativas podem ser exem-
plificadas. Pois algo uniformemente quente
é completamente equivalente a um parale-
logramo retangular, construido entre duas
linhas paralelas [AB e CD]. Entdio, qualquer
parte desse retingulo é tao grande (lata)
quanto qualquer outra, pois a latitude de cada
parte dessas é medida pela base.

Do mesmo modo, uma “quentura”[aspas nos-
sas] wuniformemente diforme €, em todo
lugar, equivalente a uwm triangulo [ABC]
[reto?]; seria uma quentura uniformemente
diforme terminado em zero em um dos ex-
tremos [ponto A]. (Apud [5], p. 383).

Uma importante distingdo na representagdo grafica
proposta por Casali é a de que, contrariamente ao que
seria adotado por Oresme, a intensidade da qualidade em
cada ponto é representada por segmentos horizontais —
segundo a tradicdo recém criada —, e ndo verticais, ao
passo que os pontos aos quais sao atribuidos esses valores
estao distribuidos nas verticais.

A representacdo grafica se torna mais clara com
Oresme. Como dissemos, ele aplica sobre ela uma rotacao
de noventa graus, representando na linha horizontal seja
a extensao do corpo analisado, seja o intervalo de tempo
considerado, enquanto na linha vertical representa a

B
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intensidade da grandeza considerada em cada ponto ou
em cada instante.

Logo, tal intensao deve ser imaginada por
linhas; e, mais convenientemente e verda-
deiramente, por linhas aplicadas ao sujeito,
erguidas perpendicularmente a ele. (Apud [5],
p. 348).

Como exemplo dessa representa¢do apresentamos na
Figura[2] dois retangulos de mesma altura tendo, porém,
bases diferentes. A altura dos retdngulos corresponde a
velocidade qualitativa, em movimentos cuja velocidade
seja constante, ao passo que a base representa os in-
tervalos de tempo diferentes em que ocorrem os dois
movimentos. As diferentes dreas dos retangulos repre-
sentam o que os medievais chamavam de quantidade de
movimento e que, para nos, significaria o deslocamento
realizado.

Podemos tomar como outro exemplo um movimento
uniformemente diforme. Nesse caso, a representacao gra-
fica da velocidade mostra uma reta inclinada. Supondo-
se que o movel tenha partido do repouso, teriamos
a figura de um tridngulo. Evidentemente a velocidade
qualitativa, medida pelo segmento vertical unindo o
ponto da base a reta inclinada, aumenta de instante para
instante. J4 a velocidade quantitativa é representada
pela area do tridngulo.

O tratamento de Oresme é geral, para movimentos
quaisquer, ndo somente locais. E uma abordagem gra-
fica das variagoes de qualidade. Em vérios pontos, no
entanto, ele é especifico em relagdo a representacao de
velocidades e distancias percorridas.

De posse de sua representacdo grafica, Oresme de-
monstra com extrema simplicidade o Teorema do Ve-
locidade Média de Merton.

De fato, consideremos um movimento uniformemente
diforme, representado por um tridngulo retangulo ABC,
como na Figura [3}

A linha BC representa o comportamento da velocidade
ao longo do movimento, entre os instantes A e B. J4 o
retangulo representa um movimento uniforme, com valor
de velocidade correspondente ao ponto F. Como F divide

D

A

C E

Figura 2: Nas figuras da esquerda e do centro temos dois retangulos. As alturas AB e CD dos retangulos representam a velocidade
qualitativa (instantinea) em cada instante. Como elas se mantém constantes em todo o tempo, as figuras representam dois
movimentos uniformes. Entretanto, as areas, que representam as distancias percorridas (velocidade quantitativa), sdo diferentes,
pois as bases sdo diferentes, correspondendo a intervalos de tempo distintos. J& na figura da direita, a linha vertical EF varia
linearmente ao longo do tempo, caracterizando um movimento uniformemente diforme.
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C
G

B F
B D A

Figura 3: A figura mostra um tridngulo ABC, representando
um movimento uniformemente diforme. O segmento inclinado
representa as velocidades nos instantes de tempo entre A e B.
O ponto E divide BC ao meio.

AC ao meio, a velocidade desse movimento uniforme
seria igual a média aritmética dos valores inicial e final
da velocidade do movimento real.

Para Oresme, a area sob a figura representa a distancia
percorrida no movimento. E imediato ver que a &rea
do retangulo ABFG é igual a area do tridngulo ABC,
de tal forma que a distdncia percorrida no movimento
diforme serd a mesma que a percorrida pelo movimento
uniforme dotado de um valor de velocidade igual a média
dos valores extremos do movimento real. O teorema fica,
portanto, facilmente demonstrado.

Seja uma qualidade imagindvel por um triin-
gulo ABC, que seja uniformemente diforme,
e termine a um grau 0 do ponto B; e seja
D o ponto médio da linha do sujeito. O
grau desse ponto médio, ou sua intensdo, €
imaginado pela linha DE. Logo, a qualidade
que ¢ uniforme ao grau DE por todo o
sugjeito € imagindvel pelo quadrildtero AFGB,
como ficou claro com o décimo capitulo da
parte 1. E € evidente, pela vigésima sexta
[proposigio] do primeiro [livro], que os dois
pequenos triangulos EFC e EGB sdo iguais.
Portanto, o triangulo maior, BAC, que de-
signa a qualidade uniformemente diforme,
e o quadrilaitero AFGB, que designaria a
qualidade uniforme ao grau do ponto médio,
sao iguais. Logo, as qualidades imagindveis
por um tridngulo desse tipo e um quadrildtero
sdo iguais; como foi proposto. (Apud [5],
p. 359).

Da mesma forma, Oresme demonstrou também o
Teorema das Disténcias, generalizando-o.

A Figura [4 novamente mostra a representagao grafica
da velocidade de um movimento uniformemente diforme.
Os pontos E e F sdo os pontos médios dos segmentos BC
e AB, respectivamente. Sendo assim, os tridngulos ADF,
BDF, BDE e CDE sao todos congruentes, ja que tém
dois lados iguais e o d&ngulo entre eles igual (reto). Assim
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Figura 4: A demonstracio do Teorema das Disténcias por
Oresme.

sendo, a soma das areas percorridas na segunda metade
do intervalo de tempo é o triplo da area percorrida na
primeira metade. O Teorema da Distancia fica, entéo,
demonstrado.

7. O Problema Cinematico da Queda
dos Corpos na Idade Média

Diferentemente dos pensadores de Oxford, que se con-
centraram nos aspectos abstratos do tratamento mate-
matico do movimento, os estudiosos parisienses parecem
mais preocupados com a relacdo entre esse tratamento e
a realidade empirica. Particularmente, observamos uma
tentativa de classificar o movimento de queda livre dos
corpos em termos das categorias e conceitos elaborados
a partir de Merton [3].

Em seus comentarios sobre o livro II da obra Dos
Céus e do Mundo de Aristételes, Nicole Oresme aborda
a questao do comportamento da velocidade de um
corpo em queda livre [3]. Em relagdo a isso, ele aponta
duas possibilidades, a saber: que a velocidade aumente
linearmente com o tempo até o infinito ou entdo que
aumente em direcdo a um valor limite. Entre essas duas
opgoes Oresme faz sua escolha pela primeira:

Que algo seja “continuamente acelerado”

pode ser entendido de duas maneiras.
Primeiramente, assim: uma adi¢cdo de velo-
citdade ocorre por partes iguais, ou equiva-
lentemente. Por exemplo, nessa hora ele é
movido com alguma velocidade, e na sequnda
duas vezes mais rdpido, e na terceira trés
vezes mais rdpido, etc. Da mesma forma [tal
adi¢cdo pode ser feita] em partes proporcio-
nais de tempo. E, dessa maneira, uma veloci-
dade infinita se sequiria caso procedéssemos
ao infinito, pois qualquer wvelocidade dada
seria excedida dessa maneira [de aumento].
Na sequnda maneira, adi¢io de velocidade
pode ser imaginada nGo por partes iguais,
mas por partes continuamente proporcionais
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e menores, de modo que, se a velocidade
fosse de um grau, em seguida [seria] 1 +
1/2 graus, e, entio, 1 + 1/2 + 1/4 graus,
etc. Por este modo, uma velocidade dupla
(isso €, uma de 2 graus) jamais seria ex-
cedida, mesmo se procedéssemos ao infinito.
Agora, em se tratando da questdo em tela [da
aceleragao de corpos em quedal, a velocidade
em um movimento de um corpo pesado au-
menta da primeira forma e ndo da sequnda
(Apud [5], p. 554).

Assim como Oresme, em seus comentarios sobre Aris-
toteles Alberto de Sax6nia também trata o problema [3],
fazendo sua opcao pela primeira possibilidade. Alberto
ainda cogita outras alternativas de comportamento da
velocidade: de maneira convergente, com o tempo decor-
rido; de maneira convergente com a distancia percorrida,
ou, finalmente, aumento linear com a distancia percor-
rida.

Alguns antecedentes medievais da cinemética moderna

Mas deve-se saber que o movimento natural
nao acelera pelo dobro, pelo triplo, e assim
por diante, de tal modo que na primeira
parte proporcional da hora seja uma certa
velocidade e, na sequnda parte proporcional
da hora, duas vezes mais rapida, e, assim por
diante. Nem tampouco o movimento acelera
de tal forma que na primeira parte propor-
cional do espago percorrido, por exemplo,
a primeira metade desse espago, seria uma
certa velocidade, e, apds a sequnda parte pro-
porcional do espago ter sido percorrida, seria
uma velocidade duas vezes maior, e assim
por diante. Pois entdo se sequiria que mo-
vimento algum, que durasse qualquer tempo,
tdo pequeno quanto desejissemos, atingiria
antes do fim qualquer grau de velocidade
que fosse. Mas isso € falso... Por conse-
guinte, na terceira conclusdo se compreende

z

que a wvelocidade € aumentada pelo dobro,

Pode-se entender o movimento aumentado
intensivamente [isto €, sua velocidade au-
mentada] de duas maneiras: (1) a primeira
[divergentemente] dobrando-se, triplicando-
se, quadruplicando-se, e assim por diante; e
(2) de outra maneira [convergentemente/, de
forma que , em primeio lugar, (primo) hd
uma certa velocidade, e, entdo, em segundo
lugar (secundo) é adicionado a ela algum
grau de velocidade; entdo, em terceiro lugar,
€ adicionada a metade desse grau; em quarto
lugar, um quarto desse grau, e assim por
diante.

FEntao seja essa a primeira conclusdo: se o
aumento da velocidade ocorresse do primeiro
modo [divergentemente/, entdo ela se torna-
ria infinita . .. .

Sequnda conclusdo: se a wvelocidade fosse
aumentada da sequnda forma [isto €, con-
vergentemente/. nio seria necessdrio que ela
se tornasse infinita. Antes, ela poderia, em
dado caso, ser aumentada indefinidamente
(in infinitum) e, apesar disso, nunca atingir
o triplo [uma vez que poderia, por exemplo,
convergir para uwma velocidade menor do que
o triplo ou mesmo o dobro, ou ainda uma vez
e meia o valor originalf ... .

Terceira conclusdo: o movimento natural en-
fim, isto €, em direcéo ao fim e ndo imediata-
mente no fim — quando comega e corre para
o fim — é aumentado da segunda[? deveria
ser “primeira”] maneira. Isso é dbvio, pois,
de outra forma, um corpo pesado a uma
distancia infinita nao seria movido com uma
velocidade infinita antes que chegasse ao cen-
tro [do Mundo]. Aristételes diz o contrario.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210061, 2021

pelo triplo, etc., de tal forma que quando
algum espaco tiver sido percorrido por esse
[movimento], ele possuird certa velocidade,
e quando o dobro do espago tiver sido per-
corrido por ele, ele serd duas wvezes mais
rapido, e quando o triplo do espago tiver
stdo percorrido, serd trés vezes mais rapido,
e assim sucessivamente. . . (Alberto de Saxo-
nia, Questoes sobre os Livros De Caelo de
Aristdteles, apud [5], p. 565-566).

Deve-se reparar na concepgao equivocada da depen-
déncia da velocidade linear em relacdo a distancia
percorrida e ndo ao tempo. Alguns autores medievais
parecem se referir indistintamente a uma dependéncia
linear em relacdo ao tempo e a distancia percorrida,
como se fossem equivalentes [B], o que é errado. Vale
enfatizar que a dependéncia linear da velocidade com a
distancia percorrida é uma ideia que permeou os estudos
do movimentode queda dos corpos durante muito tempo.
Até mesmo Galileu incorreu nesse equivoco, antes que
o corrigisse e elaborasse a solugdo correta do problema
[13].

Por fim, devemos acrescentar que, em 1555, o espanhol
Domingo de Soto fez uma correlacao entre o movimento
uniformemente diforme descrito pelos estudiosos de Mer-
ton e o movimento de queda livre dos corpos, aplicando
sobre ele o Teorema da Velocidade Média, deduzido para
aquele caso. Trata-se, segundo Alistair Crombie [2], da
primeira associacdo desse tipo de que se tem certeza,
antecipando a intuicdo de Galileu em mais de cinquenta
anos.

8. O Problema da Rotagao

Embora o estudo cinemdatico do movimento tenha sido
conduzido em Oxford por filésofos e 16gicos fundamental-
mente interessados em questdes de ordem abstrata [14],
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nem sempre as preocupagoes que levaram a aborda-
gem dos problemas estiveram desconectadas de ques-
toes concretas. Por exemplo, o desafio do tratamento
quantitativo ao movimento de rotagao de corpos, entre
outras possiveis motivacoes, certamente se relacionava a
rotagdo das esferas celestes cristalinas e homocéntricas
de Aristoteles [5].

Um dos primeiros a se ocupar do problema de um
corpo (a rigidez parece implicita) em rotagio foi Gerard
de Bruxelas. Uma dificuldade por ele enfrentada no
tratamento do problema era como caracterizar a rapidez
ou lentidao do movimento, tendo em vista que as partes
do corpo se moviam a velocidades diferentes.

Gerard considerou entao a seguinte questdo: seja um
segmento de reta cuja uma das extremidades se mantém
fixa, enquanto o restante se move; qual a velocidade do
movimento do segmento?

Sabemos hoje que essa pergunta, assim formulada, nao
tem resposta, na medida em que ndao ha uma velocidade
(linear) tinica que caracterize a rotagao. Essa impossibli-
dade nao era, no entanto, 6bvia para os primeiros estu-
diosos da questao. Em particular, Gerard formulou um
critério que definia a grandeza em questao. Esse critério
pode ser enunciado da seguinte maneira: considerando-
se a area descrita em certo tempo pelo segmento em
rotagdo, qual seria a velocidade que produziria uma area
equivalente, caso o corpo descrevesse uma translacao
(segundo nosso vocabuldrio) e ndo uma rotacao? A partir
desse raciocinio, Gerard chegou a conclusao de que a
velocidade caracteristica do movimento corresponderia
a do ponto médio do segmento.

Por sua vez, Thomas Bradwardine divergiu desse
tratamento. Segundo ele, a velocidade caracteristica do
movimento seria a do ponto que se movesse mais rapido.
Se pensarmos nas esferas cristalinas — na verdade,
camadas esféricas —, e em seus raios, veremos que, se
o interesse for a determinagdo da velocidade dos pontos
de sua superficie, entao, de fato, o foco da analise estara
direcionado a extremidade do segmento, que, de fato, é
o ponto que se movimenta mais rapido na rotagao.

O tratamento da questdo sofreu uma importante
evolucdo com Alberto de Saxo6nia (1316-1390). Alberto
identificou no problema da rotagdo de um segmento em
torno de um ponto fixo ou eixo a necessidade de uma
distingao fundamental: a diferencia¢do no tratamento de
um movimento retilineo e de um movimento circular;
na verdade, ele utiliza uma expressao “descrever um
circuito”, para caracterizar o conjunto de movimentos
circulares descritos pelos pontos do segmento em rota-
¢éo [B]. Para Alberto de Saxo6nia, deve-se introduzir uma
medida do angulo descrito em certo tempo pelos pontos
pertencentes ao segmento em rotacio, diferenciando essa
velocidade da distancia percorrida por eles ao longo
do circulo que descrevem, tal como tipicamente era
considerado em termos de velocidade.

LIVRO VI, Questao 5: Busca-se, em quinto
lugar como (penes quid) a wvelocidade do

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0061

€20210061-13

movimento circular € medida (attenda-
tur). ... Na questdo precedente viu-se como
a velocidade do movimento local retilinear é
medida em relacao aos efeitos. Gostariamos
agora de investigar o mesmo com rela¢do
ao movimento circular. Nessa matéria
hd duas coisas a serem consideradas: a
saber, “movimento” e “circuito”(circuitus).
Embora eles possam representar a mesma
coisa, ainda assim sao diferentes conforme
a conotagdo e a natureza (rationem). Pois
descrever um “circuito” acrescenta a cono-
taggo de movimento [a ideia de] descrever
um dngulo em torno de um centro ou eizo,
em torno do qual o movimento ocorre. Logo,
€ muito possivel que duas coisas descrevam
um circuito (circuire) igualmente rdpido e,
apesar disso serem movidas com diferente
rapidez, e vice-versa. De onde, se dois pontos
sdo designados, nomeadamente, a no circulo
equinocial, e b, proximo ao polo, a e b
descrevem um circuito de forma igualmente
rapida em torno do eixo do mundo, e, mesmo
assim, mao sGo movidos com a mesma rapi-
dez, pois os pontos proximos ao equinocial
se movem mais depressa que 0s pontos
proximos ao polo. Logo, é possivel admitir
que um movimento Sseja mais Tdpido que
outro [com relagdo d velocidade curvilinea),
mas que ndo seja um circuito (circuitionem)
mais Tdpido que o outro. (Apud [5], p. 223).

Vemos, no entanto, a partir dessa citagdo que a
solucdo do problema da rotacad est4 apenas esbocada. E
verdade que Alberto de Saxonia introduz a importante
analise da velocidade angular. Todavia, ele estd ainda
preso a ideia de que faga sentido a definicdo de uma
velocidade (tradicional) coletiva para o movimento do
corpo, cujos pontos, na realidade, tém velocidades dis-
tintas, defendendo, contra Gerard de Bruxelas e outros,
e em consonancia com Bradwardine, que os pontos mais
velozes caracterizem a velocidade do movimento. Parece
que nao ha muita clareza da distingao entre movimento
do corpo e movimento dos pontos do corpo.

Trata-se, pois, de uma etapa ainda muito incipiente
da anélise do problema.

9. Conclusao

A Idade Média tardia recebeu um enorme aporte de
conhecimentos, associados as tradugdes de varias obras
filoséficas e cientificas da antiguidade grega até entao
desconhecidas para o Ocidente. Destaca-se, nesse con-
texto, a extensa obra de Aristételes e de seus comenta-
dores drabes, em especial para nossos interesses a Fisica.
Essa redescoberta impulsionou um periodo de grande
atividade intelectual, hoje chamado pelos historiadores
do periodo de Renascimento do Século XII.
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Entre os diversos estudos realizados figura a primeira
elaboragdo de uma teoria cinematica do movimento.
Ainda que desenvolvida no interior de um paradigma
aristotélico, em que o conceito de movimento possuia
uma amplitude bem maior do que o significado atual,
abrangendo as diversas formas de mudanca a que estao
sujeitos os seres materiais, sem que, no entanto, haja
uma desfiguracao de sua esséncia, a abordagem medieval
trouxe ao problema a novidade de um tratamento funda-
mentalmente matematico, praticamente ausente no pen-
samento de Aristoteles. Essa abordagem matematica se
ancorou na ideia de uma gradualidade quantificavel dos
processos de mudanca, expressa pela chamada doutrina
da “latitude das formas”. Esses estudos, ocorridos pri-
mordialmente no século XIV, tiveram nas Universidades
de Oxford e Paris seus verdadeiros polos. Vimos como,
na primeira metade do século, um grupo de fil6sofos e
logicos do Merton College de Oxford especificou com
clareza a natureza do tratamento cinemaético, ao chamar
a atencao para a distingdo entre as duas modalidades
de estudo do movimento, a saber, quanto a suas causas
e quanto a suas manifestacbes em si mesmas. Esses es-
tudiosos estabeleceram uma estrutura conceitual basica
a partir do qual tornou-se possivel o aprofundamento
dos primeiros esbocos cinematicos presentes na Fisica de
Aristoteles e nos trabalhos gregos subsequentes. Deve-
se dar destaque & formulacdo explicita dos conceitos
de velocidade e aceleragdao, que, embora talvez pare-
¢am, a uma primeira mirada, profundamente intuitivos,
somente naquele século encontraram sua formalizacao,
pelas maos dos mertonianos. Esse fato, por si sé, revela
a noés, docentes, as complexidades ocultas mesmo na
assimilacdo das nogoes mais introdutorias de nossa
ciéncia, contribuindo para que se busquem novas formas
de abordagem didatica, capazes de tornar o aprendizado
da Mecanica um processo mais efetivo.

Vimos como os estudiosos de Merton foram capazes
de deduzir alguns importantes resultados cinemaéticos
referentes aos hoje chamados movimentos uniforme-
mente variados — na época chamados de uniformemente
diformes— : os Teoremas da Velocidade Média e da
Distancia Percorrida, ambos que encontrardo sua mais
alta notoriedade no século XVII, através da obra de
Galileu.

Os estudos cineméticos iniciados em Oxford prosse-
guiram em Paris. Ai, sobretudo com Nicole Oresme,
a abordagem matemaética ganhou em amadurecimento
com a introducdo de uma representacao grafica, a partir
da qual os resultados de Merton foram nao somente rede-
monstrados, mas em alguns casos também generalizados.
Notamos que, se em Oxford a énfase na abordagem era
essencialmente conceitual e tedrica, através da elabora-
¢@o de um formalismo e de seus desdobramentos, em Pa-
ris vemos ja uma maior aplicagao dessa estrutura teérica
em situagoes concretas, como o problema da queda livre
dos corpos. Ainda assim, nesse quesito, o passo decisivo
da identificagdo desse movimento com um movimento
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uniformemente acelerado nao foi efetuada. Isso ainda
aguardaria cerca de dois séculos, aparentemente com o
espanhol Domingo de Soto.

Por fim, analisamos os primeiros passos da descri¢ao
do movimento de rotagdo, com Gerard de Bruxelas,
no século XIII, e, novamente, os estudiosos de Merton,
em especial, Thomas Bradwardine. A dificuldade de
compreensdo da natureza complexa do movimento co-
letivo do corpo rigido, distinto do movimento individual
das partes, parece ter oferecido grandes obstaculos ao
desenvolvimento da questao, de tal forma que o carater
equivocado da prépria formulagdo do problema, em
termos de uma velocidade linear — inexistente — represen-
tativa do corpo, nao foi superado. Encontramos apenas
uma primeira intuicao do papel a ser desempenhado pela
velocidade angular, que, com o “parisiense” Alberto de
Saxonia, adquiriu sua primeira conceituacao clara.

Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice
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