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Neste artigo, guiamos o leitor ou a leitora a obtencdo da equagdo de Kirkwood-Froéhlich para fluidos polares
puros. Tal equagéo relaciona a constante dielétrica do fluido, seu indice de refragdo, sua densidade, sua temperatura
e o momento de dipolo permanente de suas moléculas constituintes, e envolve ainda um fator adimensional g —
conhecido como fator de correlacdo de Kirkwood — cujo valor é uma expressdo da correlagdo entre as orientacoes
das moléculas do fluido, na situagdo de campo elétrico externo nulo.

Palavras-chave: Constante dielétrica, dielétricos, modelo de Kirkwood-Frohlich.

In this paper, we guide the reader to obtain the Kirkwood-Frohlich equation for pure polar fluids. Such equation
relates the dielectric constant of the fluid, its refractive index, its density, its temperature, and the permanent
dipole moment of its constituent molecules, and also involves a dimensionless factor g — known as Kirkwood
correlation factor — whose value is an expression of the correlation between the orientantions of the molecules of

the fluid, in the case of zero external electric field.

Keywords: Dielectric constant, dielectrics, Kirkwood-Frohlich model.

1. Introducao

Este artigo é o terceiro de uma série sobre modelos para
fluidos polares puros, e a conclui. No primeiro artigo [1],
guiamos o leitor ou a leitora a obtencdo da equagao de
Onsager [Q]E

(- =1*)(2er +n*) N p§
er(n? +2)2 3¢ 3KT’

(1)

que relaciona a constante dielétrica €, do fluido, seu
indice de refracdo n, sua densidade numérica N, sua
temperatura T e o moédulo pp do momento de dipolo
permanente de suas moléculas constituintes. & é a
constante de Boltzmann, e €y a permissividade elétrica
do véacuo. No percurso, mostramos que a equacgao de

Onsager pode ser escrita como
-1 N
€r _ Na @)

€ +2 %

+ 9¢,/(er +2) N g
2¢, +1—2(e, — 1)Na/3eg ) 3eq 3KT’

quando escolhemos trabalhar com a polarizabilidade
molecular «, em vez de com o indice de refracdo n.

No mesmo artigo, discutimos o modelo de Debye [3]
como resultado de uma aproximacgdo de campo médio

* Endereco de correspondéncia: paulo.peixoto@ufpe.br
1 Mantém-se aqui nossa opg¢do de escrevermos todas as equacdes
no Sistema Internacional de Unidades (SI).
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aplicada ao modelo de Onsager. Em uma parte da se¢do
correspondente, mostramos que a equagao de Debye,
tradicionalmente apresentada (no SI) na forma

e—1 N e
= — — 3
@ +2  3e <a+3kT ’ 3)
pode ser reescrita — trabalhando-se com n, em vez de o —
como

3(e, —n?) N p¢

(6 +2) (2 +2)  3eg kT @

Perceba que sdo mais adequadas a comparacoes as
equacoes e , e as equacoes e , pois cada
um desses dois pares de equagOes envolve as mesmas
grandezas fisicas. Fica evidente, a partir de e ,
que as equagoes de Onsager e Debye recaem na equagdo
de Clausius-Mossotti [4],

e.—1 Na
& +2 3’

()

no caso particular de moléculas apolares (py = 0).

Os modelos de Onsager e Debye podem ser classifica-
dos como modelos com aproximacdo de meio continuo,
porque neles uma tnica molécula do fluido é modelada
como um dipolo em uma cavidade esférica microscépica,
e além daquela cavidade o dielétrico é tratado como
um meio continuo (veja a Figura . Trata-se de uma
aproximagdo um tanto grosseira, como discutimos no
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Figura 1: Cavidade esférica microscépica imaginaria, de raio
a, em um fluido dielétrico (nos modelos com aproxima¢do de
meio continuo). A cavidade contém uma (nica molécula do
fluido, aqui representada por seu momento de dipolo total p
(em um determinado instante). Além da cavidade, o dielétrico
é modelado como um meio continuo de permissividade e.

Figura 2: Esfera macroscépica imaginaria relativa ao modelo
de Kirkwood para fluidos polares puros. As N moléculas dentro
da esfera s3o tratadas como dipolos permanentes (explicitados,
aqui, em ndmero bastante reduzido, é claro), e fora dela o
dielétrico é modelado como um meio continuo.

primeiro artigo [I], mas que, sendo parte desses dois
modelos, nos ensina muito sobre modelagem em fisica.

Como dissemos em nosso segundo artigo desta
série [B], Kirkwood buscou melhorar a modelagem feita
por Omsager substituindo a cavidade microscopica da
Fig. [[] por uma esfera macroscépica, ilustrada na Fig. 2]
No modelo de Kirkwood [6], as moléculas do fluido
dielétrico sdo tratadas de forma discreta no interior
dessa esfera macroscopica, de raio amacro, € apenas
além dela o fluido é modelado como um meio continuo.
Dissemos também que, por outro lado, uma limitagdo
do modelo de Kirkwood (posteriormente contornada, de
forma bastante criativa, por Frohlich [7], como veremos
na préxima se¢do) é que seu desenvolvimento se aplica
apenas a moléculas ndo polarizaveis (ou com polarizabi-
lidades despreziveis), e, assim, cada molécula no interior
da esfera macroscopica da Fig.[2é descrita apenas como
um momento de dipolo permanente, de médulo pyg.

Mas por que o desenvolvimento que culmina na
equagdo de Kirkwood (todos os detalhes foram apresen-
tados em nosso segundo artigo [5]),

(- —1)(2¢, +1) N p0
¢, 360 3/€T

(6)
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sendo g o chamado fator de correlagdo de Kirkwood (ou
fator g de Kirkwood), definido como

g=— Z Z cos b5), (7)

’L—lj 1

em que (cosf;;), ¢ a média do cosseno do angulo
entre dois dipolos 7 e j na esfera macroscépica da
Fig. [2 l na situacdo de campo externo nulo (indicada
pelo subscrito “0” )ﬂ nao se aplica a moléculas com
polarizabilidades nao despreziveis? Simples: o médulo do
momento de dipolo de cada molécula do fluido néo seria
mais constante (devido ao momento de dipolo induzido),
e assim nao estaria correto um desenvolvimento como
este, apresentado em nosso segundo artigo [5] (sendo M
o momento de dipolo total da porcao do fluido na esfera
ilustrada na Fig. :

N N
(M?)y = (M-M), = Zpoi ZPOj
i=1 j=1
0
N pocosﬁu N N
= Zzpol P =0 D> (cosbi),
i=1 j=1 i=1 j=1
= Npiy.

Como foi, entdo, que Frohlich contornou essa dificul-
dade? Veremos na préxima sec¢ao.

2. Obtendo a Equacao de
Kirkwood-Frohlich

Para contornar a dificuldade de incluir momentos de
dipolo induzidos no desenvolvimento que leva & equagao
de Kirkwood [5], Frohlich [7] modelou uma molécula
do fluido, posta no véacuo, separada das demais, como
um dipolo puro, com momento de dipolo constante pgq,
no centro de uma esfera homogénea constituida de um
meio continuo apolar com permissividade elétrica €esf
e didmetro da ordem da distdncia média entre duas
moléculas adjacentes no fluido (explicaremos isso), como
ilustra a Fig. [3| Mais adiante, nesta se¢do, mostraremos
por que essa foi uma ideia extremamente criativa, mas,
antes, vamos discutir esse modelo de Frohlich para uma
molécula do fluido, posta no vicuo, separada das demais.

Em primeiro lugar, no caso em que o fluido é um
liquido tipico, a distdncia média entre duas moléculas
adjacentes é da ordem do didmetro molecular. Isso se
aplica a &4gua, por exemplo. Neste caso, portanto, o
didmetro da esfera ilustrada na Fig. [3] é da ordem
do didmetro da molécula que ela representa. Como é
possivel, entdao, que tal esfera seja constituida de um

2 Ou, mais especificamente, na situacio em que Fmacro = 0, sendo
Emacro 0 campo que age sobre as moléculas na esfera macroscépica

da Fig. El
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/.aE sf €0 7
el Po = Pd + Pin,d

(a) (b)

Figura 3: (a) Modelo de uma molécula no vacuo, criado por
Frohlich especificamente para a inclusdo de polarizabilidades
ndo nulas no modelo de Kirkwood, constituido de um dipolo
puro, com momento de dipolo constante pq4, no centro de uma
esfera homogénea constituida de um meio continuo apolar com
permissividade €css € didmetro da ordem da distdncia média
entre duas moléculas adjacentes no fluido. (b) O momento de
dipolo permanente da molécula, po, é igual pa + Pin,d, em que
Pin,d € 0 momento de dipolo induzido, na esfera, pelo dipolo
puro com momento de dipolo constante pgq.

meio continuo apolar (lembrando que um meio continuo
apolar é um meio macroscopico constituido de moléculas
apolares — ou seja, sem momento de dipolo permanente)?
Claro que ndo é possivel. Logo, Frohlich aplicou a
eletrodindmica de meios continuos (para o cédlculo da
relacdo, que obteremos mais adiante, entre pg € pq — veja
a Fig. ) considerando dimensoes as quais, claramente,
ela ndo se aplica. E isso é parte de seu modelo, por
mais estranho que parega (e, de fato, é). E nao foi algo
muito diferente do que fez Onsager ao considerar, em seu
modelo, uma cavidade esférica microscopica, ilustrada
na Fig. [I} cercada por um meio continuo — o que é um
tanto irénico, jA que o modelo de Kirkwood-Frohlich
tem, em parte, a pretensdo de superar esse tipo de
limitagdo do modelo de Onsagerﬂ

O momento de dipolo total de uma molécula do fluido,
posta no véacuo, separada das demais, é seu momento de
dipolo permanente pg (pois ndo hd nenhum momento
de dipolo induzido por um campo externo). Assim, no
modelo de Frohlich (Fig. , Po ¢ igual a soma do
momento de dipolo pg com o momento de dipolo pin.a
induzido, na esfera, pelo dipolo puro com momento de
dipolo constante pgq:

Po = Pd + Pind- (8)

Vamos mostrar que a eletrodinamica de meios
continuos nos da a seguinte relacdo entre pq € po:

€osf)r + 2
pa = ol 2, )
em que (€ust)r = €est/€0 é a constante dielétrica (ou

permissividade relativa) do meio de permissividade €qgt.
Antes de partirmos para as contas, deve ficar claro que a
igualdade @D nos da o momento de dipolo constante pqg
que gera, na esfera homogénea da Fig. 3] um momento

3 Se vocé é um estudante ou uma estudante de fisica, esperamos
que, a essa altura, ja tenha abandonado — se é que j4 teve — a ideia
de que a fisica é uma ciéncia ezata.
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de dipolo induzido pin,a tal que a soma pq + Pin,a €
igual ao momento de dipolo total da molécula isolada,
no vacuo — que é seu momento de dipolo permanente
poﬁ

Escolhendo, como o eixo z, o eixo com a mesma
direcao e o mesmo sentido de pgq, na Fig. [3| temos um
problema de cédlculo de potencial elétrico com simetria
azimutal, cuja solucao geral é:

> B
V(r,0,¢)=V(r0) = Z (Alrl + rl#) Pi(cos ),
=0

em que as fungbes P, sdo os polinémios de Legendre
(Po(z) =1, Py (z) = 2, Po(z) = (322 — 1)/2, ...). Sendo
a o raio da esfera da Fig. [3] temos, entao,

Vest (r,0) = Z (Azrl + rlB“‘l1> Py(cosf) (parar <a),
1=0

e, fora da esfera,

oo

D
Viora (7, 0) = Z (Clrl + Tl+ll> Pi(cosf) (parar > a).
1=0

Sao quatro as condicGes de contorno para este pro-
blema. Uma delas,

Vesf(a7 9) = vaora(a'a 9)7

¢ a continuidade do potencial elétrico ao passarmos
da esfera para o meio continuoﬂ Outra condi¢do de
contorno que também se aplica a transicao da cavidade
para o meio continuo é

8Vesf
Cesf “or

8‘/}01‘3
- or

r=a

)

r=a

que vem da condi¢do mais geral €,paixo(OVabaixo/ON) —
€acima(OVacima/0N) = oy, em que n denota uma coor-
denada normal & superficie de transicdo de um meio
para o outro e oy ¢ a densidade superficial de carga
livre nessa superficie (veja, por exemplo, a segdo 4.4.2
(Boundary Value Problems with Linear Dielectrics) do
livro do Griffiths [8]). A préxima condi¢do de contorno
diz respeito & aproximagao esperada para Ve quando
temos r < a:

1  pgcosf
2 )

Vest (1, 0) =~ para r < a.

A€t T
Trata-se da expressdo para o potencial de um dipolo
puro, com momento de dipolo de médulo pg, mergulhado
em um meio linear continuo de permissividade €qgt.

4 A partir das igualdades e obtemos pjn,q = # Po.
Perceba que os momentos de dipolo pin,d € Po tém a mesma
direcdo, mas sentidos opostos. Isto explica por que a seta que
representa o vetor pg, na Fig. E[, é menor que a seta que representa,
na mesma figura, o vetor pq.

5 Note que essa condicdo de contorno foi implicitamente assumida,
acima quando afirmamos que as expressdes para Voe(r, 6) e para
Viora (T, 0) valem, ambas, para r = a.
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A dltima condicdo de contorno diz respeito a apro-
ximacgao esperada para Vioa quando temos r > a:

1 pgcosf

‘/fora(ra 0) ~ , parar > a.

dmey 12
Vocé entende bem esta ultima condigdo de contorno?
Muito distante da esfera da Fig. [3] o potencial gerado
pela esfera e pelo dipolo puro com momento de dipolo
P4 ¢ aproximadamente igual ao potencial de um dipolo
puro, com momento de dipolo igual ao momento de
dipolo total do sistema — que é o momento de dipolo
permanente da molécula, cujo médulo é pg. Mas pg é
uma constante a ser relacionada a pg € €qg. E tal relagao
que nos interessa, aqui.

Pois bem, aplicando essas quatro condigoes de con-
torno as expressdes gerais acima para Veg(r,0) e/ou
Viora (T, 0), obtemosﬂ

o = 3 pa
0O— 7 N | &’
('Eesf)r + 2

de onde segue a igualdade @[)

Entao, recapitulando, temos na Fig. [3| o modelo de
Frohlich para uma molécula do fluido posta no vécuo,
separada das demais. Tal modelo consiste em um dipolo
puro, com momento de dipolo constante pgq dado pela
igualdade @D (que garante que o momento de dipolo to-
tal do sistema é igual ao momento de dipolo permanente
Po da molécula), no centro de uma esfera constituida de
um meio continuo apolar, de permissividade €., sendo o
didmetro dessa esfera da ordem da distancia média entre
duas moléculas adjacentes no fluido.

Vamos explicar a seguir por que no modelo apre-
sentado na Fig. [3] o meio homogéneo que constitui a
esfera é apolar e por que seu didmetro é da ordem da
distdncia média entre moléculas adjacentes no fluido
(com a distdncia entre duas moléculas medida a partir
de seus centros de massa).

Sendo apolar o meio de permissividade e, é valida a
relacao

(Eesf)r - Tl2, (10)

em que n é o indice de refragdo daquele meio e (€est)r
é sua constante dielétrica estdtica. Vejamos com mais
detalhes. O indice de refracdo n de um meio é definido
como a razdo entre a velocidade da luz no vacuo (c)
e a velocidade v da luz nesse meio; ou seja, n = c¢/v.
De acordo com a eletrodinAmica cléssica, ¢ =1/ Voo,
e, para meios lineares, v = 1/,/u€ (veja, por exemplo,
as segbes 9.2.1 e 9.3.1 do Griffiths [§]). Como, para a
maioria dos materiais, a permeabilidade magnética, u, é
muito préxima da permeabilidade magnética do vécuo,
wo (veja, por exemplo, a Tabela 6.1 do Griffiths [§]),

6 O nivel de dificuldade aqui corresponde ao de um problema
tipico de uma lista de exercicios de uma disciplina de graduacao
de eletrodinamica classica.
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temos, para esses materiais, n & \/€/eg = V€, ou, equi-
valentemente, ¢, = n? (escrevendo “=" no lugar de “~”).
Mas atencao: a constante dielétrica €, é uma constante
no sentido de que seu valor ndo depende da intensidade
do campo elétrico macroscépico E (desde que, é claro,
tal intensidade seja suficientemente baixa para que o
meio possa ser classificado como linear). Contudo, seu
valor pode depender da frequéncia do campo elétrico E!
Na relacio €, = n?, temos ¢, = €,.(v), em que v é a
frequéncia de E (tipicamente uma frequéncia Optica),
enquanto nas equagoes de Debye, Onsager, Kirkwood e
Kirkwood-Frohlich temos €, = €.(0) — e neste caso a
constante dielétrica é denominada constante dielétrica
estdtica. Quando um meio dielétrico linear é submetido
a um campo elétrico que oscila com frequéncia éptica,
os momentos de dipolo permanentes nao acompanham
as oscilagoes do campo, e, assim, é como se eles nao
existissem! Isso porque as orientagdes moleculares ficam
com uma distribuicao aleatdria, e entdo os momentos de
dipolo permanentes ndo contribuem para a polarizagao
do meio. Nesses casos, s6 os momentos de dipolo indu-
zidos contribuem para o valor da constante dielétrica —
e por isso o valor de €, em frequéncias 6pticas pode ser
tao menor que seu valor para campos estdticos (no caso
da agua pura a 20°C, submetida a luz visivel, temos
€. ~ 1,77, e para campos elétricos estaticos temos €, ~
80). Mas se o meio é um fluido linear e apolar (ou seja
que ndo possui momentos de dipolo permanentes), sua
constante dielétrica, com boa aproximagdo, independe
da frequéncia — na faixa que vai de 0 a frequéncias
Opticas -, e dai podemos usar a relagdo em sendo
n o indice de refracdo do meio para frequéncias opticas,
mas sendo (€qst), sua constante dielétrica estatica. Tal
relacdo serd fundamental na obtengdo da equacdo de
Kirkwood-Frohlich.

Nosso préximo passo serda reunir moléculas de um
mesmo tipo, usando o modelo de Frohlich apresentado
na Fig. 3] para formar um fluido. A Figlh ilustra a
ideia, para um nivel maximo de aproximacao entre as
moléculas. E claro, teriamos, com esse nivel maximo
de aproximagdo, uma estrutura regular caracteristica de
um s6lido, ndo de um liquido. Mas o intento, aqui, é
duplo: justificar por que o didmetro da esfera, no modelo
apresentado na Fig. [3] é da ordem da distdncia média
entre moléculas adjacentes no fluido (com a distancia
entre duas moléculas medida a partir de seus centros
de massa), e mostrar que mesmo nessa situagdo limite
0 espago nao é completamente preenchido — o que nao
é nenhuma surpresa, nem um problema, em principio.
Contudo, Frohlich introduziu uma aproximacdo adici-
onal: preencheu tais lacunas com o meio apolar de
permissividade €qs¢, como ilustra a Fing por que ele
fez isso? Bem, é aqui que a mdgica acontece (no melhor

7 E interessante observar que Onsager, no desenvolvimento de seu
modelo, fez uso de uma aproximacado semelhante: considerou o
volume do fluido igual a uma soma de volumes esféricos. Veja a
nota de rodapé 13 do primeiro artigo desta série [I].
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Figura 4: (a) Representa¢do de um fluido puro constituido
de moléculas segundo o modelo de Fréhlich (Fig. . Nesta
ilustragdo, foi considerado o nivel maximo de aproximacgio entre
as moléculas — que n3o ocorre em liquidos. (b) A mesma
distribuicdo de dipolos puros, com momentos de dipolo de
médulo constante pg, mas agora considerando-se que o meio
de permissividade €eq.sr preenche os espagos vazios.

sentido da expressdo)! A grande ideia de Frohlich, para
contornar a dificuldade (discutida na secao anterior) de
introduzir polarizabilidades moleculares nao despreziveis
no desenvolvimento que leva a equacao de Kirkwood,
foi considerar, na esfera macroscopica ilustrada na
Fig. 2] moléculas modeladas segundo ilustra a Fig. [3]
com a aproximagcao adicional de preencher os espacos
vazios com o meio de permissividade €qs. Com isso —
e exatamente aqui estd a grande ideia de Frohlich —
temos um conjunto de dipolos puros, com momentos de
dipolo de moédulo constante pg, em um meio continuo
de permissividade €qgt. E o que ilustra a Fig. Dai,
a dificuldade relativa a existéncia de momentos de
dipolo induzidos some, porque py é constante, e o meio
continuo de permissividade €qss responde, no modelo,
pelos momentos de dipolo induzidos. Entao todo o desen-
volvimento que leva a equagao de Kirkwood, apresentado
no segundo artigo desta série [5], pode ser mantido,
fazendo-se apenas as seguintes modificagoes (compare as
Figs. e : substituindo-se €y por €.t (como permite
a eletrodindmica, quando passamos do vacuo para um
meio linear de permissividade €qs) € po por pg. O
resultado é que a equacdo de Kirkwood (igualdade (38)
do segundo artigo desta série, e igualdade @ deste
artigo), torna-se:

((e/eest) — 1)(2(e/€est) +1) _ ﬁﬁ
9(€/€est) 3eo 3KT

Nao substituimos, no segundo membro da igualdade
@, €0 POr €ost porque aquele ¢y vem da relagdo geral

g. (11)
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Figura 5: Esfera macroscépica imaginaria relativa ao modelo de
Kirkwood-Fréhlich para fluidos polares puros. O que muda, em
relagio a esfera apresentada na Fig. [2] é que aqui os dipolos
permanentes tém momento de dipolo de médulo constante pg,
em vez de po (veja a Fig. [3]), e ndo estdo no vacuo, mas imersos
em um meio apolar continuo de permissividade €egf.

€, =1+ P/(egE), como vocé pode facilmente verificar
em nosso artigo anterior [5].

Combinando as igualdades @D, e (troque, em
(11)), €/€cst por (€/€0)/(€est/€0) = €r/(€cst)r) Obtemos a
equacao de Kirkwood-Frohlich,

(€, — n?)(2¢, +n?)
€r(n? + 2)2

N pé
Y P 12
3eo KT (12)

Embora n tenha sido introduzido, no desenvolvimento
apresentado acima, como o indice de refracdo do meio
apolar de permissividade elétrica €qsf, é também o indice
de refrag@o do fluido dielétrico modelado, de permissivi-
dade €, porque os dipolos com momentos de dipolo de
modulo constante pg nao acompanham as oscilagoes, em
frequéncias Opticas, de um campo elétrico aplicado ao
meio, devido a inércia rotacional de cada molécula.

A equacao de Kirkwood-Frohlich, , difere da
equagao de Onsager, , pela presenca, na primeira,
do fator g, e a discussdo feita no segundo artigo desta
série [5], relativamente ao fator g de Kirkwood, perma-
nece valida aqui.

Vamos aplicar a equacao de Kirkwood-Frohlich a
agua. O momento de dipolo permanente de uma
molécula de dgua tem médulo pg ~ 6,14 x 1073°C - m,
e para dgua pura a 1 atm e 20°C (T = 293K) temos
N =~ 3,34 x 102 m~3. Com estes valores, e com o valor
calculado recentemente por Zhang e colaboradores [9]
para o fator g de Kirkwood para a dgua liquida, g =~ 2,2,
a quantidade adimensional no segundo membro de (|12))
fica:

N p

% 3T g ~ 8,60.

Substituindo o valor acima no segundo membro da
igualdade (|12)), e fazendo, no primeiro membro, n =~ 1,33
(que é, aproximadamente, o indice de refragdo para

a dgua liquida), resolvendo a equagdo resultante para
€, obtemos ¢, ~ 62,0. E um valor ainda distante do
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valor experimental para a constante dielétrica da dgua
(e ~ 80), mas é bem melhor que o valor que obtemos
a partir da equacdo de Onsager (igualdade (1)), que é
€ ~ 28,7. E interessante observar que obtemos, a partir
da equagao de Kirkwood (igualdade @) — ou seja, sem
considerar a polarizabilidade da molécula de dgua (que
corresponde a fazer n = 1) -, ¢, &~ 39,2, e a partir da
equacao de Onsager com n =1, €, ~ 18,1.

3. Conclusao

Neste trabalho, guiamos o leitor ou a leitora a obtencao
da equacdo de Kirkwood-Frohlich para fluidos polares
puros — a equacao . Como dissemos na primeira
secdo, trata-se do terceiro artigo de uma série sobre
modelos para fluidos polares puros, e a conclui.

Esta série pode ser 1util de formas variadas: para
0s que se interessam por teoria de polarizacao elétrica
(para estudo ou realizacdo de um trabalho de pesquisa),
no ensino de tépicos complementares em disciplinas de
eletrodindmica classica, mecanica estatistica ou fisico-
quimica, em cursos de graduagdo ou pos-graduagao, e
também como um meio de discutir modelagem em fisica.
As aproximacoes e consideragoes feitas no desenvolvi-
mento dos modelos apresentados nesta série de artigos
vao do curioso ao surpreendente.
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