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O c�alculo do potencial efetivo usando o m�etodo da fun�c~ao zeta �e extremamente vantajoso, porque a
fun�c~ao zeta �e regular em s = 0, e n�os obtemos imediatamente um resultado �nito para o potencial
efetivo sem a necessidade de subtra�c~ao de qualquer p�olo ou a adi�c~ao de contratermos in�nitos. O
prop�osito deste artigo �e mostrar explicitamente como ocorre o cancelamento das divergências e que
o m�etodo da fun�c~ao zeta implicitamente usa o mesmo procedimento usado por Bollini-Giambiagi e
Salam-Strathdee para obter a parte �nita de fun�c~oes com um p�olo simples.

The calculation of the minimum of the e�ective potential using the zeta function method is extremely
advantagous, because the zeta function is regular at s = 0 and we gain immediately a �nite result for
the e�ective potential without the necessity of subtratction of any pole or the addition of in�nite
counter-terms. The purpose of this paper is to explicitly point out how the cancellation of the
divergences occurs and that the zeta function method implicitly uses the same procedure used by
Bollini-Giambiagi and Salam-Strathdee in order to gain �nite part of functions with a simple pole.

I Introdu�c~ao

Os f��sicos de altas energias foram os primeiros a perce-
berem a necessidade de uma teoria quântica de campos
relativ��stica e mais tarde f��sicos de outras especialidades
encontraram nela uma poderosa ferramenta. Indubita-
velmente a teoria quântica de campos obteve seu pri-
meiro sucesso na eletrodinâmica quântica (QED) e seu
maior sucesso no modelo padr~ao.

A teoria quântica de campos �e fundamentalmente
de aspecto perturbativo. Portanto, as quantidades com
maior interesse f��sico, as fun�c~oes de Green, s~ao constru��-
das por meio de s�eries perturbativas. Contudo, a teo-
ria quântica de campos tem enormes problemas de di-
vergências em todos seus aspectos perturbativos. O tra-
tamento desses in�nitos ainda �e um dos maiores desa�os

em teoria quântica de campos. A natureza matem�atica
do problema �e clara. Divergências ocorrem nos c�alculos
perturbativos porque duas distribui�c~oes n~ao podem ser
multiplicadas no mesmo ponto. V�arios m�etodos têm si-
dos porpostos para eliminar esse problema. Entretanto,
somente tem sido poss��vel eliminar esses in�nitos con-
sistentemente e de uma maneira �sicamente aceit�avel
absorvendo-os nos parâmetros nus da teoria (aqueles
n~ao f��sicos).

Uma quantidade de consider�avel importância f��sica
�e a densidade de energia do v�acuo que est�a associ-
ada com interessantes efeitos f��sicos, tais como \Lamb
Shift" e o Efeito Casimir, os quais ocorrem devido �as

utua�c~oes do v�acuo. Por�em, existem diversas varia�c~oes
sobre a determina�c~ao da energia do v�acuo em uso. En-
tre elas, o m��nimo do potencial efetivo obtido da abor-
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dagem de m�etodos funcionais da teoria quântica de
campos �e extensivamente usada. A principal aplica�c~ao
do potencial efetivo est�a associada com a quebra es-
pontânea de simetria. O potencial efetivo �e obtido de
um m�etodo n~ao perturbativo como uma s�erie em \loop"
(~). No limite cl�assico, que �e a chamada aproxima�c~ao
em �arvore, o potencial efetivo torna-se igual ao poten-
cial cl�assico, portanto ele �e o potencial cl�assico mais
corre�c~oes quânticas. O potencial efetivo tamb�em sofre
os mesmos problemas de divergências j�a citados.

O procedimento usual para tratar estas divergências
tem sido empregar um m�etodo de regulariza�c~ao (dimen-
sional, "cut-o�", etc) a �m de isolar as divergências e
tornar a teoria �nita fazendo-se o uso de um regula-
dor e, depois, usando-se uma prescri�c~ao de renorma-
liza�c~ao, subtra�c~ao dos p�olos ou adi�c~ao de contrater-
mos, de forma a ajustar os parâmetros da teoria �aqueles
f��sicos (observados), eliminar as divergências isoladas e
restabelecer a teoria original com a elimina�c~ao do regu-
lador. Uma vez que a subtra�c~ao dos p�olos ou a adi�c~ao
de contratermos in�nitos, embora bem fundamentada
em espa�cos planos (\
at"), �e d�ubia em espa�cos curvos.
O c�alculo do m��nimo do potencial efetivo usando-se o
m�etodo da fun�c~ao zeta �e vantajoso, pois a fun�c~ao zeta
�e regular em s = 0 e n�os obtemos um resultado �nito
para o potencial efetivo sem a aparente necessidade de
subtra�c~ao de qualquer p�olo ou a adi�c~ao de contrater-
mos in�nitos. Contudo, �e �obvio que implicitamente no
m�etodo da fun�c~ao zeta deve existir o cancelamento das

divergências.

O trabalho est�a organizado da seguinte forma: na
se�c~ao 2 n�os explicitamente mostramos o cancelamento
das divergências no m�etodo da fun�c~ao zeta; na se�c~ao
3 n�os mostramos que o m�etodo da fun�c~ao zeta �e equi-
valente ao bem conhecido procedimento para obter a
parte �nita de fun�c~oes com um p�olo simples (neste
caso, aquele relacionado �a energia de ponto zero) usa-
do por Bollini-Giambigi e Salam-Strathee, isto porque
o m�etodo da fun�c~ao zeta �e um procedimento de regu-
lariza�c~ao anal��tica; na se�c~ao 4 n�os fazemos nossas con-
clus~oes.

II O cancelamento das di-

vergências

Na abordagem de m�etodos funcionais da teoria
quântica de campos, a densidade de energia do v�acuo
pode ser determinada pelo c�alculo do m��nimo do poten-
cial efetivo [1-7]. A densidade de energia desta forma
determinada �e uma expans~ao em loop (ou equivalen-
temente em potências de ~), isto �e, sua parte cl�assica
mais corre�c~oes quânticas.

Seja �(x) um campo real escalar em um espa�co-
tempo de Minkowski, sujeito ao potencial V (�). O
m��nimo do potencial efetivo para primeira ordem na
expans~ao em \loop" �e dado por

c

Vef (��) = Vcl(��) +
1

2

~



ln det

�
Æ2S[ ��]

Æ�(x)Æ�(y)

�
= Vcl(��) + V

(1)
ef (��); (1)

onde �� =< � > �e o valor esperado do v�acuo, S[�] �e a a�c~ao cl�assica, 
 = V T �e o volume do espa�co-tempo, e no
potencial cl�assico Vcl(�) est~ao inclu��dos termos de massa e auto-intera�c~ao.

Fazendo-se a usual continua�c~ao anal��tica para o espa�co-tempo euclidiano [2,4], a a�c~ao cl�assica pode ser escrita
como

S[�] =

Z
d4x

�
1

2
@��@��+ Vcl(�)

�
; (2)

onde uma conven�c~ao de somat�orio euclidiana para ��ndices repetidos est�a impl��cita. Da eq.(2) n�os obtemos a matriz
m(x; y) da segunda varia�c~ao da a�c~ao S[�]

m(x; y) � Æ2S[�c]

Æ�(x)Æ�(y)
= Æ4(x � y)[�Æ��@�@� + V 00cl (�c)]: (3)

d
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O campo cl�assico �cl(x) =< �(x) >J �e o valor espe-
rado do v�acuo na presen�ca de uma fonte externa J(x).
Quando J(x)! 0, �cl(x) torna-se uma constante, �c.

Agora,m �e um operador real, el��ptico e auto-adjunto
(por causa da continua�c~ao anal��tica), e para estes tipos
de operadores n�os podemos de�nir a assim chamada
fun�c~ao zeta generalizada. Seja f�ig os autovalores do
operadorm(x; y). A fun�c~ao zeta generalizada associada
ao operador M (x; y) (m! M = m

2��2 ) �e de�nida por

�M (s) =
1

2

~




X
i

�
�i

2��2

��s
; (4)

onde n�os introduzimos um parâmetro de escala desco-
nhecido �, com dimens~oes de inverso do comprimento
([L]�1) ou massa ([M ]) para manter a fun�c~ao zeta adi-
mensional para todo s. A introdu�c~ao do parâmetro
de escala �, pode ser mais bem compreendido quando
n�os observamos que existe escondida uma divis~ao da in-
tegral divergente no procedimento de regulariza�c~ao da
fun�c~ao zeta, isto �e, uma separa�c~ao das partes divergente
e �nita do Vef (�c) (em [4], p�ag. 208 e em [5], p�ag. 88).
�E bem conhecida a rela�c~ao [2]

ln detM = �d�M (0)

ds
: (5)

Agora, o potencial efetivo para a primeira ordem na
expans~ao em "loop" pode ser escrito como

V
(1)
ef (�c) = �d�M (0)

ds
: (6)

O c�alculo do potencial efetivo, usando-se a eq.(6),
conduz a um resultado �nito sem a necessidade de sub-
tra�c~ao de qualquer p�olo ou a adi�c~ao de contratermos
in�nitos. Isso �e devido ao fato de que a fun�c~ao zeta ge-
neralizada como de�nida na eq.(4) �e regular em s = 0
[2, 8]. Evidentemente, a necessidade de ajustar os
parâmetros da teoria aos resultados observados nos leva
a impor condi�c~oes de renormaliza�c~ao, tais como

d2Vef
d�2c

����
h�i

= m2
R; (7)

d4Vef
d�4c

����
h�i

= �R; (8)

onde mR �e a massa renormalizada, �R �e a constante
de acoplamento renormalizada e < � > �e o ponto de
m��nimo do potencial efetivo (ponto de subtra�c~ao ou re-
normaliza�c~ao) [6, 9].

No caso de teorias de massa nula, o ponto de sub-
tra�c~ao para a condi�c~ao de renormaliza�c~ao (8) n~ao pode
ser tomado em < � >= 0 devido �a singularidade lo-
gar��tmica. Por�em, nos casos de teorias de massa nula

n~ao existe uma escala intr��nseca de massa, portanto to-
dos os pontos de renormaliza�c~ao s~ao equivalentes e a
condi�c~ao (8) �e trocada por

d4Vef
d�4c

����
h�i=M

= �R; (9)

onde M �e um ponto de renormaliza�c~ao 
utuante ar-
bitr�ario [4].

Alternativamente, n�os podemos usar a rela�c~ao

ln det[m(x; y)] = tr ln[m(x; y)]; (10)

e obtermos [4]

V
(1)
ef (�c) =

~

2

Z
d4k

(2�)4
ln

�
k2E + V 00(�c)

�
; (11)

onde kE �e o quadrimomento e o sub��ndice E denota
espa�co-tempo euclidiano. Como pode ser visto, a inte-
gral da eq.(11) �e claramente divergente e, portanto, n�os
necessitamos um procedimento de regulariza�c~ao para
isolar as divergências. Disto n�os conclu��mos que a de-
termina�c~ao do potencial efetivo, usando-se a fun�c~ao
zeta , eq.(6), deve esconder o cancelamento das di-
vergências de algum modo.

Com o prop�osito de mostrarmos explicitamente
como o cancelamento das divergências ocorre, n�os es-
crevemos os autovalores do operador m(x; y) como

�i;! = !2 + h2i ; (12)

onde hi s~ao os autovalores do operador hamiltoni-
ano H e ! �e um parâmetro cont��nuo designando a parte
temporal dos autovalores do operador m(x; y).

A fun�c~ao zeta associada ao operador M (x; y), de�-
nida pela eq.(4), pode ser escrita, usando-se a eq.(12),
como

�M (s) =
1

2

~




Z 1

�1

d!

2�

X
i

�
!2

2��2
+

h2i
2��2

��s
T: (13)

Usando a rela�c~ao [10]

Z 1

�1

�
k2 +A2

��s
dmk =

�
m

2 �(s�m=2)

�(s)

�
A2

�m
2
�s

; (14)

n�os podemos realizar a integral acima em d! e obtermos

�M (s) =
1

2
p
�

�[s� 1=2]

�[s]

1

2

~



�H(s� 1=2); (15)

onde �H(s�1=2) �e a fun�c~ao zeta generalizada associada
ao operador hamiltoniano H , de�nida por

�H(s� 1=2) =
p
2��2

X
i

�
h2i

2��2

�1=2�s

: (16)
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�E bem conhecido que �M (s) �e anal��tica em s = 0 [8,
11, 12]. Portanto, �M (0) �e �nita. Assim, ou �H (s�1=2)
�e anal��tica em s = 0 e �M (0) �e zero ou �H (s� 1=2) n~ao
�e anal��tica em s = 0 e neste caso �H(s � 1=2) deve ter
a mesma estrutura de p�olos simples da fun�c~ao gama
�(s), tal que �M (s) seja anal��tica em s = 0. Assim, a
fun�c~ao zeta generalizada associada ao operador H pode
ser escrita como

�H(s� 1=2) = F (s) +D(s)�(s); (17)

onde F (s) eD(s) s~ao fun�c~oes anal��ticas em s = 0. Note-
se que s �e o regulador usado no procedimento de regu-
lariza�c~ao anal��tica da soma da energia de ponto-zero.

A eq.(17) �e evidente quando n�os realizamos a ex-
pans~ao em s�erie de Laurent

c

�H (s� 1=2) =
a�1
s

+ a0 + a1s+ a2s
2 + :::;

�H (s� 1=2) =
a�12

p
�

�(s� 1=2)
�(s) + a0 + a1s+ a2s

2 + :::; (18)

onde D(s) e F (s) s~ao auto-evidentes. Uma vez que �H (s � 1=2) tem somente um p�olo simples, a expans~ao �e
univocamente determinada.

Agora, diferenciando-se a eq.(15) e usando-se a eq.(17), n�os obtemos

� 0
M (s) =

1

2

~




�(s� 1=2)

2
p
��(s)

�
 (s� 1=2)F (s) +  (s� 1=2)D(s)�(s)�  (s)F (s)+

� (s)�(s)D(s) + F 0(s) +D0(s)�(s) +D(s) (s)�(s)

�
: (19)

d

Observe-se que os termos em negrito s~ao divergentes
e cancelam-se mutualmente. Finalmente n�os encontra-
mos

� 0
M (0) = �1

2

~



[F (0) +  (�1=2)D(0) +D0(0)]: (20)

O resultado acima explicitamente mostra como as di-
vergências s~ao canceladas na determina�c~ao do potencial
efetivo usando-se a eq.(6). Portanto, �e claro que escon-
dido em � 0

M
(0) existe um procedimento para obter a

parte �nita da eq.(11).

III Equivalência

Uma vez que a eq.(6) fornece um resultado �nito, deve
existir, �e claro, algum procedimento pelo qual se obt�em,
sem ambig�uidades, a parte �nita da teoria. Este pro-
cedimento foi empregado por Salam-Strathdee [13] e
provado por Bollini-Giambiagi ser solu�c~ao matem�atica
para o problema [14]. O procedimento �e muito simples:
se 	(s) �e uma fun�c~ao com somente um p�olo simples em,
digamos, s = 0, ent~ao sua parte �nita �e de�nida como

FR = lim
s!0

�
@

@s

�
s	(s)

��
: (21)

�E importante notar que a eq.(21) tem fornecido a con-
tinua�c~ao anal��tica necess�aria para restabelecer a teoria
original.

Agora, n�os sabemos que a fun�c~ao zeta �M (s) �e
anal��tica em s = 0. Portanto, n�os podemos escrevê-
la como

�M (s) = �sf(s); (22)

onde a fun�c~ao f(s) tem um p�olo simples em s = 0 para
que a eq.(21) seja satisfeita.

O m��nimo do potencial efetivo �e a densidade de
energia do v�acuo que pode ser identi�cado �a energia
de ponto-zero (ZPE) [15]. A energia de ponto-zero �e
de�nida como

� =
~T

2


X
i

hi: (23)

onde hi s~ao os autovalores do operador hamiltoniano os
quais s~ao dados por

h2i = p2 + V 00cl (
��): (24)
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Assim,

� =
~T

2


XZ
d3p
q
p2 + V 00cl (

��): (25)

Naturalmente, o somat�orio (integral) acima �e clara-
mente divergente.

A �m de regularizarmos a express~ao acima, vamos
usar o conceito de continua�c~ao anal��tica1. A id�eia �e
trocarmos a express~ao original com um somat�orio (in-
tegral) divergente por uma fun�c~ao anal��tica bem com-
portada de um parâmetro complexo. O somat�orio (in-
tegral) agora �e convergente e pode ser realizada formal-
mente sem ambig�uidades. Ap�os isso, pode-se, ent~ao,
continuar analiticamente a express~ao resultante para
um valor do parâmetro complexo que restabele�ca a te-
oria original. A divergência ultravioleta original reapa-
rece como p�olo neste valor do parâmetro complexo. A
subtra�c~ao deste p�olo, por �m, conduz a um resultado
�nito [16]

Desta forma, vamos trocar � por sua continua�c~ao
anal��tica dada por

� =
~T

2

�H (s� 1=2) (26)

Em um procedimento de regulariza�c~ao anal��tica , como
j�a dissemos, a divergência aparece como p�olo simples no
valor f��sico do parâmetro de regulariza�c~ao, s. Portanto,
�(s) �e uma fun�c~ao merom�or�ca com um p�olo simples
em s = 0 e, ent~ao, n�os podemos escrevê-la como

�(s) =
b�1
s

+
1X
n=0

bns
n: (27)

Para restabelecer a teoria original, livre de divergências,
n�os usamos o procedimento da eq.(21) na eq.(27). N�os
obtemos a energia de ponto-zero renormalizada

�R = b0: (28)

Uma vez que �R �e a densidade de energia do v�acuo,
segue das eqs. (6) e (22) que

f(s) = �(s): (29)

A eq.(29) pode ser facilmente provada usando-se a
eq.(15) e a identidade

2
p
��[s]

�[s� 1=2]
= �1

s
; (30)

para obtermos

�M (s) = �s�(s): (31)

Comparando-se a eq.(22) e a eq.(31), n�os encontramos
o resultado da eq.(29). Agora, usando-se a eq.(31), n�os
podemos escrever

�(s) = �1

s
�M (s): (32)

Realizando um expans~ao em s�erie de Laurent de �(s)

�(s) = ��M (0)
1

s
� � 0M (0)� � 00M (0)

s

2
� :::; (33)

e usando a eq.(21), n�os obtemos

�R = �� 0M (0): (34)

Portanto, quando n�os usamos o m�etodo da fun�c~ao
zeta, n�os estamos, implicitamente, realizando um pro-
cedimento de regulariza�c~ao anal��tica, cuja parte �nita
�e obtida como

lim
s!0

�
@

@s

�
s�(s)

��
: (35)

Naturalmente, a multiplica�c~ao de �(s) por s can-
cela o p�olo evitando-se as poss��veis divergências. Assim,
n�os a�rmamos que o m�etodo da fun�c~ao zeta �e comple-
tamente equivalente ao procedimento de regulariza�c~ao
anal��tica para obtermos a energia do v�acuo ( ou ener-
gia de ponto-zero). N�os n~ao estamos a�rmando aqui
a equivalência entre o potencial efetivo e a energia de
ponto-zero, uma vez que esta �e uma a�rma�c~ao mais
profunda e j�a bem conhecida [16 - 18].

IV Conclus~ao

O procedimento de regulariza�c~ao do m��nimo do poten-
cial efetivo usando-se o m�etodo da fun�c~ao zeta nos for-
nece um resultado �nito sem a necessidade de subtra�c~ao
de qualquer p�olo ou a adi�c~ao de contratermos in�nitos.

Isso �e devido ao fato de que a fun�c~ao zeta �e regular
em s = 0. Desta maneira procedimentos d�ubios usa-
dos para obter-se um resultado �nito para o m��nimo do
potencial efetivo s~ao evitados, uma vez que, como n�os
mostramos, as divergências s~ao implicitamente cance-
ladas pelo m�etodo da fun�c~ao zeta.

O m�etodo da fun�c~ao zeta para a determina�c~ao do
potencial efetivo �e implicitamente equivalente a um
procedimento de regulariza�c~ao anal��tica para obter-se
a energia de ponto-zero, cuja parte �nita �e obtida da
eq.(21). Al�em disso, a eq.(21) fornece a continua�c~ao
anal��tica necess�aria para restabelecermos a teoria ori-
ginal no caso da regulariza�c~ao anal��tica da energia de
ponto-zero.
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1Seja F1 uma fun�c~ao anal��tica em um dom��nio D1 e F2 uma fun�c~ao anal��tica em um dom��nio D2. Se os dom��nios D1 e D2 se

interceptam e em cada ponto da intersec�c~ao D1D2 as fun�c~oes F1 e F2 s~ao iguais, dizemos que F2 �e continua�c~ao anal��tica de F1. �E

importante ressaltar o fato que a continua�c~ao F2 de F1 �e �unica.
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