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O célculo do potencial efetivo usando o método da func¢ao zeta é extremamente vantajoso, porque a
funcdo zeta é regular em s = 0, e nés obtemos imediatamente um resultado finito para o potencial
efetivo sem a necessidade de subtracdo de qualquer pélo ou a adi¢do de contratermos infinitos. O
propoésito deste artigo é mostrar explicitamente como ocorre o cancelamento das divergéncias e que
o método da fungdo zeta implicitamente usa o mesmo procedimento usado por Bollini-Giambiagi e
Salam-Strathdee para obter a parte finita de funcées com um pélo simples.

The calculation of the minimum of the effective potential using the zeta function method is extremely
advantagous, because the zeta function is regular at s = 0 and we gain immediately a finite result for
the effective potential without the necessity of subtratction of any pole or the addition of infinite
counter-terms. The purpose of this paper is to explicitly point out how the cancellation of the
divergences occurs and that the zeta function method implicitly uses the same procedure used by
Bollini-Giambiagi and Salam-Strathdee in order to gain finite part of functions with a simple pole.

I Introducao

Os fisicos de altas energias foram os primeiros a perce-
berem a necessidade de uma, teoria quantica de campos
relativistica e mais tarde fisicos de outras especialidades
encontraram nela uma poderosa ferramenta. Indubita-
velmente a teoria quantica de campos obteve seu pri-
meiro sucesso na eletrodinamica quantica (QED) e seu
maior sucesso no modelo padrao.

A teoria quantica de campos é fundamentalmente
de aspecto perturbativo. Portanto, as quantidades com
maior interesse fisico, as fun¢oes de Green, sio construi-
das por meio de séries perturbativas. Contudo, a teo-
ria quantica de campos tem enormes problemas de di-
vergéncias em todos seus aspectos perturbativos. O tra-
tamento desses infinitos ainda é um dos maiores desafios

em teoria quantica de campos. A natureza matemaética
do problema é clara. Divergéncias ocorrem nos célculos
perturbativos porque duas distribui¢oes nao podem ser
multiplicadas no mesmo ponto. Varios métodos tém si-
dos porpostos para eliminar esse problema. Entretanto,
somente tem sido possivel eliminar esses infinitos con-
sistentemente e de uma maneira fisicamente aceitavel
absorvendo-os nos parametros nus da teoria (aqueles
nao fisicos).

Uma quantidade de considerdvel importéincia fisica
é a densidade de energia do vacuo que estd associ-
ada com interessantes efeitos fisicos, tais como “Lamb
Shift” e o Efeito Casimir, os quais ocorrem devido as
flutuagoes do vacuo. Porém, existem diversas variagdes
sobre a determinacdo da energia do vdcuo em uso. En-
tre elas, o minimo do potencial efetivo obtido da abor-
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dagem de métodos funcionais da teoria quantica de
campos é extensivamente usada. A principal aplicagio
do potencial efetivo estd associada com a quebra es-
pontanea de simetria. O potencial efetivo é obtido de
um método nao perturbativo como uma série em “loop”
(k). No limite cldssico, que é a chamada aproximagéo
em arvore, o potencial efetivo torna-se igual ao poten-
cial classico, portanto ele é o potencial classico mais
corregodes quanticas. O potencial efetivo também sofre
os mesmos problemas de divergéncias ja citados.

O procedimento usual para tratar estas divergéncias
tem sido empregar um método de regularizacao (dimen-
sional, ”cut-off”, etc) a fim de isolar as divergéncias e
tornar a teoria finita fazendo-se o uso de um regula-
dor e, depois, usando-se uma prescricio de renorma-
lizacao, subtracao dos pdlos ou adicdo de contrater-
mos, de forma a ajustar os parametros da teoria aqueles
fisicos (observados), eliminar as divergéncias isoladas e
restabelecer a teoria original com a eliminacdo do regu-
lador. Uma vez que a subtracao dos pélos ou a adicao
de contratermos infinitos, embora bem fundamentada
em espacos planos (“flat”), é diubia em espagos curvos.
O célculo do minimo do potencial efetivo usando-se o
método da funcdo zeta é vantajoso, pois a fungdo zeta
é regular em s = 0 e nds obtemos um resultado finito
para o potencial efetivo sem a aparente necessidade de
subtracao de qualquer pdélo ou a adicao de contrater-
mos infinitos. Contudo, é 6bvio que implicitamente no
método da funcao zeta deve existir o cancelamento das

lh

Vs @) = V@) + 52 n det[

0%S[9]
5¢(x)d¢(y)
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divergéncias.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na
secdo 2 nods explicitamente mostramos o cancelamento
das divergéncias no método da funcdo zeta; na secdo
3 nés mostramos que o método da funcio zeta é equi-
valente ao bem conhecido procedimento para obter a
parte finita de fungdes com um pdlo simples (neste
caso, aquele relacionado 4 energia de ponto zero) usa-
do por Bollini-Giambigi e Salam-Strathee, isto porque
o método da funcdo zeta é um procedimento de regu-
larizacao analitica; na secdo 4 nds fazemos nossas con-
clusoes.

IT O cancelamento das di-
vergéncias

Na abordagem de métodos funcionais da teoria
quantica de campos, a densidade de energia do vacuo
pode ser determinada pelo cdlculo do minimo do poten-
cial efetivo [1-7]. A densidade de energia desta forma
determinada é uma expansdo em loop (ou equivalen-
temente em poténcias de f), isto é, sua parte cldssica
mais correcoes quanticas.

Seja ¢(x) um campo real escalar em um espago-
tempo de Minkowski, sujeito ao potencial V(¢). O
minimo do potencial efetivo para primeira ordem na
expansao em “loop” é dado por

} — V(@) + VP (@), 1)

onde ¢ =< ¢ > é o valor esperado do vacuo, S[¢] é a acio classica, @ = VT é o volume do espaco-tempo, e no
potencial cldssico V,;(¢) estdo incluidos termos de massa e auto-interacao.
Fazendo-se a usual continuagdo analitica para o espago-tempo euclidiano [2,4], a agfo cldssica pode ser escrita

como

S = [ da| 50,00,0 + V(o) &)

onde uma convengao de somatério euclidiana para indices repetidos esta implicita. Da eq.(2) nés obtemos a matriz

m(z,y) da segunda variacio da acdo S[¢]

62 S[pc]
3¢(x)3¢(y)

m(z,y) =

= 0"z = y)[~0" 0,0, + Vi ()] (3)
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O campo cldssico ¢e(x) =< ¢(x) >5 é o valor espe-
rado do vécuo na presenca de uma fonte externa J(z).
Quando J(z) = 0, ¢ (z) torna-se uma constante, @..
Agora, m é um operador real, eliptico e auto-adjunto
(por causa da continuacdo analitica), e para estes tipos
de operadores nds podemos definir a assim chamada
funcgio zeta generalizada. Seja {)\;} os autovalores do
operador m(z,y). A fungio zeta generalizada associada
ao operador M (z,y) (m — M = 55) é definida por

=565 () (@)

onde nés introduzimos um parametro de escala desco-
nhecido p, com dimensoes de inverso do comprimento
([L]~') ou massa ([M]) para manter a funcio zeta adi-
mensional para todo s. A introducdo do parametro
de escala pu, pode ser mais bem compreendido quando
nés observamos que existe escondida uma divisao da in-
tegral divergente no procedimento de regularizacio da
funcao zeta, isto é, uma separacao das partes divergente
e finita do Ves(¢.) (em [4], pag. 208 e em [5], pag. 88).
E bem conhecida a relagio [2]

dCpr(0)

Indet M = — :
nde 7 ()

Agora, o potencial efetivo para a primeira ordem na
expansao em "loop” pode ser escrito como

dCpr(0)
. (6)

Vi (90) = -

O célculo do potencial efetivo, usando-se a eq.(6),
conduz a um resultado finito sem a necessidade de sub-
tracao de qualquer polo ou a adicao de contratermos
infinitos. Isso é devido ao fato de que a funcdo zeta ge-
neralizada como definida na eq.(4) é regular em s = 0
[2, 8]. Evidentemente, a necessidade de ajustar os
parametros da teoria aos resultados observados nos leva
a impor condicoes de renormalizacao, tais como

d?V,
B | =" o
c Ko
d*V,

onde mp é a massa renormalizada, A\r é a constante
de acoplamento renormalizada e < ¢ > é o ponto de
minimo do potencial efetivo (ponto de subtracdo ou re-
normalizacdo) [6, 9].

No caso de teorias de massa nula, o ponto de sub-
tragdo para a condi¢do de renormalizagao (8) ndo pode
ser tomado em < ¢ >= 0 devido a singularidade lo-
garitmica. Porém, nos casos de teorias de massa nula

nao existe uma escala intrinseca de massa, portanto to-
dos os pontos de renormalizacido sdo equivalentes e a
condigao (8) é trocada por

Vi,
oz l(g)=nr

- AR) (9)

onde M é um ponto de renormalizacdo flutuante ar-
bitrario [4].
Alternativamente, nés podemos usar a relacao

Indet[m(z,y)] = tr In[m(z, y)], (10)

e obtermos [4]

VD (6,) = h/(le;ln [k%E +V”(¢c)], (11)

onde kg é o quadrimomento e o subindice E denota
espago-tempo euclidiano. Como pode ser visto, a inte-
gral da eq.(11) é claramente divergente e, portanto, nds
necessitamos um procedimento de regularizacdo para
isolar as divergéncias. Disto nds concluimos que a de-
terminacdo do potencial efetivo, usando-se a funcao
zeta , eq.(6), deve esconder o cancelamento das di-
vergéncias de algum modo.

Com o propésito de mostrarmos explicitamente
como o cancelamento das divergéncias ocorre, nés es-
crevemos os autovalores do operador m(z,y) como

Niw = w? + hi, (12)

onde h; sao os autovalores do operador hamiltoni-
ano H e w é um parametro continuo designando a parte
temporal dos autovalores do operador m(z,y).

A funcdo zeta associada ao operador M (x,y), defi-
nida pela eq.(4), pode ser escrita, usando-se a eq.(12),
como

e ] T

Usando a relagdo [10]

/O:O <k2 + A2> k= —”%F(If(;)mm <A2> T

nos podemos realizar a integral acima em dw e obtermos

1 T[s—1/2]1h
27 T[] 20

onde (i (s—1/2) é a fungdo zeta generalizada associada
ao operador hamiltoniano H, definida por

Cu(s) = atu(s—1/2), (15

Crr(s —1/2) = WZ( h’22>l/2_s- (16)

2T



José Alexandre Nogueira e Adolfo Maia Jr.

E bem conhecido que (i (s) é analitica em s = 0 [8,
11, 12]. Portanto, (a(0) é finita. Assim, ou (gr(s—1/2)
é analitica em s = 0 e (3/(0) é zero ou (gr(s —1/2) ndo
é analitica em s = 0 e neste caso (g(s — 1/2) deve ter
a mesma estrutura de pdlos simples da funcdo gama
['(s), tal que (i (s) seja analitica em s = 0. Assim, a
funcdo zeta generalizada associada ao operador H pode
ser escrita como
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Ca(s —1/2) = F(s) + D(s)I'(s), (17)

onde F'(s) e D(s) sdo fungdes analiticas em s = 0. Note-
se que s é o regulador usado no procedimento de regu-
larizacao analitica da soma da energia de ponto-zero.

A eq.(17) é evidente quando nés realizamos a ex-
pansao em série de Laurent

a_
Cu(s—1/2) = Tl + ag 4+ ars + ass® + ...,

(s =1/2) = 75

a_12\/7_r r

(s) +ap + a1s + azs® + ..., (18)

onde D(s) e F(s) sdo auto-evidentes. Uma vez que (m(s — 1/2) tem somente um pdlo simples, a expansdo é

univocamente determinada.

Agora, diferenciando-se a eq.(15) e usando-se a eq.(17), nés obtemos

_1hT(s—1/2)

Cu(s) = 20 2 7(s) P(s = 1/2)F(s) + (s = 1/2)D(s)T'(s) = 1b(s) F(s)+

—1p(s)T(s)D(s) + F'(s) + D'(s)T'(s) + D(s)(s)T(s) |- (19)

Observe-se que os termos em negrito sdo divergentes
e cancelam-se mutualmente. Finalmente nés encontra-
mos

! ]‘ h !

Cu(0) = =5 lF(0) +4(=1/2)D(0) + D'(0)].  (20)
O resultado acima explicitamente mostra como as di-
vergéncias sao canceladas na determinacao do potencial
efetivo usando-se a eq.(6). Portanto, é claro que escon-
dido em (},(0) existe um procedimento para obter a
parte finita da eq.(11).

IIT Equivaléncia

Uma vez que a eq.(6) fornece um resultado finito, deve
existir, é claro, algum procedimento pelo qual se obtém,
sem ambigiiidades, a parte finita da teoria. Este pro-
cedimento foi empregado por Salam-Strathdee [13] e
provado por Bollini-Giambiagi ser solu¢do matemética
para o problema [14]. O procedimento é muito simples:
se ¥(s) é uma func¢do com somente um poélo simples em,
digamos, s = 0, entdo sua parte finita é definida como

FR = lim {% (s‘l’(s)>:|. (21)

E importante notar que a eq.(21) tem fornecido a con-
tinuagdo analitica necessaria para restabelecer a teoria
original.

Agora, nds sabemos que a funcio zeta (p(s) é
analitica em s = 0. Portanto, nés podemos escreveé-
la como

Cu(s) = —sf(s), (22)

onde a funcdo f(s) tem um poélo simples em s = 0 para
que a eq.(21) seja satisfeita.

O minimo do potencial efetivo é a densidade de
energia do vacuo que pode ser identificado a energia
de ponto-zero (ZPE) [15]. A energia de ponto-zero é
definida como

KT
€=1g ZZ: h;. (23)

onde h; sdo os autovalores do operador hamiltoniano os
quais sao dados por

h; =p* + V]i(9). (24)
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Assim,

€= Z—g Z/d%\/m- (25)

Naturalmente, o somatério (integral) acima é clara-
mente divergente.

A fim de regularizarmos a expressdo acima, vamos
usar o conceito de continuacdo analitical. A idéia é
trocarmos a expressao original com um somatério (in-
tegral) divergente por uma funcdo analitica bem com-
portada de um pardmetro complexo. O somatério (in-
tegral) agora é convergente e pode ser realizada formal-
mente sem ambigiiidades. Apds isso, pode-se, entdo,
continuar analiticamente a expressao resultante para
um valor do parametro complexo que restabeleca a te-
oria original. A divergéncia ultravioleta original reapa-
rece como polo neste valor do pardmetro complexo. A
subtracao deste pélo, por fim, conduz a um resultado
finito [16]

Desta forma, vamos trocar € por sua continuacao
analitica dada por

hT
€= 5qlu(s —1/2) (26)

Em um procedimento de regularizacdo analitica , como
ja dissemos, a divergéncia aparece como pélo simples no
valor fisico do parametro de regularizacio, s. Portanto,
€(s) é uma funcdo meromérfica com um pélo simples
em s = 0 e, entdo, nés podemos escrevé-la como

e(s) = b% + 3 st (27)
n=0

Para restabelecer a teoria original, livre de divergéncias,
nds usamos o procedimento da eq.(21) na eq.(27). Nés
obtemos a energia de ponto-zero renormalizada

eft = by. (28)

Uma vez que e

é a densidade de energia do vacuo,
segue das egs. (6) e

22) que
f(s) = e(s). (29)

A eq.(29) pode ser facilmente provada usando-se a
eq.(15) e a identidade
2/7T[s] 1

T[s—1/2] s (30)

para obtermos

Cuv(s) = —se(s). (31)

Comparando-se a eq.(22) e a eq.(31), ndés encontramos
o resultado da eq.(29). Agora, usando-se a eq.(31), nds
podemos escrever

e(s) = —%CM(S). (32)

Realizando um expansdo em série de Laurent de €(s)

1 s

e(s) = —Cu(0)7 = (i (0) = G (0)5 — ooy (33)
e usando a eq.(21), nés obtemos
e = —(4s(0). (34)

Portanto, quando nds usamos o método da funcao
zeta, nés estamos, implicitamente, realizando um pro-
cedimento de regularizagdo analitica, cuja parte finita

é obtida como
. 0
ll_r)l(l) [& (se(s))] . (35)

Naturalmente, a multiplicagdo de €(s) por s can-
cela o pdlo evitando-se as possiveis divergéncias. Assim,
nos afirmamos que o método da funcao zeta é comple-
tamente equivalente ao procedimento de regularizagdo
analitica para obtermos a energia do vdcuo ( ou ener-
gia de ponto-zero). Nés nao estamos afirmando aqui
a equivaléncia entre o potencial efetivo e a energia de
ponto-zero, uma vez que esta é uma afirmacdo mais
profunda e ja bem conhecida [16 - 18].

IV Conclusao

O procedimento de regularizagdo do minimo do poten-
cial efetivo usando-se o método da funcao zeta nos for-
nece um resultado finito sem a necessidade de subtracao
de qualquer pélo ou a adicdo de contratermos infinitos.

Isso é devido ao fato de que a funcdo zeta é regular
em s = 0. Desta maneira procedimentos dibios usa-
dos para obter-se um resultado finito para o minimo do
potencial efetivo sdo evitados, uma vez que, como nds
mostramos, as divergéncias sdo implicitamente cance-
ladas pelo método da fungado zeta.

O método da funcao zeta para a determinagdo do
potencial efetivo é implicitamente equivalente a um
procedimento de regularizacdo analitica para obter-se
a energia de ponto-zero, cuja parte finita é obtida da
eq.(21). Além disso, a eq.(21) fornece a continuacio
analitica necessaria para restabelecermos a teoria ori-
ginal no caso da regularizacao analitica da energia de
ponto-zero.
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1Seja F; uma funcdo analitica em um dominio D; e Fy uma funcdo analitica em um dominio Dy. Se os dominios D; e Da se
interceptam e em cada ponto da intersecgdo D1 D2 as fungdes Fi e F» sdo iguais, dizemos que F» é continuagdo analitica de F;. E

importante ressaltar o fato que a continuagao F> de F} é unica.
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