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O chamado paradoxo de Gibbs é frequentemente apresentado em livros de Mecénica Estatistica como uma
dificuldade conceitual da formulagdo cldssica da entropia, cuja resolugdo exigiria argumentos quanticos. B comum
atribuir & Mecénica Quéantica a responsabilidade exclusiva pela presenca do fator 1/N! na entropia de um gas
ideal. Neste trabalho discutimos o paradoxo de Gibbs a partir de uma perspectiva cléssica e didatica, adequada a
cursos de graduagao e pos-graduacdo. Mostramos que a questao decisiva ndo é se o sistema é classico ou quéntico,
mas se a enumeragao adotada considera permutagoes de particulas semelhantes como microestados distintos. Sob
hipéteses estatisticas usuais, como a equiprobabilidade dos microestados acessiveis e a aditividade da entropia,
o fator 1/N! pode ser justificado sem apelo exclusivo & indistinguibilidade quintica. Analisamos um sistema de
particulas quinticas mutuamente distinguiveis (isotopélogos de fulereno), que obedece a estatistica de Maxwell—
Boltzmann, e discutimos um modelo cldssico de urnas, no espirito do modelo de Ehrenfest. Argumentamos que,
embora em muitos modelos dividir Q por N! admita interpretacées equivalentes, essa equivaléncia se rompe
quando muitas particulas podem ocupar o mesmo estado de uma particula.

Palavras-chave: Entropia, paradoxo de Gibbs, estatistica de Maxwell-Boltzmann, mecénica estatistica classica.

The so-called Gibbs paradox is often presented in Statistical Mechanics textbooks as a conceptual difficulty
of the classical formulation of entropy, whose resolution would require quantum arguments. It is common to
attribute to Quantum Mechanics the exclusive responsibility for the appearance of the factor 1/N! in the entropy
of an ideal gas. In this work, we discuss the Gibbs paradox from a classical and didactic perspective, suitable for
undergraduate and graduate courses. We show that the decisive issue is not whether the system is classical or
quantum, but whether the adopted enumeration treats permutations of similar particles as distinct microstates.
Under usual statistical assumptions, such as the equiprobability of accessible microstates and the additivity of
entropy, the factor 1/N! can be justified without exclusive appeal to quantum indistinguishability. We analyze
a system of mutually distinguishable quantum particles (fullerene isotopologues) obeying Maxwell-Boltzmann
statistics and discuss a classical urn model in the spirit of Ehrenfest’s model. We argue that, although in many
models dividing Q by N! admits equivalent interpretations, this equivalence breaks down when many particles
may occupy the same one-particle state.

Keywords: Entropy, Gibbs paradox, Maxwell-Boltzmann statistics, classical statistical mechanics.
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1. Introducgao

Desde sua obra cldssica, o chamado paradozo de Gibbs [1]
vem sendo discutido hd mais de um século. Apesar de ser
reconhecido que ndo se trata de um paradoxo genuino,
ainda existe a impressao de que a presenga de um fator
1/N! na definicio da entropia de particulas distingui-
veis seria algo surpreendente. Essa impressao decorre,
em parte, de formulagoes tradicionais da entropia em
sistemas de muitas particulas nas quais o papel desse
fator nao fica suficientemente claro. De fato, quando
se considera um sistema de particulas distinguiveis e se
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combinam dois principios fundamentais — o de que todos
os microestados acessiveis sao equiprovaveis e o de que
a entropia de um sistema composto deve ser aditiva,
isto é, igual a soma das entropias de seus subsistemas
independentes — obtém-se, sob essas hipdteses, uma
forma consistente para a entropia na forma [2]

(1)

S_kBln[Q(U’V’N)} .

N!

Nessa expressio, Q(U, V, N) denota o nimero de micro-
estados acessiveis a um sistema com energia U, volume
V' e nimero de particulas N. Além de ser compativel
com a aditividade, essa forma também garante a exten-
sividade da entropia, isto é, o comportamento esperado
de proporcionalidade com o tamanho do sistema.
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Existem diferentes maneiras de interpretar a presenca
desse fator 1/N!. Uma primeira explicagdo consiste em
dizer que a enumeragcao original sobreconta estados, pois
permutacoes de particulas semelhantes ndo deveriam
corresponder a microestados fisicos distintos. Nesse caso,
a divisdao por N! é entendida como uma correcdo da
propria enumeracdo. Essa explicacao é frequentemente
associada a indistinguibilidade quéntica, mas sua estru-
tura légica ndo depende exclusivamente de o sistema
ser classico ou quantico; ela depende, antes, da escolha
de contar ou ndo permutac¢bes como estados distintos.
E precisamente nessa direcio que Huang [3] afirma:
“nao € possivel entender classicamente por que devemos
incluir o fator 1/N! para obter a correta enumeragio
dos estados; a razdo ¢ inerentemente qudntica”. Essa
sentenca d& a impressao equivocada de que, conside-
rando o modelo classico, ndo seria possivel uma defini¢ao
consistente de entropia e que a tUnica salvagao para
a Mecéanica Estatistica seria o tratamento quantico.
Como veremos, isso nao é verdade. De fato, sempre
combativo a nogoes falsas em ciéncia, van Kampen [4] faz
chacota de sentencas como essa de Huang. Uma forma
diferente dessa explicagdo estende a mesma légica a
certos sistemas classicos, como coloides, aerosséis e géis.
O argumento é que, nesses sistemas, pode-se também
considerar que permutar particulas classicas semelhantes
nao deve gerar estados distintos na enumeracao. Dessa
forma, a enumeracao 2 é corrigida quando dividimos
por N!.

Uma segunda explicacdo, que enfatizamos neste traba-
lho, parte de um ponto de vista diferente: a enumeracao
dos microestados é mantida como uma enumeracao de
estados rotulados, na qual permutacoes de particulas
levam a microestados distintos. Nesse quadro, o fator
1/N!néo entra para corrigir {), mas para que a definigdo
de entropia seja aditiva e extensiva. Na formulagao
associada a Pauli [5] e Jaynes [6], isso aparece por
meio da observacao de que, depois que consideramos
as variagoes de energia e volume, a termodindmica
determina a entropia a menos de uma func¢ao livre do
numero de particulas N. A exigéncia de extensividade
fixa essa dependéncia na forma de um termo — log(N!) ~
—Nlog(N). J& na formulagdo enfatizada por Swend-
sen [2] e por van Kampen [4], este tltimo associando
explicitamente essa linha a Ehrenfest e Trkal [7], o
mesmo resultado emerge da logica combinatdria de
sistemas compostos e da exigéncia de aditividade. Em-
bora essas diferentes linhas conduzam a mesma férmula
matematica, elas ndo tém o mesmo contetido conceitual.
Em muitos sistemas, as duas perspectivas conduzem a
mesma expressao matemaéatica: ou corrigimos a enumera-
¢ao por N!, porque permutacoes nao sdo tomadas como
estados distintos, ou mantemos a enumeracao rotulada
e incluimos o fator 1/N! na definicdo de entropia para
obter aditividade e extensividade. Contudo, essa equi-
valéncia nao é geral. Quando muitas particulas podem
ocupar o mesmo estado de uma particula, a decisdo de
contar ou nao permutacoes leva a estatisticas diferentes:
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a primeira escolha conduz a estatistica de Maxwell-
Boltzmann, enquanto a segunda conduz a estatistica de
Bose-Einstein. Esse contraste sera central na discussao
da Segao [3]

Além das referéncias j4 mencionadas, Swendsen [8HI1]
discutiu o fator 1/N! em diversos trabalhos, sob pers-
pectivas complementares ligadas & probabilidade, a am-
biguidade da nog¢do de distinguibilidade e a defini¢do
de entropia em sistemas classicos e quanticos. Outras
discussbes importantes, com énfase histérica, conceitual
e termodinidmica, podem ser encontradas em [12HI6].

Em seguida discutimos a organizagdo do restante
deste artigo. Na Segdo [2] apresentamos brevemente o
paradoxo de Gibbs na forma em que ele costuma
aparecer em livros-texto de Mecéanica Estatistica. Na
Secao [3] tratamos da estatistica de Maxwell-Boltzmann
no sentido usual apresentado, por exemplo, por Reif [17],
e mostramos que o fator 1/N! é necessdrio para se
obter uma energia livre termodinamicamente consis-
tente. Argumentamos que, nesse contexto, nao é a via
conceitualmente mais esclarecedora adotar a explicacao
segundo a qual esse fator entraria apenas como corre¢ao
da enumeracao de estados simétricos sob permutagao.
Na Segao [] recorremos ao modelo de urnas de Ehrenfest
para mostrar por que o fator 1/N! pode ser entendido
como um resultado consistente na estatistica de parti-
culas distinguiveis. A demonstragdo apresentada nesta
segdo é semelhante & apresentada em [2]. Na Segédo
discutimos a importancia de uma interpretagio correta
desse fator em diferentes contextos fisicos, incluindo
sistemas classicos como coloides, aerossbis e materiais
granulares. Finalmente, apresentamos um resumo de
nossas conclusoes.

2. O Paradoxo de Gibbs na Formulagao
Padrao

Na formulacao usual de muitos livros-texto [3} [I7, 18], a
entropia de um gés ideal monocomponente é escrita, em
Mecéanica Estatistica classica, na forma

S =k InQ(U,V,N), (2)

onde Q(U,V,N) é ou o volume do espago de fase ou
o numero de microestados acessiveis ao sistema nas
condigoes macroscopicas especificadas. Convém observar
que, na formulagao cldssica continua, quando Q(U,V, N)
é interpretado como volume de espaco de fase, o ar-
gumento do logaritmo deve ser tornado adimensional
por meio da introducdo de uma célula elementar de
fase, usualmente escrita em termos de AN, ou de
uma constante de referéncia equivalente. Esse ponto,
porém, é conceitualmente distinto do problema discutido
neste trabalho: a introducdo de A3N esta relacionada a
dimensionalidade do volume de espaco de fase, enquanto
o fator 1/N! estd associado & forma da entropia em siste-
mas de muitas particulas. Se a contagem de microestados
for feita tratando as particulas como distinguiveis e sem
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dividir por N!, obtém-se uma expressao de entropia que
nao é extensiva: ao duplicar as variaveis extensivas do
sistema temos

S(2U,2V,2N) = 2S(U,V,N) + NkzIn2,  (3)

ou seja, a entropia resultante nao é simplesmente o dobro
da entropia inicial e apresenta um termo adicional de
NkpIn2. Destacamos aqui a distin¢ao entre aditividade
e extensividade. A primeira refere-se ao fato de que, para
subsistemas independentes, a entropia total deve poder
ser escrita como a soma das entropias dos subsistemas,
Stotal = 9S4 + Sp. J& a segunda refere-se ao comporta-
mento de S como fun¢do homogénea de primeiro grau
nas variaveis extensivas do sistema, isto é, ao fato de
que S(AU, AV, AN) = AS(U,V, N).

Em oposicdo a conclusao decorrente da Eq. ,
sabemos que, se considerarmos dois recipientes idénticos,
A e B, cada um contendo IV particulas de um mesmo gas
ideal, com igual volume V', temperatura 7" e pressao P, o
sistema como um todo esta em equilibrio. Se removemos
a parede que separa A e B, obtemos um unico recipiente
de volume 2V contendo 2N particulas, sem que ocorra
qualquer mudanga macroscépica além da remocao dessa
parede ficticia. Ainda assim, a expressao apresentada no
pardgrafo anterior para a entropia prevé um aumento
de entropia associado a expansao de cada gas para o
volume total 2V. Em seguida, ao “recolocar” a parede e
restaurar a configuracdo original, essa mesma expressao
sugeriria que a entropia deveria retornar ao valor inicial,
0 que levaria a uma aparente diminui¢do esponténea
de entropia. E importante notar, contudo, que essa
conclusao nédo corresponde a uma violacao fisica genuina
da Segunda Lei da Termodindmica, mas a um artefato
de uma defini¢do inadequada da entropia: a atribuicdo
espuria de uma entropia de mistura a gases idénticos
quando a contagem de microestados esta mal formulada.
Este é o conteido do paradoxo de Gibbs na sua forma
mais comum [3], [I7] [18].

A resolucdo padrdo oferecida em muitos textos con-
siste em introduzir o fator 1/N! na defini¢do de (2, argu-
mentando que permutagoes de particulas idénticas nao
levam a estados fisicos distintos. Com isso, a entropia
torna-se extensiva e o paradoxo desaparece. No entanto,
nao é raro encontrar afirmagoes segundo as quais esse
fator s6 poderia ser justificado no contexto da Mecanica
Quantica, o que sugeriria uma limitagdo intrinseca da
abordagem classica. O objetivo deste artigo é, portanto,
mostrar que essa interpretacao quantica nao é a tnica:
quando consideramos o caso de particulas distinguiveis
(que podem ser permutadas), o fator 1/N! pode emergir
de maneira consistente de principios gerais de contagem
e da exigéncia de aditividade da entropia.

Na préxima se¢ao, discutimos um sistema de particu-
las quéanticas mutuamente distinguiveis que obedece a
estatistica de Maxwell-Boltzmann e no qual o problema
da distinguibilidade também aparece.
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3. Estatistica de Maxwell-Boltzmann

No segundo tratado sobre a teoria quantica do gés
ideal [19],20], Einstein contrasta a nova teoria estatistica
que estava propondo, hoje chamada de estatistica de
Bose—Einstein, com uma teoria alternativa que ele chama
de “hipdtese da independéncia estatistica reciproca das
moléculas”, mas que hoje chamamos de estatistica de
Maxwell-Boltzmann [I7]. Seu objetivo, ao fazer esse
contraste, era mostrar a diferenga entre a nova teoria
do gds quantico (Bose-Einstein) e o caso que seria
obtido se enumerassemos os microestados considerando
as particulas quanticas como distinguiveis.

A abordagem de Einstein para suas “moléculas esta-
tisticamente independentes” é especialmente relevante
quando se nota que o modelo quantico nao elimina
automaticamente o problema da defini¢do de entropia
para gases de particulas distinguiveis. Uma mesma par-
ticula quéntica pode ser distinguivel ou indistinguivel,
dependendo do que tomamos como referéncia de com-
paragdo. Um exemplo didético interessante foi discutido
recentemente [21I], considerando um gds composto por
isotopdlogos de fulereno. Nesse experimento mental,
cada molécula de Cgp contém 30 atomos de 2C e 30
atomos de '3C, mas a disposicio desses isétopos varia de
molécula para molécula. Como todas as moléculas tém
a mesma massa, elas compartilham o mesmo espectro
translacional; ainda assim, por causa de seus graus de
liberdade internos, cada par de moléculas é mutuamente
distinguivel.

Conhecendo o grupo de simetrias da molécula de fule-
reno, pode-se usar o lema de Burnside para determinar
o niimero maximo N, de isotopdlogos distintos:

1 60
au = — 2330480096 | . 4
Nrul 60[(30)+ 3 9} (4)
Dai se obtém
NFul ~ 3,27 an], (5)

quantidade suficiente para constituir um gas de particu-
las quanticas mutuamente distinguiveis.

Que estatistica um gas desse tipo deve obedecer?
A resposta é justamente a estatistica de Maxwell-
Boltzmann. Para verificar isso, considere que n; é o
ntmero de particulas no nivel de energia ¢;. Entao,

U({nz}) = Znisi, N = an (6)

A funcao de particdo do sistema é

ZN(ﬁ) — Ze—ﬁU({m})’ (7)
R

onde a soma é feita sobre o conjunto R de todos os
microestados acessiveis ao gas de N particulas.

No caso que nos interessa, é 1util reescrever a fungao
de particdo em termos dos ntimeros de ocupacdo. Para
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isso, introduzimos M ({n;}), a multiplicidade de micro-
estados distintos associados a um mesmo conjunto de
ocupagoes {n;}. Assim,

Zn(B) = 3 M({niy)e e, (8)
{ni}

onde a soma é feita sobre todos os conjuntos {n;} tais
que . n; = N. O valor de M({n;}) depende da regra
de enumeragdo adotada. Se consideramos particulas
nao rotuladas, permutagoes nao levam a microestados
diferentes. Esse € o caso da estatistica de Bose—Einstein,
para a qual uma ocupacao fixa {n;} é contada uma dnica
vez:

Mpe({n:}) =1. 9)

Por outro lado, se adotamos uma enumeragao de par-
ticulas rotuladas, permutacoes levam a microestados
diferentes. Esse é o caso da estatistica de Maxwell-
Boltzmann, para a qual a multiplicidade associada a
ocupagdo {n;} é dada pelo coeficiente multinomial:

N!

Assim, em sistemas com ocupagoes multiplas, a diferenca
entre contar ou nao contar permutagoes nao é apenas um
fator global N!: ela altera a prépria estatistica.

Ao discutir sua hipétese de independéncia, Einstein
menciona que, para obter o nimero de complexos, “deve-
se multiplicar esta contribui¢do pelo nimero (...) de
possiveis arranjos de todas as moléculas (...)” [20]. Ou,
no jargao moderno: para obter corretamente o niimero de
microestados, é preciso multiplicar pela quantidade de
permutacoes possiveis das moléculas entre os niveis

de ocupagao, isto é, pelo fator multinomial HL

Mus({ni}) (10)

ng!’

A inclusdo desse termo é o que nos permite concluir que

as moléculas estatisticamente independentes de Einstein
sao o que chamamos hoje de particulas distinguiveis.

Usando o teorema multinomial [22], a funcdo de

particdo para o caso de Maxwell-Boltzmann pode ser

reescrita como

N
2= () )
Se definirmos

€8) =Y e, (12)

segue que

In Zn(B) = NIng(B). (13)
Resta entao perguntar se a energia livre pode ser escrita
simplesmente na forma F' = —kgT In Zy. Para respon-

der, consideremos dois sistemas, A e B, obedecendo
a estatistica de Maxwell-Boltzmann, com funcgoes de
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particdo de uma particula dadas por £4 = Zie_'g‘“ e
&g =Y, e P onde a; e b; sao os niveis de energia
de A e B, respectivamente. Suponhamos ainda que os
dois sistemas estejam a mesma temperatura e possam
trocar particulas. Se adotarmos a expressdo ingénua
F = —kpTIn Zy, a energia livre total sera

F0=FA+FB:—kBT(NAlan‘i‘NBlnfB). (14)

Se, por exemplo, £4 < £p, essa expressao diminui sempre
que uma particula passa de A para B. Ou seja, ndo
existe um estado de equilibrio em que cada sistema
fique com uma fragdo das particulas; o estado de menor
energia livre seria, entdo, o extremo em que todas as
particulas estariam em B. Isso mostra que essa forma de
energia livre ndo conduz, em geral, a uma termodinamica
consistente para sistemas que trocam particulas.

Um resultado fisicamente mais razoavel é obtido su-
pondo que, para esse tipo de sistema,

z
F:—@Tm<ﬁw. (15)

Nesse caso, a energia livre total se escreve como

Fo(Na) = —kpT[Nalna — In(Na!)
—|—NBlnfB—ln(NB!)], (16)
com Ng = N — N4. Usando a aproximacao de Stirling,
In N!~ NIn N—N, obtemos, a menos de uma constante
aditiva,
Fo(NA) >~ —k‘BT[NA hlfA — NA thA
+NBIHSB—NBIHNB]. (17)

Derivando em relagdo a N4, segue que

§AN3>
8N4 )’

0Fy
ON4

_—@Tm< (18)

Logo, a condigdo de equilibrio 0Fy/ON4 = 0 implica

§a  &B
- = 1
N Ny (19)
Além disso,
9% F, 1 1
Y kT — + — 2
8Ni kg (NA+NB> > 0, ( O)

de modo que essa condic¢do corresponde, de fato, a um
minimo da energia livre total. Esse resultado mostra
que, para a estatistica de Maxwell-Boltzmann, o fator
1/N! ¢é indispensével a consisténcia termodindmica. Sem
ele, ndo se obtém nem a energia livre correta nem
a condicao correta de equilibrio entre sistemas que
trocam particulas. E importante notar, porém, que essa
divisdo global por N! nao transforma a estatistica de
Maxwell-Boltzmann em estatistica de Bose—Einstein.
A funcdo de partigio Zy acima ja foi construida com
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a enumeracao rotulada, isto é, com a multiplicidade
Mus({ni}) = N!/1], ni!. Dividir Zy por N! altera a
forma da energia livre, mas nao substitui a contagem de
Maxwell-Boltzmann pela contagem de Bose—Einstein.

Em sua abordagem, Einstein observa, de um lado,
que é preciso dividir a expressao estatistica por N!
para obter uma entropia “proporcional ao numero de
moléculas” [20]. De outro lado, ele também afirma que,
para gases, “complexos gerados pela simples troca de
moléculas idénticas ndo sdo distintos” [20]. Em nossa
opinido, ai hd uma tensdo logica real. Ao deduzir a
formulacdo de Maxwell-Boltzmann, Einstein primeiro
constréi a fungdo de particio por meio de uma soma
na qual permutagoes das moléculas entre os niveis de
ocupagao levam a microestados distintos; em seguida,
para obter a forma extensiva da energia livre, substitui
Zn por Zn/N! e apela & ideia oposta, segundo a qual
trocas de moléculas idénticas nao geram novos estados.
Evidentemente, a forma da energia livre obtida com
o fator 1/N! é a correta. O problema, portanto, nao
estd na férmula final, mas na justificativa dada para
ela nesse contexto. No caso da estatistica de Maxwell-
Boltzmann, ndo podemos simplesmente afirmar que as
permutagdes ndo devem ser contadas, pois elas foram
contadas desde o inicio como parte da enumeracao
de microestados. Torna-se, portanto, necessiria uma
explicacdo alternativa para a presenca desse fator: ele
deve ser entendido nao como correcao posterior da
enumeragao, mas como exigéncia de uma energia livre
termodinamicamente consistente.

Essa distin¢do conceitual fica mais clara quando exa-
minamos modelos nos quais a ambiguidade entre as
duas interpretagoes nao afeta a distribuicao estatistica
final. Em sistemas nos quais dois objetos ndo podem
ocupar simultaneamente a mesma posicdo admissivel
na descricdo combinatéria, como no modelo de depo-
sicdo de polimeros monodispersos em rede [23], pode-
se equivalentemente considerar as cadeias iguais como
indistinguiveis para fins combinatérios, ou considerar
que a divisdo por Np!, em que IV, é o nimero de cadeias,
é necessaria para obter uma entropia aditiva e extensiva.
Nesses casos, as duas formas de pensar conduzem a
mesma descricdo estatistica.

Situacao andloga ocorre em sistemas polidispersos,
nos quais existem véarias classes de elementos seme-
lhantes [24], 25]. Nesse caso, a estrutura combinatéria
natural envolve fatores do tipo [[, Na!, em que N,
é o numero de moléculas da classe a. Essa estrutura
pode ser justificada de duas maneiras: ou como remocao
de sobrecontagem, ja que permutacgdes dentro de uma
mesma classe nao levam a estados distintos, ou como
exigéncia de aditividade e extensividade da entropia.
Mais uma vez, ambos os argumentos conduzem a mesma
correcdo matematica e, portanto, ao mesmo resultado
estatistico.

E interessante notar que, se estendermos o experi-
mento mental dos isotopdélogos de fulereno para in-
cluir varias partigoes isotOpicas, o sistema passa a se
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comportar como uma mistura, descrita corretamente por
uma combinacao de gases de Maxwell-Boltzmann, com
fatores combinatorios apropriados para cada classe. Se,
por outro lado, tratdssemos desde o inicio permutacoes
entre moléculas semelhantes como irrelevantes no sen-
tido de Bose, chegariamos indevidamente a uma mistura
de gases de Bose—FEinstein, o que nao corresponde ao
sistema fisico considerado.

O contraste conceitual entre Maxwell-Boltzmann e
Bose—Einstein s6 se revela plenamente quando admiti-
mos que mais de uma particula possa ocupar o mesmo
nivel de energia do espectro. Nesse contexto, evitamos
falar simplesmente em “mesmo estado quantico”, pois,
no caso de particulas distinguiveis obedecendo a esta-
tistica de Maxwell-Boltzmann, devem existir graus de
liberdade internos que as diferenciem, mesmo quando
ocupam o mesmo nivel de energia. E precisamente nesse
regime de ocupacao multipla que as duas estatisticas
passam a divergir. Se assumimos desde o inicio que
permutacoes nao levam a estados distintos, obtemos a
estatistica de Bose-Einstein. Se, ao contrario, conside-
ramos que as permutacoes levam a estados distintos,
mas introduzimos depois o fator 1/N! para garantir a
aditividade e a extensividade da entropia, obtemos a
estatistica de Maxwell-Boltzmann. O préprio Einstein
assinala esse contraste ao observar que tratar os quanta
como estatisticamente independentes leva a equagao de
radiagdo de Wien [20]. A lei de Planck, e ndo a lei de
Wien, descreve corretamente o espectro de corpo negro
em sua totalidade, mostrando que fétons ndo podem ser
tratados como particulas distinguiveis, ou, na linguagem
de Einstein, como entidades estatisticamente indepen-
dentes. Ao estender ao problema dos gases o método de
contagem introduzido por Bose para a radiagao, Einstein
chegou entdo & previsdo do fendmeno que mais tarde
seria chamado de condensacdo de Bose—Einstein, cuja
comprovagao experimental em gases atomicos ocorreu
muitas décadas depois [26] [27].

No caso de Maxwell-Boltzmann, portanto, ndo pode-
mos interpretar o fator 1/N! como uma simples correcao
de sobrecontagem de €2, pois a propria construcéo parte
da hipdtese de que permutacoes geram microestados
distintos. Nesse contexto, o fator 1/N! deve ser en-
tendido como a modificagdo necessaria para obter uma
energia livre termodinamicamente consistente. Na pro-
xima se¢ao mostramos, por meio do modelo das urnas,
como a exigéncia de aditividade demanda a divisao pelo
fator V.

4. O Modelo das Urnas

Para entender a necessidade de incluir o fator 1/N,
vamos inicialmente exemplificar com um sistema dife-
rente. Considere duas salas vizinhas conectadas por uma
porta. Inicialmente um ntimero Ny de pessoas distintas
estd na sala A, enquanto a sala B estd vazia. A cada
minuto, uma das pessoas é sorteada aleatoriamente e a
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pessoa sorteada troca de sala. A medida que os sorteios
sdo feitos os participantes vao passando de uma sala
para outra de acordo com o processo descrito. Depois
de um niimero muito grande de sorteios, qual o nimero
mais provavel n’ de pessoas que vao estar na sala
A? Esse modelo foi proposto por Ehrenfest como uma
descricao simplificada para um sistema composto em
que suas partes podem trocar particulas [28]. Quando
propds esse modelo, Ehrenfest tratou suas particulas
como distinguiveis, diferente do esperado no modelo
quantico. No inicio do século XX esse tratamento era
razoavel, ja que era o modelo classico que estava em voga
e, nesse modelo, ndo existem particulas indistinguiveis,
pois mesmo particulas idénticas podem ser distinguidas
por suas trajetorias.

Para resolver o problema descrito, podemos supor que
um microestado do sistema define quais pessoas vao
estar em qual sala. Por outro lado, o niimero de pessoas
em cada sala representa o macroestado do sistema.
Podemos supor que todos os possiveis microestados sao
igualmente provaveis. Nesse caso é razoavel considerar
que a verossimilhanga W de ter n4 pessoas na sala A
¢é proporcional ao nimero N de possiveis estados para
essa particdo. Esse é um problema classico da andlise
combinatéria e esse niimero é dado pelo binémio

C(No\ No!
N_ <HA> N TLA!(NO —nA)!' (21)

Queremos definir uma fungao entropia Sp(na, No) que
seja maxima no macroestado de maior verossimilhanca
(W ~ N). Desejamos definir Sy de forma a obedecer &
aditividade, isto é,

So(na,No) = Sa(na) +Sp(ng), (22)

onde np é o nimero de pessoas na sala B. A aditividade
exige que a fungdo S em cada sala dependa apenas do
macroestado naquela sala, isto é, S4 depende apenas
do ntimero n4 de pessoas na sala A, sendo independente
do niimero np na outra sala. Evidentemente, o contrério
acontece com Spg, que depende de np e é independente
de na.

Como a verossimilhanca do macroestado é proporci-
onal ao nimero de microestados acessiveis ao sistema
composto, tomamos

So = k‘B lnN—|— C(NQ), (23)

onde ¢(Np) depende apenas do nimero total de pessoas.
Usando a Eq. , obtemos

Ny!
So = kBlIl L.
nA!nB!

7]@3 IHTLB!+C(N0). (24)

) +C(N0) = kBlnN()! — kBlnnA!

A fatoragdo do coeficiente binomial sob o logaritmo
revela a decomposicao aditiva:

So(na,No) =[~kplnnal] + [—kplnnpg!]
+ [kp In No! + ¢(No)] . (25)
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Como o tltimo termo depende apenas de Ny, ele pode
ser absorvido em uma constante global do sistema
composto. Assim, a dependéncia de Sy em relagido as
variaveis de cada subsistema fica na forma

1 1
SAszln — | SBZk‘Bln — ], (26)
ny! ng!

a menos de constantes aditivas independentes de m 4
eng.

Note que Sy = kpln(1/na!) e Sp = kpIn(1/npg!) ndo
representam, isoladamente, a entropia fisica completa
de cada sala, mas apenas a contribui¢do combinatoéria
associada & reparticdo das pessoas entre os dois sub-
sistemas. Nesse sentido, a dependéncia combinatoéria da
entropia de um subsistema contendo N particulas distin-
guiveis pode ser escrita na forma geral S = kpln (%)
Chegamos a essa conclusao partindo de principios ge-
rais da Mecénica Estatistica: (i) todos os microestados
acessiveis ao sistema composto sao igualmente provaveis;
(ii) a entropia do macroestado do sistema composto é
relacionada a sua verossimilhanca, que é proporcional
ao numero A de microestados compativeis com esse
macroestado; e (iii) a entropia do sistema composto
é a soma das entropias de seus subsistemas, sendo a
entropia de cada subsistema independente das variaveis
termodindmicas do outro.

Temos, portanto, wuma justificativa estatistico-
combinatéria para a presenga do fator 1/N! na
entropia de sistemas de particulas distinguiveis quando
a enumeragdo de microestados é feita em termos
de particulas rotuladas. A correta enumeracao dos
microestados acessiveis ao sistema composto, incluindo
0 termo combinatério m, juntamente com a
exigéncia de aditividade da entropia, conduz, sob essas
hipéteses, ao fator global 1/N.

5. Discussao

Os principios enumerados no paragrafo anterior per-
mitem formular a questdo em termos da regra de
enumeracado dos microestados. Em uma enumeragao
nao rotulada, na qual permutacbdes de particulas seme-
lhantes nao geram novos microestados, o nimero de
estados acessiveis ao sistema composto obedece Qy =
0 4Qp. Nesse caso, a entropia pode ser escrita na forma
S =kplnQU,V,N). J& em uma enumeragao rotulada,
na qual permutagoes levam a microestados distintos,
o sistema composto carrega fatores combinatérios adi-
cionais. No modelo das urnas, por exemplo, aparece
Qo = Q408 (é\;) A introducao desse termo binomial,
juntamente com os principios estatisticos adotados neste
trabalho, conduz & definigdo S = kg In[Q(U,V, N)/N!]
para o géas de particulas distinguiveis.

Essa distingao ajuda a separar duas questoes que as
vezes aparecem misturadas na discussao do paradoxo de
Gibbs. A primeira é a escolha da enumeracao: podemos
ou ndo identificar microestados que diferem apenas por
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uma permutacao de particulas semelhantes. A segunda
é a construgdo de uma fungdo termodindmica aditiva
a partir da enumeracao escolhida. Em muitos modelos,
como cadeias monodispersas em rede ou misturas com
classes discretas, essas duas formas de pensar conduzem
ao mesmo resultado estatistico. Em modelos com ocupa-
¢oes multiplas de um mesmo estado de uma particula,
porém, elas deixam de ser equivalentes, como mostra
o contraste entre Maxwell-Boltzmann e Bose-Einstein
discutido na Segéo [3

A relevancia dessa distin¢do nao é apenas conceitual.
Ela aparece também em aplicagbes nas quais a descrigao
estatistica mais adequada é classica. Sistemas como
coloides, aerossdis e sistemas polidispersos [24] 29, [30]
sao melhor modelados como sistemas classicos, e a
presenca do fator combinatério ndo pode ser atribuida
as simetrias da Mecanica Quantica. O mesmo ocorre em
materiais granulares: para o estado de graos empacota-
dos, a entropia de Edwards [31] s6 é extensiva quando se
inclui o fator 1/N! [32]. Esses exemplos reforcam que o
fator de Gibbs pode ser entendido como uma exigén-
cia de consisténcia da formulacdo estatistica classica,
independentemente de uma justificativa exclusivamente
quantica.

Assim, o cardter cldssico ou quintico do sistema néo
é, por si s6, o ponto decisivo. Mesmo que a Mecéanica
Quaéntica forneca a descricdo microscépica fundamental
da matéria, uma formulagao consistente para a Mecanica
Estatistica classica nao precisa depender exclusivamente
de uma explicagao baseada na indistinguibilidade quan-
tica. Argumentos inteiramente classicos, baseados em
principios gerais de contagem e na exigéncia de adi-
tividade da entropia, podem fornecer uma justificativa
consistente para a presenca do fator 1/N1.
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