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Neste artigo oferecemos um novo método para a obtencido do propagador da Eletrodindmica. Para atingir esse
objetivo faremos uso de alguns teoremas importantes da élgebra linear tais como o teorema de Cayley-Hamilton e
alguns teoremas relacionados a operadores de projecéo; fornecendo desta maneira uma aplicagdo da teoria de

subespacos lineares na teoria quantica de campos.
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In this article we offer a new method to obtain the Propagator of Electrodynamics. In order to achieve this goal
we will use some important theorems of linear algebra such as the Cayley-Hamilton theorem and some theorems
related to projection operators; thus providing an application of linear subspace theory in quantum field theory.
Keywords: linear algebra, Cayley-Hamilton’s Theorem, electrodynamics

1. Introducao

Na Teoria Quéntica de Campos (TQC) o célculo do pro-
pagador é essencial para o desenvolvimento perturbativo
na obtencao de se¢oes de choque [1H4], assim como tam-
bém para elucidar a natureza das excitagoes que surgem
na interagdo entre particulas e campos [5H7]. Por essa
razdo, torna-se importante o conhecimento de diferentes
métodos para calcular estes propagadores.

Neste trabalho apresentamos um método alternativo
para o calculo de propagadores, e o aplicamos para o caso
da Eletrodindmica. O método proposto é uma aplicagdo
do Teorema de Cayley-Hamilton, no entanto, o conceito
de projetores, e sua estreita relacio com decomposi¢ao
em soma direta, é muito 1til no caso da Eletrodinamica;
fornecendo desta forma uma aplicacao da Algebra Linear
[8H10] a TQC.

Iniciaremos apresentando o problema na secao
exemplificado pelo caso da Eletrodinamica, tomando
como ponto de partida a Lagrangiana e obtendo as equa-
¢oes de campo correspondente em termos do operador de
onda. Na secao seguinte faremos uma breve revisao
de alguns conceitos e teoremas da Algebra Linear, cujas
demonstragoes se encontram no Apéndice. Isto nos per-
mite introduzir o método e apresentar suas implicagoes
imediatas, além da sua aplicacdo. Dando continuidade,
solucionaremos o problema para um operador de onda
geral em ; finalmente, em aplicaremos o método
para a obtencao do propagador da Eletrodinamica.
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2. Definicao do Problema

Partiremos da Lagrangiana da Eletrodinamica

r 1 1

4 20
sendo A* o potencial vetor, F},, = 0,4, — 0, A, o tensor
do campo eletromagnético e J, uma corrente externa. O
termo de fixacao de calibre, com o pardmetro «, deve
ser incluido para que seja possivel realizar o calculo do
propagador. De fato, como serda mostrado, sem este termo
o operador de onda nao seria inversivel.

Podemos reescrevé-la como

E F" — —(9,A")? — J, A",

1
L= §A“(9WA” — Ju A",
onde O, é o operador de onda, dado por
1
O, =0nu — 0,0, + —0,0,.
@

As equagoes de campo se escrevem da forma

OuyAy = Jp,y (]‘)
cuja solucao é dada por
v v d4y v °w

em que Aj é a solucdo da equacdo homogénea associada
a e G¥, sao as fungdes de Green do operador de onda,
isto é, sao as solugdes do seguinte sistema de equagoes

0%, Gy —y) = 8,8 — y). 2)
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Para solucionar usamos as transformadas de Fourier

G, (x) = / PG (p)dp,

1 ip- (T —1
8a =) = e [ €V

que ao serem substituidas em nos fornece uma equa-
¢ao algébrica, cuja solucdo serd dada pela inversao do
operador de onda no espago de momentos, dado por

2 p
_ 2 Py P~ p'py

ou, em termos dos operadores transverso T e longitudinal
L,

M (p) = —p*T,(p) = =L, (p). 3)

Portanto, o cdlculo das fungoes de Green se reduz basi-
camente ao problema de inversao de , sendo portanto
o objetivo deste trabalho.

Para isso precisamos entender algumas definicbes ma-
tematicas e um pouco mais sobre projetores.

3. Formalismo Matematico

Como vimos, a obtencdo das fungdes de Green se reduz a
inversao de operadores lineares, sendo portanto um pro-
blema de Algebra Linear. Tendo isto em mente, faremos
uma revisao de alguns conceitos e teoremas da algebra
linear que serdo usados para a inversao, os principais
sendo o Teorema de Cayley-Hamilton e alguns resultados
sobre Projetores e sua relacdo com decomposicao em
soma direta. As demonstracoes dos teoremas enunciados
nesta secao se encontram no Apéndice.

Dado um operador linear T : V — V', onde V é um
espago vetorial de dimensao finita, seu polindmio carac-
teristico é definido por

p(A) = det(A — \I), (4)

onde I é a matriz identidade (usaremos a mesma notacao
para o operador identidade) e A = [T]p é a matriz de T
na base B = {vy,...,vq}, definida por Tv; = >, A;;v;.

Como sabemos, o polindmio caracteristico p de T" nos
fornece seus autovalores (raizes de p), e em particular
nos permite saber se T' é inversivel, ja que este é o caso
se, e somente se, p(0) = detA # 0. Além disso, como
veremos a seguir, o polindmio caracteristico também nos
permite determinar o inverso 7! de 7.

Teorema 1. (Teorema de Cayley-Hamilton)

Seja T : V — V um operador linear e p o seu polinomio
caracteristico. Entao p anula o operador T, isto é, p(T) =
0.

Teorema 2. (Polinémio Minimal)
Seja T : V. — V um operador linear. Entdo existe um
unico polinomio de grau k > 1

po()\) = ak)\k + ak,l)\k_l + ...+ ao
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monico (ar, = 1), o qual é o polindmio monico de menor
grau dentre aqueles que anulam T, sendo denominado o
polinémio minimal de T. Além disso, py divide o polino-
mio caracteristico de T e possui as mesmas raizes.

3.1. Consequéncia do Teorema de
Cayley-Hamilton

Seja p(\) = agA\®+...+ai A +ag o polindmio caracteristico
de T', pelo teorema |1 temos

p(T) = agT%+ ... + a1 T + agl = 0.

Agora, supondo que T seja inversivel, ou seja, detA =
p(0) = ag # 0, e multiplicando ambos os membros da
igualdade por 7! obtemos aqT @V +...+a [+aoT~ =
0, donde

1
T = (adT<d—1) FE— all) . (5)

Assim, se T é inversivel, entdo 7' é uma combinacio
linear das poténcias de T e da identidade I, com coe-
ficientes determinados pelo polinémio caracteristico de
T. Devemos observar que podemos utilizar qualquer po-
linbmio que anule T', como por exemplo seu polinémio
minimal pg, este tendo a possivel vantagem de diminuir
a ordem das poténcias que aparecem em , porém,
encontrar pg pode nao ser uma tarefa facil. Feita esta ob-
servagao, discutiremos algumas implicagoes decorrentes
de (5)), que sdo relevantes em geral, e em particular para
o caso de operadores de onda.

Suponhamos que T seja dado por uma combinagao

linear
n

T=> oT (6)

i=1

o que ocorre com operadores de onda, como em , vemos
que T, caso exista, serd uma combinacio linear de I e
produtos dos operadores T;. Temos assim a motivacao
para determinar os produtos T;T}.

Um caso particular interessante ocorre quando T;T}
pertencem a Lin{T1,...,T,} (subespago gerado pelos ope-
radores T;), isto é, T;T; = 3, BijxTk. De fato, se T =
>, Ty for inversivel, entdo T~! € Lin{I, Ty, ..., T}, ou
seja, serd uma combinacao linear de I e dos T;. Notemos
que, neste caso, o subespaco Lin{I,Ti,...,T,} serd uma
subélgebra, ou seja, se T,U € Lin{l,Ty,...,T,}, sendo
T inversivel, entdo TU, Tt € Lin{I,T1,...,T,,}.

Definicao 1. Seja P : V. — V wum operador linear.
Dizemos que P é um projetor se, e somente se, P? = P.
Operadores deste tipo sao ditos Idempotentes.

Uma consequéncia imediata é que todo vetor na ima-
gem ImgP = {Pv;v € V} de um projetor P é seu
autovetor com autovalor 1. De fato, se w € ImgP, entao
w = Pv = Pw = P?v = Pv, ou seja, Pw = w.
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Teorema 3. Seja P :V — V um projetor, entdo tém-se
V = ImgP & ker P. (7)

Ou seja, um projetor P decompée V' como soma direta da
sua imagem e do seu nicleo ker P = {v; Pv = 0}. Além
disso, dim(V') = dim(ker P) + dim(I'mgP).

Teorema 4. Seja P um projetor, entao I — P também
€ projetor. Além disso

ker P = Img(I — P), ImgP =ker(I — P). (8)

Teorema 5. Seja W =W & ---a& W, C V a soma
direta dos subespagos W;. Se, para cada i, B; é uma base
de W;, entdo a uniao delas B = B1U---UB,, € uma base
do subespaco W, e portanto dim W = Z?:l dim W;.

4. Solugao do Problema

Visto que o operador de onda no espaco de momentos
é escrito de forma semelhante a seguinte

MY, = alt, + BT*, (9)

onde «, 8 € R. Nosso objetivo principal sera usar @D
para obter o operador inverso de da forma mais geral
possivel. Para isso iniciaremos um estudo mais profundo
dos operadores L,T : R? — R? definidos por (Lz)* =
Lt ¥ e (Tz)* = THa", onde x = (20,...,2%7 1) € RY, a
fim de mostrar que s@o projetores e obtermos o nicleo e
a imagem de cada um deles.

4.1. Operador L

Primeiro mostraremos que L é projetor, e para isto basta

mostrar que o mesmo é idempotente, ou seja, L? = L.

De fato, temos

PPy PV Pe
LM LYy = R LA,

Dando continuidade, encontraremos as dimensbes do
niicleo e da imagem de L. Considere um vetor z € R?
qualquer, assim temos

oy p-x
(Lx)“ — 7p2 {L‘V = (p2 )pﬂf’

ou seja, Lx = ’;—f p, mostrando que a imagem de L é o

subespaco gerado pelo vetor p € R?. Logo
dim(ImgL) =1, (10)

uma vez que p # 0, pois estamos considerando o caso
p? # 0, e pelo teorema |3| segue-se que

dim(ker L) =d — 1. (11)
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4.2. Operador T

Da mesma forma que fizemos para L vamos mostrar que
T é projetor. De fato, basta notar que T =1 —L, e a
conclusdo segue do teorema [4] Além disso, pelo teorema
concluimos que

ImgT = kerL e kerT = ImgL.

Observacdo: como L? = L e T? = T, temos entdo LT =
L(I — L) = 0; assim, pela discussdo da se¢do anterior,
concluimos que caso M = aL + BT seja inversivel, entéo
M~! serd uma combinacdo linear de I,L e T.

4.3. Polinémio caracteristico de M

Agora mostraremos como obter o polinémio caracteris-
tico do operador M = aL + BT a partir dos resultados
encontrados sobre L e T'= 1 — L. O ponto crucial para
isto é a decomposi¢do em soma direta

R? = ker L ® I'mgL,

fato que decorre de L ser um projetor. De fato, levando
em conta os resultados e , escolhemos bases
By = {v1,v2,...,04-1} de ker L e By = {vg} de ImgL,
obtendo assim uma base B = By U By de R%, conforme
o teorema |5l Como kerl = ImgT e ImgL = kerT,
segue-se B = {vy,...,v4-1,v4} ¢ uma base de autovetores
comuns a L e T, de maneira explicita,

L L('UZ) = 0, T(’Ul) = V4,
. L(Ud) = Vd, T(Ud) =0.
Aplicando M a v; e a vgq, temos

M(v;) = aL(v;) + BT (vi) = By,

M (vg) = aL(vg) + BT (vq) = avg.

Logo a matriz de M na base B ¢é dada por

3 0 ... 0

0 8 .. 0
[M]p = Co L ’

0 ... ... «a

portanto, o polindmio caracteristico de M = oL + 5T é

p(A) = (BN (a—N). (12)

Logo M é inversivel se, e somente se, p(0) # 0, o que
equivale a dizer que «, 5 # 0.

4.4. Polindmio minimal de M

Agora, obteremos o polindmio minimal de M, notando
que existem duas possibilidades, a saber, « = f e o # f3.

Consideremos primeiramente o # 3, neste caso mostra-
remos que po(A) = (8 —A)(a— ) é o polindémio minimal
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de M. Como pg é o polindmio moénico de menor grau que
possui as mesmas raizes que o polinémio caracteristico
de M, basta mostrar que py anula M. De fato, aplicando
po(M) aos vetores da base B, obtemos

po(M)(v;) = (al — M)(BI — M)(v;),

po(M)(vi) = (al = M)(Bv; — i) =0,

e de forma andloga,
po(M)(vg) = (BI — M)(avg — avg) = 0.

Portanto, conclui-se que po(A) = (8 — A)(a— A) é mesmo
o polinébmio minimal de M para a # (.

J& para a = 3, o polinémio minimal de M é py(A\) =
(A — a). Com efeito, neste caso tal polindmio ménico
é 0 de menor grau que possui as mesmas raizes que o
caracteristico de M, e como M = «(L +T) = ol temos
po(M) = (M —ol) =0.

5. Calculo do Propagador

Por fim, vamos aplicar o método e obter M ~! partindo
do polinémio minimal py(A) = (8—X)(a— ) de M, para
o caso a # (. Como

(BI — M)(ad — M) = 0,

entao
Bal — BM — oM + M? =0,

multiplicando ambos os membros por M !, temos
1

ﬁ(I_L)v

1
M?'=-(1I-T)+
«
comoT =1—-1,
M—1—1(1—1+L)+1T
== 5T

portanto,

1 1
M~ = aL + BT. (13)
Notemos que este resultado também é valido para o = (3,
pois neste caso temos M = a(L + T) = al. Diante do
resultado ¢é evidente que para encontrarmos o inverso
de basta invertermos os termos que acompanham os
operadores L e T', assim obtemos

)= —— 0% — (1) 2P| (1)

GH
P p?

v

6. Conclusao e Perspectivas

Neste artigo foi abordado o problema da obtencao do pro-
pagador da Eletrodindmica de forma alternativa obtendo
o resultado ja conhecido na literatura [5H7).

Embora o método seja um pouco trabalhoso, este nos
oferece uma forma mais rica de realizar este cédlculo,
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uma vez que faz amplo uso dos métodos da &lgebra
linear, permitindo assim a sua utilizacdo nas matérias de
Fisica ou Matemaética elementares como um exemplo de
aplicagao.

Visto que o método nos oferece uma separagdo em soma
direta de subespacos; sera interessante saber se o método
pode ter utilidade pratica, sendo, por isso, necessario
generalizéd-lo para obter o propagador do graviton, onde
sabe-se que aparecem setores nao diagonais no calculo
do propagador [5}/7].

Material Suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice
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