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As técnicas de aprendizado de maquina emergiram no contexto cientifico e se desenvolveram como ferramentas
poderosas para enfrentar uma ampla gama de desafios na sociedade. A integracio dessas técnicas com a fisica tem
conduzido a abordagens inovadoras na compreensiao, controle e simulacdo de fenémenos fisicos. Este artigo visa
proporcionar uma introdugdo préatica as redes neurais e seus conceitos fundamentais, destacando perspectivas
recentes dos avancos na intersecdo entre modelos de aprendizado de méaquina e sistemas fisicos. Além disso,
apresentamos um material pratico para orientar o leitor em seus primeiros passos na aplicacdo de redes neurais para
resolver problemas fisicos. Como exemplo ilustrativo, fornecemos quatro aplicagdes de complexidades crescentes
para o problema de um péndulo simples, a saber: fit de pardmetros da Equacdo Diferencial Ordindria (EDO)
do péndulo para aproximagao de dngulo pequeno; Physics Informed Neural Networks (PINNs) para encontrar
soluges da EDO do péndulo em angulo pequeno; Autoencoders em conjunto de dados de imagens do péndulo
para estimacdo de dimensionalidade do espaco de pardmetros do problema fisico; uso de arquiteturas Sparse
Identification of Non-Linear Dynamics (SINDy) para descoberta de modelos e expressdes analiticas para o
problema do péndulo néo linear (4ngulos grandes).

Palavras-chave: Fisica cldssica, Redes neurais, Tutorial.

Machine learning techniques have emerged in the scientific context and have developed into powerful tools for
addressing a wide range of challenges in society. The integration of machine learning methods with physics has led
to innovative approaches in understanding, controlling, and simulating physical phenomena. This article aims to
provide a practical introduction to neural network and their basic concepts. It presents some perspectives on recent
advances at the intersection of machine learning models with physical systems. We introduce practical material
to guide the reader in taking their first steps in applying neural networks to Physics problems. As an illustrative
example, we provide four applications of increasing complexity for the problem of a simple pendulum, namely:
parameter fitting of the pendulum’s ODE for the small-angle approximation; application of Physics-Inspired
Neural Networks (PINNs) to find solutions of the pendulum’s ODE in the small-angle regime; Autoencoders
applied to an image dataset of the pendulum’s oscillations for estimating the dimensionality of the parameter
space in this physical system; and the use of Sparse Identification of Non-Linear Dynamics (SINDy) architectures
for model discovery and analytical expressions for the nonlinear pendulum problem (large angles).

Keywords: Classical Physics, Neural network, Tutorial.

1. Introducgao

O aprendizado de maquina, em inglés Machine Learning
(ML), tem ganhado muita atencdo nos tltimos anos
devido ao seu sucesso em tarefas comerciais, industriais
e especialmente no setor de servigos [IH5]. Hoje, os
algoritmos baseados em ML, comumente associados ao
termo Inteligéncia Artificial (IA), estdo profundamente
integrados as tecnologias digitais. Essas técnicas sao
notoriamente bem-sucedidas no tratamento de gran-
des volumes de dados, permitindo a solugdo de pro-
blemas complexos mediante métodos estatisticos [6].
Esse sucesso tem atraido a atencado de pesquisadores,
destacando-se como uma poderosa ferramenta estatistica
e uma potencial aliada na exploracao cientifica.

*Endereco de correspondéncia: gubiofisika@gmail.com
Editor-Chefe: Marcello Ferreira

Embora promissor, o uso de ML pode fornecer mode-
los que sdo, por vezes, opacos, frequentemente tratados
como “caixas-pretas”, onde nao é possivel determinar as
relagoes causais que conduziram o algoritmo aos seus
resultados. Por esta razao, estes algoritmos podem ser
recebidos com ceticismo por membros da comunidade
cientifica, que tém preferéncia por modelos mais inter-
pretaveis e com fundamentos tedricos claros [6]. Con-
tudo, tal ceticismo néo foi impeditivo para a investigagao
de novas aplicagoes e algoritmos em diferentes setores
no meio cientifico, especialmente em &areas inclinadas as
aplicagoes, posicionando o ML como uma ferramenta
promissora para o avango da ciéncia. Nos paragrafos
subsequentes, apresentaremos alguns dos casos em que
esses esforcos demonstraram éxito no meio cientifico,
com enfoque especial na area de fisica.

Embora a area de ML tenha ganhado destaque sig-
nificativo nos ultimos anos, como exemplo o Prémio
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Nobel de Fisica em 2024, muitos dos modelos utilizados
atualmente vém sendo desenvolvidos e aprimorados ha
varias décadas [7]. A partir da segunda metade do século
XX, com os avangos na capacidade computacional,
equipados com técnicas estatisticas e métodos mate-
maticos, estabeleceram-se os fundamentos do campo do
ML. Nesse contexto, diferentes abordagens comegaram
a emergir, incluindo a investigagdo do comportamento
dos neurénios bioldgicos, que inspirou a criagao de algo-
ritmos de redes neurais artificiais (em inglés, Artificial
Neural Networks) com o objetivo de replicar, de forma
simplificada, os processos de aprendizado observados em
organismos vivos [g].

As redes neurais artificiais dependem de abordagens
de treinamento que orientam como os modelos intera-
gem com os dados para resolver problemas especificos.
Esses diferentes paradigmas de treinamento, como o
aprendizado supervisionado, o aprendizado reforcado e
o aprendizado ndo supervisionado, definem maneiras
distintas de explorar a relagao entre os dados e o modelo,
permitindo sua aplicacdo em uma ampla variedade de
contextos.

O paradigma de ML supervisionado envolve o trei-
namento de modelos que utilizam conjuntos de dados
rotulados, nos quais cada entrada estd associada a
um rétulo ou valores desejados (saida). Esse processo
permite que os algoritmos tentem aproximar um mapa
que represente a relacdo entre os dados de entrada e
saidas [4]. Algoritmos comuns de aprendizado supervisi-
onado em ML séﬂ K-vizinhos mais préximos [10] [IT],
Regressao Logistica [12], [13], Maquinas de Vetores de
Suporte [14, [I5], Arvores de Decisdo [I6, [I7], e redes
neurais artificiais [I8].

Por outro lado, o aprendizado nao supervisionado é
caracterizado pelo uso de algoritmos que lidam com
dados nao rotulados, i.e., ha uma estrutura subjacente
nos dados que nao é explicitamente conhecida, mas cujos
padroes deseja-se identificar. Nesse contexto, os modelos
devem identificar relagbes e caracteristicas exclusiva-
mente a partir dos dados de entrada, utilizando fungoes
apropriadas para otimizar um objetivo que visa iden-
tificar as relacOes inerentes entre os dados fornecidos.
Otimizar estas funcoes leva a uma saida que deve ser
consistente com restri¢oes (as vezes adicionais) definidas
pelo treinamento. Historicamente, o aprendizado nao
supervisionado se tornou particularmente atrativo com
a publicagdo de artigos de redes neurais inspiradas
em modelos biofisicos do cértex visual em felinos [§].
Alguns algoritmos amplamente discutidos na literatura
para esse tipo de aprendizado incluem: K-Médias [19],
Density-Based Spatial Clustering of Applications with
Noise (DBSCAN) [19], Principal Component Analysis
(PCA) [19], t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding
(t-SNE) [18], e autoencoders [20H22].

1 Em inglés: K-Nearest Neighbors, Logistic Regression, Support
Vector Machines (SVM), Decision Trees, and Artificial Neural
Networks.
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No aprendizado por reforco, o modelo, frequentemente
representado como um agente, aprende a tomar decisoes
através da interagdo continua com um ambiente dina-
mico, que pode ser total ou parcialmente observavel,
baseado em um processo de tentativa e erro. Nesse
contexto, o agente executa uma série de acgbes em
resposta a estados observados do ambiente e, para cada
acao tomada, ele recebe uma recompensa ou penalidade,
dependendo de quao benéfica ou prejudicial a acao foi
para atingir um objetivo definido. O objetivo central do
agente é aprender uma estratégia que define a melhor
acao a ser tomada em cada estado possivel do ambiente,
visando maximizar a recompensa acumulada ao longo
do tempo. O aprendizado por reforgo demonstra eficacia
em uma ampla variedade de aplicagdes complexas, como
jogos, robética, sistemas auténomos de controle e reco-
mendacao de produtos, e outros sistemas cuja solucéo
pode ser escrita em termos de agentes e estratégias.
Exemplos notaveis incluem o treinamento de agentes que
superam humanos em jogos de tabuleiro e videogames,
como o AlphaGo [23], Atari [24] e o desenvolvimento
de sistemas de controle em robds que aprendem a
se movimentar e a manipular objetos em ambientes
reais [25].

Historicamente, no campo da fisica, a pesquisa em
fisica. de particulas foi pioneira na adocao de técnicas
de ML, em parte devido & necessidade de lidar com
grandes volumes de dados em tempo real. As primeiras
aplicacoes de ML nesse campo focaram em sistemas com
grandes bancos de dados, que precisavam ser processados
rapidamente. Na fisica de altas energias, por exemplo, o
uso de arvores de decisdo em experimentos com colisores
de particulas ganhou destaque. Nesses experimentos, a
rapida ativagdo dos detectores exige métodos computaci-
onais eficientes para a classificagdo e armazenamento de
dados enquanto os eventos ocorrem [26]. Posteriormente,
para a mesma tarefa, o uso de redes neurais mostrou-se
superior, superando os métodos tradicionais de andlise
de dados [27].

Outro exemplo de aplicacdo de ML na fisica de parti-
culas envolve a investigacao de modelos que dependem
de expansoes perturbativas da Teoria Quéntica de Cam-
pos, modelos de interagdo particula-detector e modelos
fenomenolégicos, todos focados em descrever interacgoes
em diferentes escalas de comprimento. Esses modelos ge-
ralmente apresentam parametros livres que precisam ser
ajustados com base em dados experimentais. O uso de
redes neurais para ajustar esses pardmetros, conectando
modelos tedricos a resultados experimentais, tornou-
se uma aplicacdo comum tanto em fisica de particulas
quanto em cosmologia [0}, 28].

Como mostrado pelos exemplos anteriores, as redes
neurais tém demonstrado sua eficicia em tarefas com-
putacionalmente complexas, com a etapa de otimizacao
representando uma parte significativa do esforco com-
putacional. No entanto, uma vez otimizadas, essas redes
podem ser reutilizadas em seu dominio de aplicagdo com
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novos dados, um processo que geralmente exige menor
intensidade computacional.

Estes resultados tém se mostrado promissores na
literatura em fisica de muitos corpos, tanto classicos
como quanticos, onde solugdes para caracterizagao de
fases em modelos de spins (i.e. Ising 2D) sdo uma
questdo central [29)30]. Em matéria condensada e estudo
de materiais, ML é usada, aliado a outros métodos,
para calculo de energias em Density Functional Theory
(DFT), sendo sensivelmente mais rédpida que métodos
tradicionais [31].

Uma segunda abordagem, de especial interesse para
a comunidade cientifica, por fornecer um meio-termo
entre clareza e opacidade de modelos, foi pensada para
agregar informacao fisica nos modelos, integrando leis ou
restrigoes fisicas em modelos de ML, apresentando novas
oportunidades para as pesquisas cientificas.

Um dos principais métodos nessa abordagem é
conhecido como Physics-Informed Machine Learning
(PIML) [32H34] e Physics-Informed Neural Network
(PINN) [353, B6], cujo uso pode ser encontrado em
publicacoes de diversas areas de pesquisa na Fisica,
como: mecénica dos fluidos [37, B8]; quantificacio da
incerteza [39]; sistemas dindmicos [40]; sistema quén-
tico de muitos corpos [4I], sistemas fotonicos [42];
6ptica classica [43], entre outros [44H47]. Existem outros
trabalhos com paradigmas de modelagem hibrida que
integram ML com conhecimento fisico [48H56]. Além de
adicionar informagdes fisicas ao modelo, hé na literatura
aplicagdes que invertem o problema de pesquisa, ou seja,
utilizam-se de ML para identificar caracteristicas fisicas.
Exemplos incluem determinar equagbes que descrevem o
sistema por meio de regressio simbdlica [54] ou o uso de
autodiferenciagdo em bibliotecas avangadas de ML [57].

A literatura cientifica na intersecdo entre fisica e
ML tende a ser segmentada em nichos que exigem
conhecimentos avangados, muitas vezes ao nivel de pés-
graduagdo. Pensando em tornar esse conhecimento mais
acessivel, aqui apresentamos materiais voltados para um
publico mais amplo, como graduandos em fisica que ja
completaram o ciclo bésico, bem como estudantes de en-
genharia. Para isso, utilizaremos problemas de mecanica
cldssica combinados com técnicas de redes neurais, de
modo a facilitar a compreensao e o aprendizado desses
temas complexos.

Neste estudo, discutimos os conceitos fundamentais
das redes neurais, comecando com o Perceptron no
Capitulo 2.1} onde apresentamos um passo-a-passo de
como construir e aplicd-lo. Em seguida, abordamos as
redes neurais profundas no Capitulo 2:2] ampliando
alguns conceitos, introduzindo novos e apresentando as
arquiteturas mais comuns. No Capitulo [3] apresenta-
remos quatro aplicagoes distintas de redes neurais no
modelo unidimensional do péndulo simples. Na primeira
abordagem , foi realizado o aprendizado supervi-
sionado com uma rede neural para determinar qual a
constante do sistema fisico (constante gravitacional). Em
seguida, exploramos o uso de redes neurais profundas e
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autodiferenciacao para resolver a equacao diferencial as-
sociada ao péndulo . Posteriormente, investigamos
a utilizagao de autoencoders para inferir o espaco
latente do sistema e estimar sua dimensdo, além de
introduzir o uso destes modelos para filtragem de ruidos
em dados e imagens. Por fim, na secao usaremos
autoencoders SINDy para descobrir a equagao diferencial
(e nao sua solugdo) do sistema do péndulo nao linear
(para angulos grandes).

2. Aspectos Basicos de Redes Neurais

Ao longo das ultimas décadas, as redes neurais artificiais
foram investigadas com o intuito de modelar o compor-
tamento dos neurénios bioldgicos. A associagdo entre os
fendmenos biolégicos e a inteligéncia motivou a pesquisa
além do campo da neurofisiologia, originando, em 1943,
o modelo proposto por McCulloch e Pitts, considerado
o primeiro estudo a descrever formalmente uma rede
neural artificial [§]. Embora a terminologia especifica
tenha sido cunhada apenas mais tarde, esse trabalho
estabeleceu as bases conceituais para os modelos compu-
tacionais de aprendizagem. Em 1958, Rosenblatt propos
o perceptron, um modelo tedrico inspirado em principios
do funcionamento do cérebro, que buscava explicar como
organismos poderiam aprender, reconhecer padroes e
generalizar informacoes de forma probabilistica [9]. Nas
décadas seguintes, novas arquiteturas e métodos de
aprendizagem foram desenvolvidos, consolidando as re-
des neurais como um dos pilares da inteligéncia artificial
moderna [8].

A década de 2010 foi particularmente prolifica para
o avanco do aprendizado de méquina e das redes
neurais. Um dos fatores decisivos foi a popularizacao
das Unidades de Processamento Grafico (em inglés,
Graphics Processing Units, GPUs), originalmente proje-
tadas para executar milhares de operagoes matematicas
em paralelo. Diferentemente das CPUs, que possuem
um numero limitado de nucleos otimizados para tarefas
sequenciais, as GPUs contam com milhares de ntcleos
mais simples, especializados no processamento simul-
tdneo de grandes volumes de dados. Essa capacidade
de paralelismo massivo é ideal para o treinamento
de redes neurais, que envolve algebra linear em larga
escala, reduzindo drasticamente o tempo necessario para
ajustar os pardmetros dos modelos. Como resultado,
as redes neurais comegaram a superar os algoritmos
deterministicos tradicionais em diversas areas de grande
prestigio.

No campo do processamento de imagens, por exem-
plo, redes neurais convolucionais superaram os métodos
classicos no desafio ImageNet, que antes eram domina-
dos por técnicas como SIFT (Scale-Invariant Feature
Transform) combinadas com MAaquinas de Vetores de
Suporte (SVM) [8,[59]. No xadrez, a abordagem baseada
em busca heuristica e poda alfa-beta, como a do motor
Stockfish Stockfish, foi superada pela AlphaZero, uma
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rede neural que aprendeu o jogo do zero [58]. O sucesso
se estendeu a outros dominios com ampla cobertura
mididtica, como a vitéria do AlphaGo no jogo de GCE| e
o surgimento de modelos de linguagem avangados como
o ChatGPT [60].

2.1. Perceptron

Nos algoritmos de redes neurais artificiais, o neurénio
é definido como a unidade fundamental responséavel
pelo processamento de informagdo. Inspirados pelos
neurdnios biolégicos, os neurdnios artificiais recebem
um conjunto de entradas, processam essas informagdes
aplicando um conjunto de operacbes matematicas que
produzem uma saida. Um dos modelos mais simples
de neurénios artificiais é o Perceptron [9, 20]. As redes
neurais sdo tipicamente representadas como grafos dire-
cionados, onde os neurdnios correspondem aos vértices e
as conexoes entre eles, denominadas sinapses no contexto
biolégico e pesos no contexto algoritmico, sdo represen-
tadas por arestas. O Perceptron pode ser representado
conforme ilustrado na Figura

De maneira simplificada, no modelo bioldgico, inter-
pretamos as entradas como mudancas na diferenca de
potencial eletrostatico na vizinhanga x; do neurénio. J&
0s pesos w; representam a intensidade ou sensibilidade
da conexao com cada parte i € {1,...,n} da vizinhanga.
O bias b pode ser entendido como um campo médio
que influencia o campo efetivo no neurénio ou como um
limiar de ativacao que o neurdnio deve superar para ser
ativado. Esses elementos atuam em conjunto sendo so-
mados na operacao X, cuja saida serve como argumento
para a fungdo de ativacao f. Esta funcdo f determina
se 0 neurénio ¢é ativado (isto é, “dispara” um sinal para
outros neurdnios) ou permanece inativo. As analogias
com a biologia, no entanto, apresentam limitagoes, pois

T w1
T w2
. w.n
Ln
Pesos isa saida

Figura 1: llustrac3o das etapas de um Perceptron: x;; repre-
senta os elementos do vetor de entrada x; (em verde) associado
a amostra j, estes elementos sdo multiplicados um a um por
pesos w; e somados a um bias b. O resultado desta soma (em
azul) serve de argumento para uma funcdo de ativacdo f (em
amarelo), produzindo a saida §.

2 deepmind.google/technologies/alphago/

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 48, €20250183, 2026

Introducéo as redes neurais para Fisicos

o modelo matematico ndo consegue reproduzir integral-
mente a complexidade dos sistemas biolégicos. Por exem-
plo, o sinal neuronal possui uma dependéncia temporal
intrinseca, algo que nado é considerado no perceptron
classico, cuja dindmica é essencialmente estatica. Para
incorporar essa caracteristica temporal, foram propostas
arquiteturas mais sofisticadas, como as redes neurais
recorrentes, que introduzem memoria ao sistema ao levar
em conta o estado anterior da rede [61]. Neste trabalho
essa analogia tem um carater meramente didatico para
os propésitos deste artigo e, portanto, nao utilizaremos
esses termos biologicos nas se¢oes subsequentes. No con-
texto de redes neurais artificiais, a saida ¢ do Perceptron
indica a resposta do neur6énio a um dado conjunto de
entradas, refletindo se o estimulo foi suficiente para
ativar o neuronio.

A linguagem Python se estabeleceu como o padrio
para aprendizado de maquina devido & sua sintaxe sim-
ples e legivel, que permite ao programador focar nos con-
ceitos algoritmicos em vez de se prender a complexidades
sintaticas. Mais importante ainda, Python é sustentado
por um ecossistema de bibliotecas robusto e maduro,
como NumPy, para computagdo numérica, e frameworks
especializados como Scikit-learn, TensorFlow e PyTorch,
que simplificam drasticamente o desenvolvimento e o
treinamento de modelos de ML. Por essa razao, para
facilitar a compreensao dos leitores, detalharemos a
seguir cada etapa do funcionamento do Perceptron,
abordando tanto os aspectos matematicos envolvidos
quanto sua implementacdo pratica nesta linguagem de
programacao.

2.1.1. Exemplo didatico: Classificagao binaria

Para compreender os conceitos representados na Figura
partiremos de um exemplo de aprendizado supervi-
sionado, que serd detalhado nos paragrafos a seguir.
Seguindo a ordem de execugdo de um Perceptron, da
esquerda para a direita. Sdo eles: as entradas (dados),
0s pesos, a soma ponderada com a funcao de ativagao e,
por fim, a saida da rede neural.

Entradas (inputs): A primeira etapa envolve os
dados de entrada, representados pelos circulos verdes
a esquerda na Figura [I] Cada elemento x; representa
uma variavel independente. Estas entradas sao valores
numeéricos que caracterizam as variaveis do problema em
andalise. Por exemplo, podemos ter uma tabela ou pla-
nilha com uma lista de produtos e suas caracteristicas,
ou um banco de dados com informagoes sobre animais,
plantas ou pessoas, etc. As entradas também podem ser
informacoes de imagens [63], sons [64] ou textos [65], ou
até mesmo os valores de saida de outros neurénios.

Para exemplificar, selecionamos um conjunto de dados
resultante da catalogacao de flores, que contém caracte-
risticas do comprimento e largura das pétalas e sépalas.
Este banco de dados é conhecido como Iris dataset [66],
comumente utilizado para estudar problemas de classifi-
cagdo. Na Figura[2] temos as primeiras 5 linhas do banco
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Coluna2 Coluna3 Coluna4

a Comprim

Rétulo

Figura 2: Banco de dados de Iris (Iris dataset), onde estdo
explicitas as primeiras 5 linhas do data-set, com informacdes
sobre flores, como comprimento e largura da sépala ou da pétala.

de dados, onde cada linha representa uma flor catalogada
e cada coluna uma caracteristica. Cada linha é um vetor
X; (com j representando a linha especifica do conjunto
de dados), dado porﬂ

'»xjn]a (1)

cada elemento x;; do vetor, varia de ¢ € {1,--- ,N}
onde N é o ntmero de colunas do banco de dados e
j € {0,---,M} onde M é o nimero de dados (ou
amostragem). A wltima coluna, com ¢ = N + 1, é
reservada aos rétulos, que neste caso representam a
classificagao das espécies e a coluna para ¢ = 0 tem valor
especifico, que serd mencionado no proximo passo.

Para o caso do exemplo ilustrado na Figura[2] temos 4
caracteristicas (colunas) para a entrada e uma caracte-
ristica para o rétulo. Entao, a representagao matemaética
de uma linha especifica (j = 0) da Figura [2| pode ser
expressa por:

x; = [zj1, )2, %53, .-

Xp = [5501, L2, 03, J504],

xo = [5.1,3.5,1.4,0.2]. (2)

Para acessar o conjunto de dados do Iris dataset,
podemos utilizar a biblioteca scikit-learn [67], que ji
inclui esses dados de maneira acessivel para uso em
experimentos de ML. Para visualizar um dos elementos
do conjunto de dados (por exemplo, o elemento j = 0),
podemos utilizar o seguinte script em Python:

# Importando as biblioteca
from sklearn import datasets

dataset = datasets.load_iris()

j = 0 # Indice dos dados

x_j = dataset.datal[j, :] # Entrada
y_j = dataset.target[j] # Alvo
print(x_j, y_j)

Saida:

[5.1, 3.5, 1.4, 0.2], [0]

Apés o acesso ao banco de dados, o passo subsequente
consiste na inicializagdo dos pardmetros da rede neu-
ral. Esses pardmetros armazenam, de forma implicita,

3 Adotamos o padrdo americano de pontuacio decimal (ponto
como separador decimal), nos c6digos e equagdes.
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o conhecimento adquirido pelo algoritmo durante o
processo de treinamento, uma vez que sao utilizados para
transformar as informagoes processadas por cada neur6-
nio. Os ajustes realizados nesses parametros definem o
mapeamento entre a entrada e a saida do modelo, per-
mitindo que o Perceptron seja representado como uma
funcdo matemética da forma g : (z;1,...,2;n) = Yj-
Pesos e bias: Os principais pardmetros de uma rede
neural sdo os pesos e bias. Os pesos (w;) atribuem
diferentes importéncias as entradas de cada neurdnio,
desempenhando um papel central na definicdo da rele-
vancia relativa de cada entrada para a saida do modelo.
O bias (b), por sua vez, é um parametro adicional
que ajusta a saida do modelo independentemente das
entradas, sendo essencial para garantir a flexibilidade
e a adaptabilidade do algoritmo aos dados. No caso
do Perceptron, o bias permite deslocar a linha ou o
hiperplano de decisdo em espagos de maior dimensao,
contribuindo para a correta classificagdo das entradas.
A melhor forma de inicializar os parametros é um
campo ativo de pesquisa de ML [6], pois dependerd
muitas vezes da funcgdo de ativagao utilizada, a fungao
loss, e de caracteristicas do problema tratado. Na falta
de mais informacdo sobre o sistema, é possivel gerar
valores aleatérios para os pesos com distribuicdo nor-
mal, mas ha outras opgdes como: inicializar todos com
valores zeros, aleatoriamente com distribuicao uniforme
e Glorot/Xavier (para funcoes de ativagdo simétricas)
[68]. Veremos adiante que o que se chama de treinamento
da rede é uma atualizacdo dos valores dos pesos e bias.
O vetor de pesos w e o vetor de entradas x podem ser
escritos da seguinte forma
X; = [CL‘jo,.’IJ]‘l, ce ,LL']‘N].

W = [w07 wi, ER) UJN:I7

Em algumas representagoes, é utilizado wg = b e
os dados de entrada sao escritos de tal forma que
zjo = 1. Por simplicidade, adotaremos esta notacdo.
Assim, podemos descrever a etapa da soma ponderada
(circulo azul) ilustrada na Figurautilizando a operacao
do produto escalar,

Wo
w1

T ) x]N] : )

— Ty — . .
WX =X; W= [:Ujo, Tj1,

WN

o super indice T representa o transposto, portanto, a
multiplicacao matricial resultante é

N
T §
xjw:xjowoerjlwl+~~~+xijN = wixﬂ.
=0

Este produto representa uma soma ponderada das
entradas de um dado j. Como exemplo para ilustrar
a dindmica, vamos considerar w = [1,0,0.5,—0.3],
b =10.5] e os valores de x¢ na equagio , que resulta
em wlxg = 6.24.
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Este mesmo produto pode ser numericamente calcu-
lado em Pythor{’}

import numpy as np

[1, 0, O.
[0.5]
np.dot (w,
print (z)
Saida:

[6.24]

5, -0.3]
b =

z = x_j) + D

Funcgao de ativagdo: Apds a soma ponderada ser
realizada, uma fung¢do nao linear f, chamada de fungao
de ativacao, é aplicada ao resultado. As func¢oes de ativa-
¢ao introduzem propriedades nao lineares na rede neural,
permitindo construir redes mais profundas e expressivas.
Algumas comumente utilizadas incluem (veja a Tabela 1
em apéndice A para mais detalhes):

« Sigmoide ou Logistica: E uma funcéo suave, usada
principalmente na camada de saida de um modelo
de classificacdo bindria, pois sua saida varia no
intervalo [0, 1].

o Tangente Hiperbdlica (tanh): é similar & fungdo
sigmoide quanto a forma da curva, porém, varia
no intervalo de [—1, 1], com o centro em zero.

e Unidade Linear Retificada (ReLU): Atualmente,
ReLU é uma das fungdes de ativagido mais ampla-
mente utilizada em redes neurais profundas devido
a sua simplicidade computacional e a facilidade de
célculo de seu gradiente, sem que efeitos de néao
linearidade sejam perdidos. Ela reproduz a entrada
se for positiva; caso contrario, produzira zero.

e Outros tipos: LeakyRelu, Softmax, seno, cosseno
entre outras [69, [70].

O poder de uma rede neural em modelar fen6menos
complexos reside na combinacdo da nao linearidade
de sua funcdo de ativacdo com a conexao de varios
neurénios (como veremos no préximo capitulo) [T1].
Do ponto de vista da &lgebra linear, uma sequéncia
de transformagoes lineares pode ser sempre reduzida a
uma unica transformacdo linear. Sem uma funcao de
ativagdo nao linear para quebrar essa sequéncia, uma
rede neural com dezenas de camadas se comportaria, na
préatica, como uma unica camada, tornando-se incapaz
de aprender relagdoes mais complexas que uma simples
regressao linear multipla.

A introducgdo dessa ndo linearidade permite que ar-
quiteturas profundas funcionem como aproximadores
universais. Como veremos em detalhe na Segao [2.2] uma

4 Para isto usaremos da biblioteca Numerical Python (NumPy)
[62], que integra uma vasta gama de fun¢ées mateméticas. Estas
adig¢oes possibilitam manipulagées de grandes base de dado com
alta performance computacional, enquanto preserva a interface
concisa e legivel da linguagem Python. Vale esclarecer aqui que
podemos importar a biblioteca com uma abreviacdo qualquer
(neste caso, por convengdo de uso, “np”).
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rede com uma composi¢ao finita de neurénios com ati-
vagoes nao lineares pode, em teoria, aproximar qualquer
funcdo continua, conforme o Teorema da Aproximacéio
Universal 2.1} Embora o papel da nao linearidade néo
seja tao evidente no Perceptron simples, cujas tare-
fas sdo, por defini¢do, linearmente separaveis, ela é a
propriedade fundamental que possibilita o aprendizado
em redes mais sofisticadas. Além disso, para que o
modelo possa ser treinado por métodos de otimizacao
baseados em gradientes, a funcao de ativagdao deve ser
diferenciavel, isto é, ter derivada definida e finita nos
pontos de interesse.

Na saida do Perceptron, obtemos a seguinte expressao:

g;=1r Zwiijri-b , (3)
i=1

que pode ser utilizada para representar certas informa-
¢oes. Um dos sistemas mais simples é o classificador
binario, no qual o rétulo verdadeiro y € {0,1} indica a
classe correta, e a saida prevista §; deve refletir uma de-
cisdo entre duas classes possiveis. No segundo exemplo,
consideramos que o réotulo verdadeiro y assume valores
continuos, caracterizando um problema de regressao.

Em nosso exemplo, do banco de dados de flores,
podemos classificar qual o tipo de flor a partir das
caracteristicas das flores. Neste caso temos trés classes
{0,1,2} dadas pelas flores setosa, versicolor, virginica.
Todavia, reduziremos o banco de dados para duas
classes, 0 para as setosa e 1 para as wvirginica, para
facilitar o entendimento. Escrevendo a equacao em
Python:

# considerando o valor de z, obtido

anteriomente

# z = [6.24]

def ativacao_sigmoide(z):
f =1/ (1 + np.exp(-2))
return f

y_hat = ativacao_sigmoide (z)
print (y_hat)

Saida:
[0.998]

A escolha da funcao de ativacdo sigmoide é motivada
por sua caracteristica de limitar a saida do Perceptron
ao intervalo entre 0 e 1. Esta propriedade é particular-
mente Util em problemas de classificagdo binaria, pois
a saida pode ser interpretada como uma probabilidade
de pertencer a uma determinada classe. Por exemplo,
uma saida préxima de 1 indica alta probabilidade de que
a entrada pertence a classe positiva (1), enquanto uma
saida préxima de 0 indica alta probabilidade de que a en-
trada pertence a classe negativa (0). Esta interpretacao
probabilistica simplifica a tomada de decisoes, tornando
o modelo mais intuitivo e permitindo a utilizagdo de
técnicas de analise estatistica. No exemplo descrito pelo
c6digo, vemos que Jp = y_hat = 0.998 indicando que
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para os valores de pesos inicializados, aquele dado deve
pertencer & classe (1), mas se compararmos esse resul-
tado com o valor real da saida do neurdnio, notaremos
que a classe desse dado deveria ser (0). Isso evidencia
um erro entre o valor predito pelo Perceptron, ainda
nao treinado, com o valor real. Como medir esses erros
e como ajustar os pesos e bias para melhorar a previsao
da saida, sdo tépicos das préoximas subsecgoes.

Funcdo de custo (em inglés, loss function):
também chamada de funcao de perda ou func¢ao de erro,
é utilizada para medir o desempenho de um modelo
em relagdo aos dados reais, quantificando o erro entre
as saidas do Perceptron e os valores esperados. Essa
fung¢ao fornece uma métrica a ser minimizada durante o
treinamento, com o objetivo de aprimorar o desempenho
do algoritmo. Veremos adiante que ela também pode ser
manipulada para direcionar o aprendizado do Percep-
tron ou de redes neurais. No nosso exemplo, utilizaremos
o erro quadrédtico médio (em inglés, Mean Squared Error,
MSE) que calcula a média dos erros de m < M amostras
através da férmula:

m

S ) (4)

J

L(y77y_]

onde y; ¢ o rétulo verdadeiro da amostra j e §; é a
previsdo feita pelo modelo. £ representa a fungao custo
entre y; e §;, sobre m elementos do conjunto total de
amostras de tamanho M, i.e., um conjunto de m linhas
do dataset. No que segue iremos omitir o indice j na
varidvel gj;, exceto em casos ambiguos. Escrevendo a
equacao em Python para m = 1:

# y_hat = [0.998], y_0 = [0]
#calculo do erro quadratico com j=0

loss = (y_j - y_hat) =*x 2
print (loss)
Saida:

[0.99611167]

Observe que, para os valores iniciais que escolhemos,
a nossa fungao custo estd acusando um resultado maior
que zero, i.e., longe do ideal. O objetivo para este dado
era obter y; = 0, mas o valor dado pelo Perceptron foi de
7 =~ 1. Como a fung¢do quadratica MSE tem um minimo
global em L(y;,7) 0, queremos que todos (ou a
maioria) das saidas (outputs) da rede, quando calculadas
na funcdo custo, sejam proximas deste minimo global.

Aqui, é importante ressaltar que nossa escolha pelo
MSE serve a um propésito didatico. Por ser matema-
ticamente simples, ele nos permite ilustrar o conceito
de erro de forma clara. No entanto, para problemas de
classificagdo como este, o MSE néo é a ferramenta ideal.
A abordagem mais correta envolve fungbes de custo
projetadas especificamente para classificagdo, sendo a
Entropia Cruzada (Cross-Entropy) uma das mais pro-
eminentes. Esta funcdo é mais eficaz porque penaliza
previsoes confiantes e erradas de forma mais acentuada,
levando a um treinamento mais estdvel e rapido. Para
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nao complicar este primeiro exemplo, seguimos com o
MSE, mas deixamos o préximo passo como um desafio
ao leitor: no material complementar, disponibilizamos
um exercicio que guia na implementacao da Entropia
Cruzada.

Regra de aprendizado dos parametros: A otimi-
zagdo dos parametros de uma rede neural é frequente-
mente referida como “aprendizado” porque esse processo
de ajuste permite que a rede neural tente resolver o
problema para o qual foi projetada, de maneira analoga
ao processo pelo qual uma pessoa aprende a resolver um
problema apés estudar e praticar. Existem varias técni-
cas para ajustar os parametros de redes neurais, como
algoritmos genéticos [72] e simulated annealing [(3], que
buscam solugoes ideais mediante processos inspirados
na evolugdo natural e na termodinamica, respectiva-
mente. No entanto, os métodos baseados em gradiente
destacam-se pela sua eficicia e sucesso comprovado
na otimizacdo de algoritmos de redes neurais, sendo
amplamente utilizados na pratica [74} [75].

Os métodos de gradiente utilizam informagdes deri-
vadas da funcao custo, que mede o quao bem a rede
estd performando em relagdo ao problema. A funcio
custo pode ser visualizada, de maneira analoga, como
um mapa topografico, onde a posi¢ao inicial corresponde
a um ponto elevado, como o topo de uma montanha, e
0 objetivo é alcancar o ponto mais baixo, que representa
o valor minimo da fungao. Nesse contexto, o gradiente
da func¢édo custo fornece a direcdo de maior inclinagao,
permitindo que o algoritmo “observe” o entorno e tome
decisdes sobre a direcdo de cada passo. Ao aplicar
iterativamente um método de gradiente, os pardmetros
da rede neural sao ajustados gradualmente para reduzir
o valor da fungdo custo, movendo-se em direcdo ao
minimo.

Um dos métodos de otimizacao de gradiente mais sim-
ples e amplamente conhecidos é o método de gradiente
descendente, ou Gradient Descent (GD) em inglés. Nesse
método, calcula-se a derivada da fungao custo em relagao
a cada pardmetro que se deseja atualizar. O parametro é
entao ajustado subtraindo-se o produto da derivada com
uma constante chamada taxa de aprendizado (learning
rate). Essa constante controla o tamanho do passo que o
algoritmo dara na direcdo do gradiente. O ajuste dos pe-
sos e bias, através do método de gradiente descendente,
é entao dado pelas respectivas equagoes:

Whovos = Wantigos — 11 Vwl (5)

e
bnovos = bantigos — VL, (6)
onde V,,; representa o gradiente da fungdo de custo

em relagdo aos pesos w ou ao bias b, respectivamente,
enquanto 1 é a taxa de aprendizado. E importante
destacar que essa taxa é definida manualmente antes do
inicio do treinamento da rede neural e nao é geralmente
ajustada durante o processo de otimizagdo. Por ser
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um hiperpardmetro, 1 requer uma escolha cuidadosa,
pois uma taxa de aprendizado muito alta pode fazer o
algoritmo oscilar ao redor do minimo desejado ou até
divergir, enquanto uma taxa muito baixa pode resultar
em um treinamento extremamente lento. O valor da
taxa de aprendizado também pode ser encontrado por
meio de técnicas de validagdo cruzada ou otimizagao
de hiperparametros, como busca em grade (grid search)
ou busca aleatéria (random search) [(6]. Escolher os
valores corretos para hiperparametros é um passo crucial
para garantir o sucesso no treinamento de redes neurais,
influenciando diretamente a capacidade do modelo de
convergir eficientemente e evitar problemas associados
ao treinamento.

Além do método béasico de gradiente descendente,
existem variantes desenvolvidas para melhorar a efici-
éncia e a qualidade do treinamento de redes neurais.
Entre essas variantes estdo o gradiente descendente com
momento (momentum), o método de Nesterov (Neste-

rov Accelerated Gradient), o Adam (Adaptive Moment 15

Estimation) [77, [78]. O gradiente com momento adi-
ciona um termo de “memoéria” que ajuda a acelerar o
movimento em dire¢cbes que consistentemente apontam
para o minimo, enquanto o método de Nesterov faz uma
correcao adicional que antecipa a direcao futura. Ja o
Adam combina as ideias de acumulacdo de momentos
e adapta a taxa de aprendizado para cada parametro,
resultando em uma convergéncia mais rapida e estavel
em muitos problemas praticos.

Os gradientes da funcdo custo, na equacao (4), em
relagdo a w e b, aplicando a regra da cadeia de derivadas,
sao

Vuwl = _2(yj - @)flxj7
VoL = =2(y; —9)f".

(7)
(8)

A derivacido da expresséo , como também alguns
exemplos de funcdo custo, estd em maiores detalhes no
Apéndice A. Nesse caso o termo f’ é determinado pela
funcao de ativacao escolhida f. Podemos ver na tabela
1 no apéndice as derivadas para alguns casos. Em nosso
exemplo utilizamos a fungao sigmoide, entao,

Wnovos = Wantigos — 277(yj - Q)Q(l - :g)xja
bnovos = bantigos - 277(% - @ @ 1- Zj)

Implementando a atualizacdo dos pesos e bias em
Python:

eta = 0.01
3w =w - 2 % eta *x (y_j - y_hat) * y_hat * (1-

y_hat) * x_j

b=5b- 2 % eta *x (y_j - y_hat) * y_hat * (1
- y_hat)

print (w,b)

Saida:

[ 1.0002, 0.000138, 0.50005,-0.29], [0.500039]
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Apds completar o processo de aprendizagem do Percep-
tron com o primeiro conjunto de dados da tabela de
treinamento (j = 0), repetimos o procedimento para
cada um dos dados restantes. Assim, cada linha j dos
dados contribuird para ajustar os pesos. Descrevendo as
etapas para os M = 150 dados em um tunico script ,
obteremos:

[1, O,
[0.5]

W o= -0.3]
b =
M = 150

eta = 0.01

loss = 0

for j in range(M):
x_j dataset.datal[j, :]1 # Entrada
y_j = dataset.target[j] # Alvo/rotulo
z = np.dot(w, x_j) + b

y_hat = ativacao_sigmoide (z)
W
(
b

0.5,

w - 2 *x eta * (y_j - y_hat) * y_hat =*
1 -y_hat) * x_j

b - 2 x eta * (y_j
(1 -y_hat)
loss = loss + (y_j

- y_hat) * y_hat x*

- y_hat) *x 2 / M

Este ciclo deve ser iterado multiplas vezes. Cada
iteracdo em que exaurimos todos os dados é chamada
de época, ou em inglés epoch, até que a funcgdo custo
se aproxime do seu valor minimo (neste caso, aproxi-
madamente zero), indicando que o Perceptron aprendeu
satisfatoriamente as informagoes fornecidas durante o
treinamento. Para realizar varias iteracoes, adicionare-
mos mais um Jloop usando o comando “for” novamente.
O cbédigo completo estd disponivel em uma pagina do
Github [19], permitindo que o leitor reproduza o experi-
mento numérico no seu devido tempo de aprendizado.

Na Figura [3| retirada do material disponibilizado no
GitHub, apresentamos quatro gréaficos bidimensionais.
Os dois no topo com a inicializagdo arbitraria de pesos,
e os dois na parte inferior depois da otimizacdo dos
parametros, ilustrando as fronteiras de decisdo de um
Perceptron aplicado ao conjunto de dados Iris. Em cada
par de gréaficos, o da esquerda mostra a fronteira de
decis@o em funcao do comprimento e largura da sépala,
enquanto o da direita apresenta a mesma fronteira em
funcdo do comprimento e largura da pétala. Os pontos
representam as amostras do conjunto de dados, onde
as cores azul e vermelho indicam as diferentes classes
a serem distinguidas pelo Perceptron. Para construir
a fronteira de decisdo do modelo de rede neural, foi
configurado que todos os valores de saida da funcéo
de ativacdo maiores que 0.5 sdo classificados como
pertencentes a classe (1). Consequentemente, valores de
saida menores ou iguais a 0.5 sdo classificados como
pertencentes & classe (0). Essa configuragio define uma
linha de corte que separa ambas as classes no espago de
caracteristicas, permitindo que o modelo distinga entre
elas com base nas saidas calculadas.

Nos gréficos [3h) e [Bp), observamos uma considerével
sobreposicao das regies coloridas, indicando uma difi-
culdade significativa em separar as classes, caracterizada
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Figura 3: Evolucdo das Fronteiras de Decisdo do Perceptron
no banco de dados Iris. Os dados estio inseridos em um
grafico de dispersao, projetado em duas das quatro dimensdes
dos dados. A unidade de medida de ambos os eixos é dada
em centimetro. Na esquerda, painéis a) e c), escolhemos as
dimensdes dadas por comprimento da sépala (abcissas) e largura
da sépala (ordenadas), na direita, painéis b) e d), as outras duas
dimensdes s3o o comprimento da pétala (abcissas) e largura da
pétala (ordenadas). Em ambos o rétulo de aprendizado estd em
codificado na cor: vermelho para classe 0 e azul para classe 1.
Nos gréficos de cima, a) e b), temos a classificacdo dada pelo
Perceptron com inicializacdo aleatéria, ja nos graficos de baixo,
c) e d), temos a classificacdo apés a otimizacdo. Veja que, apds
a otimizac3o, o hiperplano (chamado de fronteira de deciséo,
onde o Perceptron acusa o valor 0.5) separa os conjuntos de
dados em ambas projecdes, exceto por um ponto.

por uma fronteira de decisdo pouco definida. Isto re-
flete uma baixa acurdcia do modelo antes de qualquer
aprendizado ocorrer. Em contraste, os graficos[3¢) e [3)
mostram uma separacdo nitida entre as classes, com as
regides coloridas agora claramente divididas por uma
fronteira de decisdo bem ajustada apoés 100 épocas de
treinamento.

2.1.2. Exemplo didatico: regressao

Enquanto no exemplo anterior abordamos um problema
de classificagdo, que envolve a categorizagdo de dados
em classes descritas por valores discretos, na regressao
0 objetivo é prever valores continuos, como o preco de
um produto, o peso ou a altura de uma pessoa. Em
problemas de fisica, a regressao pode ser utilizada para
prever grandezas fisicas como posicao, velocidade ou
aceleracdo ao longo do tempo, sendo uma ferramenta
essencial para estudar as relagoes entre quantidades fi-
sicas em experimentos. Neste exemplo, criaremos nossos
préprios dados para ilustrar o processo de ajuste de
um problema linear. Supomos que o conjunto de dados
contenha apenas duas variaveis, uma que represente a
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velocidade de um objeto sob aceleragao constante e outra
que represente os instantes de tempo:

t=1[0, 025, 0.5, 0.75, 1],
v=1[0, 0.125 0.25 0.375 0.5].

(9)
(10)

Nosso objetivo é utilizar o Perceptron como uma
funcdo que encontre a relacdo dos dados de entrada
com as safdas, para depois prever a velocidade (saida)
conhecendo o tempo (entrada). Observe que os proble-
mas de regressdo também sdo considerados aprendizado
supervisionado, pois os rétulos de saida y; neste caso, a
velocidade, sdo fornecidos durante o treinamento. Com
t sendo os dados de entrada e v os pontos experimentais
que desejamos ajustar. Nesse problema, cada item de v é
equivalente a y; e t representa x;; descrito na equagao
com N =1e M = 5. Assim, tendo conhecimento dos
dados de entrada e saida, o préximo passo é gerar o peso
e bias aleatoérios, no qual utilizaremos:

w = [0.497],b = [-0.138]. (11)

A seguir, realizamos o processo de propagacao em
inglés forward, que consiste na propagacao dos dados
de entrada utilizando a equacao para cada valor
de t. Antes de prosseguir, é importante esclarecer um
conceito importante em redes neurais: o batching. Essa
técnica consiste em dividir o conjunto de dados em
pequenos subconjuntos chamados de batches, ou lotes,
em portugués. Durante o processo de treinamento de
uma rede neural, em vez de calcular a fun¢ao custo para
cada exemplo individualmente, o batching permite que
o calculo seja realizado para um grupo de exemplos de
uma s6 vez. Em seguida, a otimizacdo dos parametros
do modelo é realizada com base na média ou soma
dos gradientes computados para todos os exemplos do
batch. Esta abordagem nao apenas melhora a eficiéncia
computacional do treinamento, mas também propor-
ciona uma melhor generalizacdo, ao reduzir o ruido
estocastico associado a cada atualizagdo de pardmetro.
Assim, o batching é amplamente utilizado para acelerar
a convergéncia do modelo e estabilizar o processo de
otimizagao, especialmente em problemas com grandes
conjuntos de dados. Descreveremos em detalhes alguns
passos matemadticos que acontecem no Perceptron, vi-
sando auxiliar o leitor a entender todo o processo.

Iniciamos com o cédlculo do produto interno, sobre o
batch de 5 pontos em t:

wt + b = [—0.138, —0.01375, 0.1105, 0.23475, 0.359].

Em seguida, aplicamos a parte nao linear com a fungao
ReLU (ver apéndice A) sobre todo o batch :

f(wt +b) = [0,0,0.1105, 0.23475, 0.359].

O resultado de f(wt+b) s@o os valores previstos para
velocidade ¢, que utilizaremos para calcular o erro em
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relagdo a v com a funcao custo , que resulta em

L= (v—9)?*=0.0746.
batch

Para ajustar os novos pesos e bias, utilizamos a
equacao . A derivada da fungdo ReLU segue a regra:
fl(x)=1sexz>0,e f'(x) =0se z <0, de modo que

F/(wt +b) = f([0,0,0.1105,0.23475, 0.359])
=10,0,1,1,1].

Assumindo que 1 = 0.05, temos:
2n(v — g))f]'-t = [0, 0,0.0069,0.0105,0.0141]. (12)
Tomando a média do batch, obtemos

1Y VL =0.0063.

batch

Utilizando os passos , , na equagcao ,

podemos obter os novos pesos e bias:

Wrovos = Wantigos — 0.0063 = 0.4906
Dantigos — 0.008 = —0.1464.

bnovos =

Com isso, completamos a primeira época e esperamos
obter uma fungao custo com valor menor que o anterior.
Podemos verificar isso repetindo o processo anterior mais
uma vez.

g = f(wt+b)=1[0,0.036,0.178,0.32, 0.46],

L= (v—19)*=0.0643.
batch

Comparando o valor da fungdo custo dos novos pesos
com o anterior, notamos que houve uma reducao de
0.0103, isso indica que o Perceptron estd comecando
a aprender as informagoes dos dados. O processo pode
ser repetido vérias vezes para reduzir progressivamente
a funcdo custo. Em nosso material complementar no
Github, apresentamos a continuacao deste exemplo, onde
executamos o algoritmo por mais 98 épocas, totalizando
100 épocas. Os resultados deste teste sdo apresentados
na Figura [4, onde alcancamos o valor de erro de
1.059 x 1077,

Na Figura 4| temos o resultado da convergéncia do
modelo de regressao ao longo das épocas de treinamento,
com a linha do modelo se ajustando progressivamente
aos dados observados. Este comportamento evidencia a
capacidade do Perceptron em aprender e ajustar-se a
um conjunto de dados simples por meio de sucessivas
atualizacoes de seus parametros.

2.2. Redes neurais profundas

Uma rede neural artificial é composta por um conjunto
de neurdnios artificiais interconectados, cuja organizacao
define a estrutura do modelo. A maneira como esses
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Figura 4: Comportamento do Perceptron para o problema de
regressdo ao longo de diferentes épocas de treinamento. No
eixo horizontal temos os instantes de tempo (¢) e no eixo
vertical a predicdo da velocidade (9) feita pelo Perceptron. Os
pontos pretos representam os dados de treino, enquanto as
linhas vermelha, verde e azul correspondem as estimativas do
modelo nas épocas 0, 1,2 e 100, respectivamente.

neurdnios sao interligados é conhecida como arquitetura
da rede. Existem diversas formas de organizar essas
conexdes. Uma configuracdo comum envolve agrupar
neurdnios em unidades funcionais conhecidas como ca-
madas. Cada camada é composta por neurdnios que
operam de forma independente, mas que processam
informacoes antes de transmitir suas saidas para a
camada seguinte.

Uma das arquiteturas mais conhecidas no ML é o
Perceptron Multicamadas (MLP, do inglés Multi- Layer
Perceptron), um tipo de rede neural feed-forward densa.
Redes feed-forward distinguem-se pela auséncia de cone-
x0es recorrentes, ou seja, as saidas de uma camada sao
utilizadas exclusivamente como entradas para a camada
seguinte. Esse fluxo unidirecional de informagdes ocorre
da camada de entrada até a camada de saida. Espe-
cificamente, os neurdonios de uma camada n fornecem
entradas para os neurénios da camada subsequente, n +
1, sem retornos ou ciclos no processo. Essa arquitetura
é¢ amplamente utilizada devido a sua simplicidade e
eficacia em tarefas de classificagdo e regressdao, onde uma
relagdo direta entre entradas e saidas é desejada.

A representacao grafica da arquitetura MLP estéd
ilustrada na Figura |5} lida da esquerda para a direita:
as entradas sdo representadas pelas linhas originadas da
ponta esquerda da imagem, conectadas aos nodos em
verde, xj; na notacdo do capitulo anterior. As entradas
estao conectadas com a primeira camada (em vermelho),
onde cada nodo é um Perceptron, cuja saida sera usada
de argumento na segunda camada de neurdnios (em
azul), os quais, por sua vez, se conectam & camada final
de neurdnios da direita (também em verde). Estes, final-
mente, correspondem a saida da rede. Cada nodo pode
ter a sua funcdo de ativacao especifica, assim como as
conexoes neurdnio a neurénio podem ser arbitrariamente
determinadas, desde que seja sempre com as camadas
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O

QOO
QOO
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2° Camada Saida

oculta

1° Camada
oculta

Figura 5: Representacdo grafica de uma configuracdo especifica
de rede neural utilizando grafo, composta por 2 entradas, 2
camadas ocultas com 3 neurdnios cada e 2 saidas. Os circulos
verdes, representam as entradas x;; e os pretos, as saidas ;.
As camadas do meio, compostas pelos neurénios em vermelho
e azul, sdo as camadas ocultas.

vizinhas, somente. As camadas intermediarias entre as
de entrada e saida (neste exemplo: vermelha e azul) séo
chamadas de camadas ocultas.

Por simplicidade, utilizaremos o termo “redes neu-
rais” ao nos referirmos especificamente as redes neurais
artificiais com arquitetura feed-forward. No entanto, é
importante que o leitor compreenda que o campo das
redes neurais é vasto e inclui uma grande diversidade
de arquiteturas, cada uma projetada com caracteristicas
especificas para atender a diferentes tipos de problemas.
Entre essas outras arquiteturas, destacam-se as redes
neurais recorrentes (RNNs), que sdo particularmente
eficazes para lidar com dados sequenciais, como séries
temporais [, 80, B1] e processamento de linguagem
natural, muitas vezes por meio do uso de LSTM (Long
Short-Term Memory) [82]; as redes neurais convolucio-
nais (CNNs), que exploraremos mais aprofundadamente
nas secoes que seguem, sao amplamente utilizadas em
tarefas de visdo computacional, como reconhecimento
de imagens e deteccdo de objetos, devido a sua capa-
cidade de extrair caracteristicas hierarquicas de dados
espaciais [20]; e os Transformers, que revolucionaram
o campo do processamento de linguagem natural e
também tém sido aplicados com sucesso em outras areas
devido a sua habilidade de capturar dependéncias de
longo alcance em dados sequenciais sem a necessidade de
processamento recorrente [83]. H4, além dessas, outras
arquiteturas como Autoencoders, Deep Belief Networks,
Redes Adversirias Generativas (GANs), Méquinas de
Boltzmann aliadas a métodos como Aprendizado Pro-
fundo Bayesiano, que tém contribuido significativamente
para o avango da area [84, B5]. Uma representacao
pictogréafica das muitas possiveis arquiteturas pode ser
encontrada em [5]. Recomendamos a leitura de Herberg
et al. [86] para aqueles interessados em explorar essas
arquiteturas detalhadamente.

Recentemente, John J. Hopfield e Geoffrey Hinton
foram laureados com o Prémio Nobel de Fisica de 2024,
concedido por suas contribuigoes fundamentais ao ML
com redes neurais artificiais. Hopfield desenvolveu redes
capazes de armazenar e reconstruir padroes de dados
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usando principios da fisica conhecida como Redes de
Hopfield [87], enquanto Hinton desenvolveu a maquina
de Boltzmann, que reconhece padroes em dados utili-
zando ferramentas da fisica estatistica. Essas inovagoes
foram a base para avancos significativos em inteligéncia
artificial e aprendizado profundo.

A escolha da arquitetura de uma rede neural deve
ser cuidadosamente considerada e estd intimamente
ligada ao problema especifico que se deseja resolver, as
caracteristicas dos dados envolvidos, e aos requisitos de
desempenho e eficiéncia do modelo. De maneira geral,
0 objetivo de uma rede neural é aproximar uma fungao
ideal g : U — V, ndo necessariamente conhecida, onde
U,V sado espagos vetoriais. Assim, sendo x € U um
elemento do conjunto de dados e W,b € R? vetores
dos parametros, entdao queremos que NN: U x R? = V
satisfaca

NN(x; W, b) =~ g(x). (13)

Por exemplo, em regressao, podemos ter uma entrada
x associada a um valor g(x), onde a rede neural encon-
trard a funcdo g(x) através dos valores dos parametros
W, b resultando na melhor aproximacéo dessa funcéo,
NN(x; W, b).

Vamos detalhar matematicamente o que descrevemos
sobre a arquitetura feed-forward considerando os neurt-
nios entre camadas totalmente conectados, pictorial-
mente representados na Figura A rede transforma
a entrada x em saida NN(x; W b) usando a seguinte
estrutura (considerando a primeira camada como a
vermelha na figura, e a entrada como os nds verdes).

Entrada = x,

No
12 Camada = fl[l] Z wﬁ]xi + b[ll] e
1 1
'7fN1 Zwy[]\]flajl [N}l bl

2° Camada = f[2] Z w[2]f[1] )—|—b[12] o

N,
GRS Wl e+,

/=1

Nen-1)
Saida = 1[n] z wgfbl]fi[fl_l](~')+b[1"} s
i'=1
Nn-1)
ol B DR A R R I B
i'=1

Saida = NN(x;80),

onde f,Ln} e bgcn] sao a fungdo de ativacdo e vetor de bias
da n-ésima camada associado ao k-ésimo neurdnio desta
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camada n, respectivamente, e wl[Zl é o peso que liga o
l-ésimo neurénio da camada n — 1 ao k-ésimo neurénio
da camada n.

O leitor pode estar se perguntando qual é a garantia
de que esta longa composigao iterada de somas pesadas
de composigdes aproxima realmente a fungdo desejada
g(x). A resposta a essa pergunta é afirmativa, dado o

seguinte teorema [71], [88]:

Teorema 2.1 (Aproximagao Universal: Kolmogorov—
-Arnold). Seja g : RY — R uma funcdo continua, e
sejam g, ¢qp : R — R, fungdes nao lineares, com
q€{0,...,2N}epe{0,...,N}. Entdo g é aproximada
por

FX) =D 00 | Do tanly) | Rglx),  (14)

=0

onde x € RV,

Isto é, podemos representar qualquer funcao continua
com um ntmero polinomial O(N?) de fungdes nio
lineares de uma varidavel. O leitor deve ter percebido
como a fungdo do teorema ¢é similar a uma rede
neural com duas camadas e b = 0,¥n . De fato,
com somente duas camadas, qualquer funcao continua
pode ser aproximada, caso tenha neurdnios suficientes.
Pragmaticamente, é boa pratica de ML trabalhar com
um nimero maior de camadas menores, melhorando o
desempenho computacional [20].

Visto o teorema anterior, poder-se-ia alegar que ML
e Redes Neurais sdo somente métodos de aproximagao
de curvas e dados. Esta afirmacdo nao estda de todo
errada, porém é uma generalizacdo apressada. Pense na
seguinte analogia: “Fisica de muitos corpos quénticos
é somente a equacdo de Schrodinger em espagos de
alta dimensao”, sabemos que, na préatica, hd muitos
novos fenémenos nesta area, que requerem novas técnicas
que estdo ausentes em mecanica quantica de poucas
particulas, o que justifica que a afirmacao acima é muito
redutiva. O mesmo pode ser dito de redes neurais [20].

Para aplicagoes praticas, construir redes neurais pro-
fundas somente com bibliotecas como NumPy, como
fizemos para o Perceptron na Sec¢ao [2.1] é uma tarefa
custosa. Devida & complexidade e tamanho das redes
neurais, é de interesse que usemos bibliotecas prontas em
Python, como PyTorch [89], TensorFlow [90] e Jax [91],
com o intuito de facilitar o uso, j4 que muitas das
operagoes tipicas de treinos em redes neurais (as quais
trabalhamos na parte anterior do texto), j& vém em
fungoes pré-definidas nestas bibliotecas. Além disso, um
recurso fundamental dessas bibliotecas é a diferenciacao
automatica, essencial no treinamento de redes neurais.
Trata-se de uma técnica eficiente para calcular gradien-
tes com exatiddo e de forma automatizada, eliminando a
necessidade de derivagdo manual ou de aproximagoes nu-
méricas, como as diferengas finitas [57]. A diferenciagéo
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automatica automatiza esses calculos usando a regra da
cadeia usual para derivadas, facilitando a aplicacao de
algoritmos como o gradiente descendente. Isso acelera o
desenvolvimento, garante maior precisdo, e preserva es-
truturas diferencidveis, sendo uma das razoes pelas quais
essas ferramentas sdo amplamente adotadas no ML.

O leitor pode encontrar no link do nosso Github em
[79] 0 material complementar a este artigo, onde hé jupy-
ter notebooks com os devidos passos a passos, explicando
como criar uma rede neural usando a biblioteca PyTorch.
Para introduzir a biblioteca, preparamos um jupyter
especifico aplicado ao mesmo problema de classificagdo
de flores (Iris dataset) utilizado anteriormente.

Redes Neurais Convolucionais

As redes neurais convolucionais, do inglés Convolutional
Neural Networks (CNNs), representadas na Figura [6] se
diferenciam das redes totalmente conectadas por dois
conceitos fundamentais: a localidade das conexdes e o
compartilhamento de pardmetros. A localidade refere-
se ao fato de que um neurénio, ou um conjunto de
neurdnios, estd conectado apenas a um subgrupo de
neurdnios da camada anterior, em vez de estar conectado
a todos os neuronios dessa camada, como ocorre nas
redes totalmente conectadas. Essa caracteristica permite
que as CNNs capturem padroes locais, como bordas e
texturas em imagens, mantendo uma representacao mais
compacta dos dados.

O compartilhamento de pardmetros, por outro lado,
significa que todos os neurénios de convolugdao dentro
de uma mesma camada, denominados filtros, utilizam
0 mesmo conjunto de pardmetros, que inclui pesos e
bias. Esses neur6nios se distinguem apenas pela regiao
da entrada a qual estdo conectados, possibilitando a
deteccao eficiente de caracteristicas similares em dife-
rentes partes da entrada, como uma imagem. Devido a
essa propriedade, as CNNs sao altamente eficientes para

Rede
totalmente
conectada

Convolugao

Entrada

Extragao de Caracteristicas Classificacao

Figura 6: Representacdo pictérica de uma Rede Neural Con-
volucional. Dada uma imagem (uma matriz), submatrizes (em
laranja) deste dado servem de argumento para a camada de
filtros. Cada filtro serve como uma convolucdo desta submatriz
em que cada kernel desta convolucdo é especifico para abstrair
alguma caracteristica da imagem. O resultado desta camada ¢é
processado por uma camada de pooling que reduz a dimensao
das matrizes resultantes. Finalmente, as matrizes reduzidas sdo
argumentos para uma rede totalmente conectada que aprende
padrdes baseados nestes dados de dimensdo menor.
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tarefas onde a posicao relativa de uma caracteristica é
mais importante do que sua localizacao exata, como em
reconhecimento de padroes visuais e visao computacio-
nal [92] [93].

Além disso, é comum em arquiteturas convolucionais
aplicar multiplos filtros em paralelo sobre os mesmos va-
lores de entrada. Cada filtro possui seu proprio conjunto
de parametros que é compartilhado entre os neurdnios
que o compoem. Esta abordagem permite que a rede
extraia diferentes tipos de caracteristicas, como bordas
horizontais, verticais ou texturas complexas, simultane-
amente.

Quando usamos a palavra ‘convolucdo’ na Fisica,
geralmente estamos expressando a ideia de que, se uma
particula em z é funcionalmente representada por f(z),
e a maneira como ela interage com seu ambiente (ponto
a ponto) é regida por uma fungdo (ou um campo) G(x),
entdo, pode-se representar a atuagdo das redondezas
(digamos nos pontos z’ vizinhos) sobre a particula, pela
convolucdo A(z) = [ G(z—2') f(z')dz’ [20]. Em geral, a
funcdo G(z — '), chamada de nicleo ou kernel, preserva
uma série de propriedades que sabemos ser importantes
na fisica, como, por exemplo, causalidade. A mesma ideia
é aplicada em CNNs: O ntcleo da convolugdo, o filtro,
fornece informagao de como um pixel em uma imagem
esté relacionado com seus vizinhos. Neste caso, o uso do
termo “filtro” foi herdado da area de pesquisa em visdo
computacional [94].

Veja na Equacdo dois exemplos [95] de filtros
usados para encontrar bordas nas imagens, nas diregdes
x e y, e seus efeitos em imagens na Figura [7] (estes
filtros sao chamados em computagao visual de filtros de
detecgio de bordas ou filtros de Sobel [96]).

-1 -1 -1

(15)

Diferentemente da visdo computacional classica, onde
filtros de imagem sdo projetados manualmente para ta-
refas especificas, as redes convolucionais aprendem os fil-
tros ideais de forma auténoma. No inicio do treinamento,
os parametros que definem os filtros s@o inicializados

(b) (c)

| EM LI
o

Figura 7: Exemplos de usos de convolucdes para deteccido de
bordas. (a) Imagem original, (b) sob o filtro G, (c) sob o filtro
Gy . Filtros estdo explicitamente expressos na equagdo .
Fonte [95].
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aleatoriamente. A medida que o modelo é otimizado para
minimizar a fungdo de custo, esses pesos sdo ajustados
iterativamente. Como resultado, a prépria rede descobre
o conjunto de filtros mais eficaz para extrair informagoes
relevantes. Tipicamente, as camadas iniciais convergem
para filtros que detectam caracteristicas fundamentais,
como bordas, texturas e gradientes de cor. Camadas
subsequentes aprendem a combinar essas caracteristicas
simples para identificar padrdes mais complexos, como
partes de objetos, tornando o processo de extracao de
caracteristicas mais poderoso e adaptavel do que um
conjunto de filtros pré-definidos.

E prética comum na literatura que as camadas con-
volucionais sejam seguidas de camadas de pooling e
posteriormente camadas densas. Esta arquitetura mista
estd representada na Figura [6] As camadas de pooling
desempenham um papel na reducao das dimensoes espa-
ciais da entrada, ao mesmo tempo que preservam as ca-
racteristicas mais importantes da imagem ou do dado de
entrada. Essa redugdo da dimensionalidade torna a rede
neural mais eficiente em termos de custo computacional,
viabilizando o uso de redes mais profundas, e torna a
performance da rede menos sensivel a pequenas variagoes
na posicao das caracteristicas detectadas. Ja as camadas
densas servem para o uso final especifico do que se
queira deduzir das imagens analisadas, seja classificacao,
remocao de ruidos, etc [B]. Isso se deve ao fato de
que as camadas densas retinem e avaliam correlagoes
entre os padroes extraidos pelas camadas convolucionais,
permitindo inferéncias sobre caracteristicas globais da
imagem processadas. Ha4 uma inspiragao bioldgica para
esta escolha, que estd fora do escopo deste trabalho, mas
que pode ser encontrada em [97].

O pooling é uma operacao que considera um conjunto
de elementos, como uma matriz de tamanho K x K, e
aplica uma regra de redugdo que gera uma matriz de
tamanho menor, por exemplo, % X % [5]. H& varias
formas de realizar essa reducdo, cada uma com suas
préprias caracteristicas e vantagens. Vamos considerar
dois exemplos:

1) Dado um bloco de pixels de uma imagem maior,
By, i.e., uma submatriz da matriz de um dado
de entrada, entao

pooling(Baxs) = Max2,

onde

142,542

1
Mij = > Bu.
k=i,l=j

i.e., cada elemento M;; ¢ a média dos elementos de
uma submatriz 2 X 2 de Byyg4.

2) Podemos fazer o mesmo, mas agora tomando o
maior dos elementos M;; = maxffi’{:? (By)- Veja
que, apos tal operagdo, o tamanho do dado de
entrada estd agora comprimido em uma matriz
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menor. Reduzir a dimensionalidade dos dados di-
minui o tempo de processamento da rede, e logo
acelera o processo de aprendizado também, porém
sempre ha perda de informacdo nesses processos,
logo um balanco entre as duas operacoes deve ser
encontrado.

2.3. Treinamento em redes profundas

No contexto de redes neurais profundas, o algoritmo
de treinamento preserva, em esséncia a mesma forma
mateméatica apresentada nas equagoes (5| @ contudo

0s pesos e bias passam a ser denotados por wz[.l] e bl

respectivamente. Veja que agora os pesos e bias necessi-
tam de um indice a mais que no caso do Perceptron, o
qual indica a camada de que o peso advém. Queremos
otimizar os pesos de qualquer camada arbitraria, mas
sabemos somente o resultado da funcdo custo, a qual
é calculada pela saida da rede, e esta, por sua vez,
é uma composicao de todas as operagoes internas na
rede, em uma ordem bem definida. Felizmente, ha uma
ferramenta muito bem conhecida para saber a derivada
de fungbes compostas, que é a regra da cadeia. Lembre-

se que uma saida do [!’-ésimo neurénio yl[,] da rede

de n camadab tem derivada com relagdo a w%c] dada

[n]

por — [k 1y, - Escrevendo o resultado da soma com os

Nip— 1] .
respectivos pesos: zl[,n] =Yy [,l],yz[fl + bw, ie.,
calculada no neurénio I’ da camada n, temos, pela regra

da cadeia
d_
mYr = fz/ (zl, )
dwz[l] dw ( )
N(n 1)
[n] [n—1]
T [n]f (") Z wip [k] (7).

[n

Logo, a derivad ] depende da derivada de

Ayl " temos strut
Y, O que mostra que temos uma estrutura
l

recursiva neste cdlculo. Ademais, como os indices ¢’ se
repetem na soma

Nn-1)

(-1 _ [n—1] ,In—1]
dw[kl K 2 w’l’ [n el G )

il i'=1
C
. Z’i/ s
duw;

podemos definir uma matriz

[n,n—1] _  [n] n—1], [n—1]
M =l o AT )

Entao, podemos escrever, recursivamente

d[k] Zl[:z 1] M[n,n—l]M[n—l,n—2] o M[k-l—l,k} d[k] Zl[k]
dw dw;,

il
(17)
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Veja que este produto é uma multiplicagdo de matrizes
usual, logo o treino da rede neural é feito por um
algoritmo linear, apesar da rede, em si, ser nao linear.
Entao, para o ltimo termo

d AL _
zz[k] = Z duw [k] (“’Ekl]yz[fc l])

k
dwz[l] =1
= Z 5i/i51/zy£f€_”
i'=1
_ yz[k-—l].
Similarmente,
d zl[k] =1.
apiM

Este processo de propagacdo do erro para tras é
conhecido como backpropagation. Sua notavel eficiéncia
computacional é o que torna o treinamento de redes
profundas préatico. Em vez de calcular o gradiente da
fungdo de custo em relagdo a cada peso de forma inde-
pendente, um processo que seria proibitivamente lento,
o algoritmo emprega uma técnica mais inteligente. Du-
rante a propagacao direta (forward pass), os valores de
ativacao de cada neurénio sao calculados e armazenados
temporariamente. O backpropagation, entdo, reutiliza
esses valores armazenados para aplicar a regra da cadeia
de forma sistematica, calculando os gradientes da ultima
camada em diregdo & primeira. Isso transforma a tarefa
de otimizacdo em uma sequéncia de multiplicagoes de
matrizes, permitindo que multiplos pardmetros sejam
atualizados em paralelo. A seguir, veremos um passo
a passo do algoritmo de backpropagation, inspirado na
referéncia [20], de forma andloga & que usamos para
atualizar os pesos do Perceptron na Secao [2.1}

1. Calcule o desvio da funcao custo do valor real ja
com respeito a uma saida [ e sua derivada apds
aplicar a regra da cadeia uma vez:

A= (" = g)- ,,]fmzl, ) ()

2. Agora, como as derivadas k] bl (Zz/ }) foram calcu-

ladas com a etapa propaga(;ao em que calculamos
fl/(zl, ), busque-as na memoria e atuahze Al/ com
a composicao matricial M da equacao .

~ d
Al’ — Al/Md B Zl[k] (19)

Wiy
3. Repita os passos 1 e 2 para todos os ['’s. Em
seguida, tome a média dos Ay’s e chame-a de

(%]

A. Entao, atualize o peso w;)

equagao e @:

como fizemos na

k k
z[l,]novo A wz[’l ]antigo - 77A7 (20)
k

bg,r]mvo A bl ,antigo T]A (21)
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O algoritmo de backpropagation apresenta limita-
¢oes que podem comprometer seu desempenho e sua
aplicabilidade em redes neurais profundas. Uma das
principais limitagdes é o problema da explosdao e do
desaparecimento do gradiente, que ocorre quando os
gradientes calculados pelo algoritmo sao excessivamente
grandes ou pequenos [5]. Este fenémeno pode resultar
na amplificagdo ou atenuacdo cumulativa dos gradien-
tes ao longo das camadas, dificultando a convergéncia
adequada dos parametros da rede, pois o tamanho do
passo da otimizacao depende da magnitude do gradiente,
que, quando pequeno, resulta em convergéncia lenta.
Isso exige muitos ciclos de treinamento, aumentando o
tempo e os recursos computacionais necessarios. Outra
limitacdo importante é que os algoritmos de otimi-
zacdo que utilizam o backpropagation sao fortemente
influenciados pela inicializacdo dos pardmetros. Esse
fator pode resultar em desempenho insatisfatério ou na
incapacidade de encontrar um 6timo local.

Além disso, o algoritmo de backpropagation tende a
ser mais eficaz quando utilizado com grandes conjuntos
de dados, pois permite que a rede neural capture melhor
as complexidades e variagoes dos padroes presentes no
problema. Contudo, a exigéncia de grandes volumes
de dados pode se tornar um obstaculo em dominios
onde a coleta de dados ¢é limitada ou envolve questoes
éticas e de privacidade, como em aplicagoes médicas
ou de seguranca. Nessas situagoes, a escassez de dados
pode comprometer a capacidade da rede de aprender
representacoes robustas [98]. Ademais, na auséncia de
técnicas apropriadas de regularizacao, como o dropout
ou normalizacdo, as redes neurais podem facilmente
sofrer de sobreajuste (overfitting)[99]. Esse fenomeno
ocorre quando o modelo se ajusta excessivamente aos
dados de treinamento, capturando tanto padrées rele-
vantes quanto ruidos especificos do conjunto de dados,
resultando em um desempenho insatisfatério em novos
dados nao vistos, devido a sua capacidade limitada de
generalizagao.

3. Aplicacao de Redes Neurais na Fisica

Neste capitulo, apresentamos quatro abordagens dis-
tintas que utilizam redes neurais aplicadas ao estudo
do péndulo simples, um sistema fisico classico. Cada
uma das abordagens explora diferentes aspectos do
problema, empregando técnicas de ML para modelar,
prever e interpretar o comportamento do sistema. Na
primeira abordagem (Seg:io, utilizamos aprendizado
supervisionado para estimar um parametro fisico do
sistema, especificamente a aceleragdo da gravidade g, a
partir de dados simulados. Em seguida, na Secao [3:2]
aplicamos redes neurais profundas para resolver a equa-
cao diferencial ordindria que descreve o movimento
do péndulo, explorando a capacidade dessas redes de
aproximar solugées complexas de equagbes diferenci-
ais. Na terceira abordagem (Secao , empregamos
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autoencoders para descobrir o espaco latente do sistema,
buscando reduzir a dimensionalidade dos dados e encon-
trar uma representacdo compacta e eficiente do estado
do péndulo. Por fim, na Seg¢do [3.4] utilizamos o método
SINDy (Sparse Indentification of Non-linear Dynamics),
conforme desenvolvido por [22], visando identificar a
equacao diferencial subjacente que governa o sistema,
utilizando imagens como entrada. Cada uma dessas
abordagens ilustra o potencial das redes neurais em
diferentes contextos de modelagem fisica, destacando a
versatilidade dessas ferramentas para resolver problemas
complexos eficientemente.

3.1. Exemplo 1: Péndulo

Comecaremos com um exemplo fundamental: o aprendi-
zado supervisionado de parametros aplicado ao péndulo
simples. Escolhemos este problema por duas razoes
principais. A primeira é que o modelo do péndulo é
amplamente conhecido por estudantes de graduagao,
tornando-o um ponto de partida acessivel para introdu-
zir conceitos de ML no contexto de sistemas fisicos. A se-
gunda razao é que o estudante ja deve estar familiarizado
com problemas de regressdo de pardmetros, comuns em
experimentos de laboratorio didatico, como a estimativa
de constantes fisicas. Neste exemplo, apresentado no
Jupyter Notebook 04 [79], visamos demonstrar uma
abordagem alternativa para resolver um problema que
o aluno ja conhece bem, utilizando redes neurais para
estimar parametros do sistema. Embora se trate de um
problema didatico simplificado, com fins ilustrativos,
ele possibilita estabelecer a base conceitual e metodo-
légica, preparando o terreno para as aplicagdbes mais
inovadoras e avancadas que serao discutidas nas seg¢Oes
subsequentes.
A equacao diferencial do péndulo é dada por:
2

j—;+%sin9:0, (22)
onde # é o angulo em relacdo ao eixo vertical, g é a
aceleracao da gravidade, e £ é o comprimento da haste do
péndulo. Na aproximagao de angulos pequenos, sabemos
que sinf =~ 6, e logo a equacgao simplifica para

d’0 g

com solucao conhecida,

0(t) = 0o cos (ﬁt) . (24)

No contexto dos laboratérios didaticos, o aluno
provavelmente encontrou a expressdo para o periodo

T=2—9g

\/Z , isolou g, mediu experimentalmente T’
w g

e £, e encontrou o valor de g. Neste exemplo, suponhamos
que os dados experimentais, representados por 6(t;)data,
foram obtidos, por exemplo, por meio da filmagem do
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péndulo em um dado instante de tempo i, ou por
meio da projecdo de seu movimento sobre uma fita
que se desloca linearmente no tempo, como em um
sismégrafcﬂ Suponhamos adicionalmente que medimos
¢ e que também sabemos 0y = 6(0).

Para esta aplicacao, utilizaremos uma rede neural com
um tnico neurdnio, possuindo como entrada um vetor
t de tamanho M 4+ 1 e uma saida. Essa configuracio
equivale a um perceptron, no qual a entrada representa
os instantes de tempo e a saida corresponde aos valores
previstos para a aceleracdo da gravidade. Denotamos
essa rede como NN(t;w,b) = ¢’, onde t representa os
tempos, e os pardmetros w e b sdo os pesos e o bias
da rede, respectivamente. O tempo foi particionado
ao longo de um intervalo definido, representado como
t = (to,t1,...,ti,...,tn). Declarada a rede neural, pre-
cisamos construir nossa funcao custo. Para podermos
comparar os dados, que sdo angulos, com a saida da
rede, que é uma constante g'.

Portanto, utilizaremos a saida da rede na equagao
antes de passar para a funcdo custo, o que resulta

em 6'(t) =6 cos\/%t. Assim, temos duas grandezas

comparéaveis, os dados experimentais 6(t;) gata, € a fungéo
customizada 6'(t;), para cada tempo t;. Essa constru-
¢ao fornece uma medida indireta de ¢g’, e podemos entao
avaliar a performance da rede por meio da funcao custo:

1 M
L= M ;(e(ti)data - el(tl))Q (25)

Quando £ =~ 0, sabemos que g =~ ¢', e logo a
rede neural aproximou bem a constante desejada, e a
curva gerada por 0'(t) é préxima & original. O objetivo
deste exemplo é mostrar que uma rede neural pode ser
usada para regressio e recuperar os parametros de uma
curva, i.e., esta abordagem é generalizavel para exemplos
mais complexos, onde se tem conhecimento explicito da
expressao analitica que gera a curva, mas nao se tém
muitos pontos.

Na Figura temos dois graficos obtidos apds o
treinamento da rede neural. Para esse exemplo foi
utilizada uma rede neural MLP com uma entrada (que
recebe o tempo), uma camada oculta com 1 neurdnio e
uma saida, e funcdo de ativacdo Tangente hiperbdlica.
O treinamento consistiu de 5 mil épocas de utilizando
o otimizador Adam, com taxa de aprendizado inicial
de 1072. Esta escolha de parametros foi determinada
para reduzir a complexidade neste exemplo. O grafico na
Figura a) representa a equacao para cada época.
Ela tem o papel de nos informar sobre o progresso do
treinamento da rede neural, pois valores decrescentes
da funcdo de custo sdo um indicador da convergéncia
do modelo para um resultado melhor. Porém,cabe men-
cionar que isto nem sempre é verdade, podem ocorrer

5 Isto funciona aproximadamente se 0 é pequeno, pois a variacio
de y(t) = —€(1 — cos ) =~ %9(1&)2 é de segunda ordem.
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Figura 8: Resultado do treinamento da rede neural para o
aprendizado da constante gravitacional do Exemplo 1. (a) Evo-
lucdo da funcdo de custo ao longo das épocas de treinamento,
apresentada em escala logaritmica. (b) Comparacdo entre a
solucdo dada pela equacdo (24) com a constante encontrada
pela rede neural em trés estagios de treinamento: 100 épocas
(linha verde tracejada, fase inicial), 2,5 mil épocas (linha azul
tracejada, fase intermediaria) e 5 mil épocas (linha vermelha
tracejada, fase préxima da convergéncia). Essas escolhas visam
apenas ilustrar qualitativamente a melhoria progressiva da
predicdo a medida que o treinamento avanca; quaisquer outros
valores poderiam ser usados, desde que representem diferentes
estagios de convergéncia da funcdo de custo.

alguns fenomenos durante a otimizacao, com sobreajuste
(overfitting) no qual a rede neural se ajusta tanto
aos dados de treinamento que perde a capacidade de
generalizar e fazer previsdes precisas sobre dados ndo
vistos.

Além disso, o comportamento da funcdo custo ao
longo das épocas pode fornecer pistas sobre o desem-
penho e a convergéncia do modelo. Um declinio suave
e consistente na funcdo custo ao longo das épocas
sugere que o modelo estd progredindo de forma es-
tavel e aprendendo de maneira eficiente. No entanto,
flutuagoes repentinas ou uma estagnacao na redugao da
funcdo custo podem indicar a necessidade de ajustes
nos hiperparametros do modelo. Portanto, é importante
analisar o grafico da fungdo custo ao longo das épocas,
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sendo uma pratica comum durante o ML, auxiliando na
tomada de decises para melhor otimizacdo do modelo.
Existem outros problemas que sdo relevantes durante
o treinamento, mas que nao serao tratados de maneira
mais aprofundada neste texto, como incompatibilidade
entre a fungdo custo [I00], platds e/ou fungdo custo
estagnada [101], explosdo e desaparecimento/esvaneci-
mento dos gradientes [102], como também o subajuste
dos modelos [99].

Na Figura b) temos a comparagao da saida da
rede neural com a expressao tedrica da solugao do
péndulo, mostrando um bom acordo entre as curvas.
Este exemplo pode ser encontrado no Jupyter Notebook
com titulo ‘03-Exemplo 1”7, nele o leitor encontraréd
mais detalhes técnicos da implementag¢ao, como também
uma versdo alternativa mais eficiente para resolver esse
problema usando diferenciacdo automatica.

3.2. Exemplo 2: Resolvendo a equagao
diferencial

Nesta segdo, apresentamos como resolver equagoes di-
ferenciais ordinarias (EDOs) utilizando o método de
Redes Neurais Informadas com Fisica, do inglés Physics-
Informed Neural Networks (PINNs) [33]. As redes neu-
rais sao reconhecidas por sua capacidade de aproximar
fungbes complexas, justificando seu uso para solugdes
aproximadas de EDOs. Esta aplicacdo é o cerne do
método PINN, que integra conhecimento fisico especifico
no processo de aprendizado da rede, como detalhado
na introdugdo deste artigo. Para integrar a equacao
diferencial na aprendizagem da rede, incorporamos a
equacao na funcdo custo durante o treinamento.
Esta nova fungao é composta nao apenas pela equacao
diferencial, mas também pelas condi¢Oes iniciais e de
contorno do problema, conforme expresso na seguinte
equagao:

L = Laata + LepO + L1c + Lcc- (26)

Aqui, Lgata € utilizado quando dispomos de dados
experimentais que representam parte da solucdo da
equacao, semelhante a equacido ; Lgpo reflete a
contribuicao da propria equagao diferencial, Lic corres-
ponde & contribui¢io das condigoes iniciais (IC), e Loc
as condigoes de contorno (CC). Note que, apesar de
adicionarmos restrigoes a funcao custo, neste exemplo
ainda estamos tratando de aprendizado supervisionado,
pois os angulos sao comparados com os angulos preditos
pela rede através do termo Lgata-

Para ilustrar este método, aplicaremos o PINN a
equacao do péndulo simples com pequenos angulos,
resultando em um oscilador harmonico simples. A rede
neural, denotada como NN(t;w,b), serd treinada para
aproximar 6(t), assim a soluc¢do da equacao diferencial
do péndulo que serd inserida durante o treinamento tem
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a seguinte forma:

d? g 2
Lepo = Z (dtQNN(ti;W, b) + ZNN(ti; w7b)) )

1
(27)
Como esta é a equagao diferencial, seu valor minimo
ideal é zero. A condigdo inicial é dada apenas por 6y,
sendo modelada na funcéo custo como:

Lic = (NN(t = 0;w,b) — 6,)° . (28)

Com este enfoque, as PINNs permitem uma integra-
¢ao eficaz e direta das leis fisicas na arquitetura de
aprendizado profundo, abrindo caminho para solugtes
robustas e precisas em problemas fisicos complexos. Isso
ocorre porque agora a rede neural contém conhecimento
sobre o sistema fisico, e a NN é uma aproximacao
da solucdo deste modelo, considerando que satisfaz a
EDO caracteristica, por definicao. Além disso, como o
aprendizado é mais estruturado (i.e., hd mais informagéo
na funcdo custo), as fases de treino das PINNs sdo, em
geral, mais curtas e requerem menos dados. Compare,
por exemplo, os gréficos [8la) e [9la). E notdvel que,
apesar da fungéo custo em ([26)) ter mais termos positivos
do que a definida em (25), o valor de £ ~ 1072 é
alcancado com metade das épocas do que no caso do
Exemplo 1. Para esse exemplo, foi utilizada uma rede
neural MLP com uma entrada (que recebe o tempo),
duas camadas ocultas com 10 neurénios cada e uma
saida, com funcdo de ativacdo seno. O treinamento
consistiu de 5 mil épocas, utilizando o otimizador Adam
com taxa de aprendizado de 7 = 0.01, adicionado a um
scheduler que reduz em 10% o valor de n a cada 250
épocas.

Na Figura [0 temos dois gréaficos obtidos ap6s o treina-
mento da rede neural para se resolver a equagao diferen-
cial. O grafico & esquerda (a) representa a equagio
para cada época, e em (b) temos a comparagao da saida
da rede neural com a expressao tedrica da solugao
do péndulo, mostrando um bom acordo entre as curvas.
Este exemplo pode ser encontrado no Jupyter Notebook
com titulo “04-Exemplo 2”. Nele o leitor encontrard os
detalhes técnicos da implementagcao.

3.3. Exemplo 3: revisitando o péndulo
com Autoencoders

As redes neurais também podem ser aplicadas a tarefas
rotineiras em computacao, trazendo novas abordagens
que podem revelar propriedades inesperadas ou ofere-
cer melhorias em termos de eficiéncia e desempenho.
Um exemplo é o uso de redes neurais para compres-
sdo de dados, utilizando a arquitetura de codificador-
decodificador, conhecida como Autoencoder. O Encoder
é responsavel por transformar um dado de entrada (como
uma imagem) em uma representacio de dimensiona-
lidade reduzida, comprimindo a informacao para um
formato mais compacto (como uma lista com um ntimero

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 48, €20250183, 2026



€20250183-18

101_

100.

=
o
iR

Funcgado custo

1072

0 1000 2000 3000 4000 5000
Epocas

0.251

0.001

o(t)

-0.25

-0.501 ‘

—— Analitica \
---- Rede Neural

—0.751

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Tempo(s)

Figura 9: Resultado da resolucdo da equacdo diferencial com
rede neurais via o método PINN. Em a) o grafico da funcdo
custo em escala logaritmica em funcdo das épocas ilustra o
processo de treinamento, que evidencia como o erro evolui para
cada iteracdo. Em b) temos a evolucdo do angulo do péndulo
simples em funcdo do tempo obtida via solucdo analitica, em
preto, e o resultado da rede neural apds o treino, em vermelho.

menor de bits). Essa técnica ndo apenas diminui o
tamanho do dado, mas também pode capturar as prin-
cipais caracteristicas e abstragdes do conjunto de dados
original, o que pode ser 1til para tarefas como a remocao
de ruido, geragao de novos dados, ou mesmo aprendizado
nédo supervisionado de representacdes latentes [103].
Considere o seguinte exemplo: uma curva definida pela
funcdo f(t) = sin(wit) + sin (wot) apresenta uma ex-
pressao funcional que pode se tornar bastante complexa,
especialmente quando mais frequéncias sao adicionadas
ao modelo. No entanto, apesar da curva ser composta
por infinitos pontos ao longo do tempo, toda a sua infor-
magao pode ser completamente determinada conhecendo
apenas duas varidveis-chave: as frequéncias w; e wo (aqui
estamos assumindo que a fase é conhecida e ¢; = 0,
para ¢ = 1,2). Isso implica que, para armazenar a curva
inteira, basta saber que ela é uma soma de duas fungoes
seno com suas respectivas frequéncias, representadas por
dois nimeros reais, sendo um exemplo de como uma
descrigao paramétrica pode ser extremamente compacta.
De forma semelhante, os fractais exemplificam outro
caso de complexidade emergente a partir de regras
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simples: figuras altamente complexas e visualmente ricas
podem ser geradas por meio de equacgOes iterativas
relativamente simples. Esses exemplos ilustram como
informacgées complexas podem ser compactamente re-
presentadas por um conjunto reduzido de pardmetros
ou instrugdes [104].

Outro exemplo de aplicagao de encoder é na compres-
sdo de imagens em preto e branco, cuja representacao
dos pixeis é dada por uma matriz bidimensional (2D).
Quando uma imagem é submetida a transformada dis-
creta de Fourier, a informacao espacial dos pixeis é con-
vertida em uma representacdo no dominio da frequéncia.
Nesse processo, a maioria da informacgao significativa
da imagem pode ser capturada por um conjunto rela-
tivamente pequeno de coeficientes de frequéncia (isto é
conhecido como a aplicagdo de um filtro passa baiza,
ou em inglés low pass filter [B]). Assim, ao invés de
armazenar todos os valores dos pixeis, é possivel repre-
sentar a imagem inteira de maneira compacta, utilizando
apenas as frequéncias mais relevantes que compdem sua
estrutura.

Um algoritmo conhecido que comprime dados por
meio da Transformada Discreta do Cosseno (DCT) é
o formato de imagens JPEG [5]. Fornecido um dado
comprimido, para acessar a versao original, é necessario
haver um algoritmo que realize a operacao inversa,
que, tomando o dado comprimido, recupere (mesmo que
parcialmente) a imagem inicial. O algoritmo que realiza
essa tarefa é chamado de Decoder, e, no caso ilustrado
acima, seria a transformada inversa de Fourier.

Aplicando-se ambos algoritmos concatenados, encoder
e depois decoder, temos um algoritmo resultante cha-
mado de Autoencoder. O nome auto sinaliza que uma
parte do algoritmo é a inversa do outro, entao a entrada e
saida de um autoencoder devem ser correspondentes. Em
geral, essa correspondéncia nao é perfeita, pois sempre
ha perda de informacao em um processo de compressao,
e o uso da palavra ‘inversa’ é, na verdade, um abuso de
notacao, porém, um bom autoencoder deve ser capaz de
recuperar a imagem original com boa fidelidade.

No caso das redes neurais, podemos construir uma
arquitetura para um autoencoder, como ilustrado na
Figura Temos uma entrada x(¢) que fornece infor-
macoes para um encoder @, cuja saida é uma camada
oculta com menos neurénios, z(t). Neste exemplo, e
nos que seguem, assumimos que ¢ é composto por
uma série de camadas convolucionais (CNN) seguidas
de camadas totalmente conectadas. Assim, como na
compressao de imagens, ¢ reduz a entrada x(t), que
contém muitas informacoes, para alguns poucos nimeros
em z(t), chamados de espago latente ou camada latente
(as vezes também chamada de code). A tarefa do ope-
rador 1 é entdo decodificar a informagao comprimida
e recuperar a entrada inicial de forma aproximada:
Y(z(t)) = %(t) ~ x(t). E prética comum que a rede de v
seja a ordenacao contraria de ¢, i.e., camadas totalmente
conectadas seguidas de camadas CNN. Entao, a tarefa
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Figura 10: Representac3o pictérica de uma rede neural Autoen-
coder. A entrada é representada por x(t), passa por uma camada
de neurdnios (geralmente CNN), e entdo é comprimida para
um namero menor de neurdnios pelo encoder ¢, de forma que
p(x(t)) = z(t). O decoder, a saida, v recupera a entrada
original (aproximadamente) com a operacio ¥(z(t)) = X(t).
O objetivo do autoencoder apéds treinado é reproduzir a relacdo
1o = 1. Aqui ¢ é composto por redes CNN seguidas de uma
rede neural totalmente conectada, e 1), o0 mesmo, porém com a
ordem das camadas invertida. Fonte [22].

do autoencoder é aproximar a relagad|
pop=l,

onde I é o operador identidade no espago vetorial que
contém x(t), i.e., queremos que ¥Y(p(x(t))) ~ x(t).
Assim, quando declararmos a funcdo de custo do tipo
MSE para a otimizagdo, teremos

Laata = [[x(t) = x(t)[13 = lIx =¥ op(x)|5.  (29)

Este processo representa uma mudanga fundamental
em relagdo ao que fizemos anteriormente. Em vez de
comparar a saida da rede com um rétulo externo, a
otimizagao ocorre ao comparar a saida z(t) com a prépria
entrada. Por ndao haver uma supervisdao explicita, este
método é um exemplo de aprendizado nao supervisio-
nado.

Didaticamente, considere o seguinte cendrio: deseja-
mos aplicar um autoencoder em uma situagdo onde o
leitor pretende enviar uma imagem para outra pessoa,
mas possui a limitacdo de transmitir apenas 3 ntimeros
reais. Se tivermos uma rede treinada, podemos “cortar”
o autoencoder ao meio, mantendo o encoder e envi-
ando o decoder ao destinatario da imagem. A imagem
original é comprimida pelo encoder ¢, gerando z(t).
Assim, podemos enviar z(t) para a outra ponta do
canal de comunicacdo, onde serda decodificada com %,
recuperando a mensagem original. Em fisica, temos
outros interesses. Por exemplo, no reconhecimento de
imagens, essas arquiteturas podem ser usadas para
limpeza de dados originais. Em técnicas observacionais
em astrofisica, autoencoders podem remover o ruido de

6 Note que 1) o ¢ representa a composicdo de ¥ com ¢, e nio o
produto interno.
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ondas eletromagnéticas, facilitando a visualizacdo e o
processamento dos dados [105].

No exemplo que segue, iremos revisitar o péndulo
com autoencoders e analisaremos o comportamento do
espaco latente. Vamos supor que nossos dados sejam
uma sequéncia de frames originados de um video da
dindmica de um péndulo com apenas uma oscilagao,
partindo de um angulo inicial 8y = 6(¢t = 0) qualquer e
velocidade inicial igual a zero, 9(0) = 0. Para gerar dados
analogos a um video da dindmica do péndulo, nosso
conjunto de dados é composto por uma fungdo que toma
o resultado numérico da equagao do péndulo, 0(t),
e o converte em uma imagem de duas dimensoes x(t).

O objetivo deste exercicio é verificar se o espago
latente do autoencoder com as imagens do péndulo
pode ser reduzido a apenas uma variavel. Isto deveria
ser possivel, dado que a equacdo do péndulo é um
sistema que pode ser descrito por uma tnica variavel
6(t). Esperamos, entao, que um autoencoder com espago
latente (z(t)), de dimensdo um, deva ser capaz de
reproduzir as imagens originais, mesmo no regime nao
linear de angulos grandes da equacao do péndulo. Veja
que a nao linearidade das redes neurais nos permite
exigir que a compressao Ocorra mesmo para a equacao
diferencial de grandes angulos, o que nao é possivel com
técnicas lineares de reducao de dimensionalidade, como
Principal Component Analysis (PCA) [22], pois estas
exigem que haja uma linearizacdo em algum momento da
compressao, e isto pode levar a perdas na representacao.

Para realizar o treinamento foi utilizada uma auto-
encoder com 2 camadas convolucionais, a primeira com
5 filtros, e a segunda com 10 filtros, seguidos de uma
camada de pooling com kernel de tamanho K = 2,
e 3 camadas densas para o enconder. Similarmente,
o decoder tem as mesmas camadas, mas em ordem
contraria. As camadas densas do enconder contém 1.6 x
10%, 1600 e 40 neurdnios, respectivamente. O tamanho
da saida da tultima camada depende do valor do espago
latente; na primeira abordagem, usamos 1, depois 2
neurdnios. Para todos neurdnios a fungao de ativagao
é do tipo ReLU. O treinamento foi composto de 2 mil
épocas, e o otimizador Adam com taxa de aprendizado
de n = 0.001, sendo reduzida em 10% do seu valor a
cada 500 épocas. O resultado do nosso exemplo pode ser
visto na Figura[TI] onde temos a comparagio da imagem
original (& esquerda) e a reconstruida (& direita) apds o
treinament

CNNs s@o notoérias em abstrair somente informagoes
essenciais dos dados, no sentido de que suas represen-
tagbes podem ser tais que ignoram entradas descor-
relacionadas nos dados [I06]. Assim, podemos tomar
um modelo treinado somente com imagens do péndulo,
sem ruido, e expor o modelo a dados ruidosos (onde

7 Neste exemplo, é recomendado que o leitor utilize processamento
de GPU (por exemplo, disponivel gratuitamente no Colab pela
Google), pois o tamanho da rede utilizada torna a fase de
treinamento longa.
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Imagem Original Imagem Reconstruida

Figura 11: Comparacdo entre a imagem original e a imagem
reconstruida utilizando um autoencoder com espaco latente
igual a 1. A imagem a esquerda representa a imagem original e
a imagem a direita é a versdo reconstruida da mesma imagem.

Imagem Original Imagem Reconstruida

Figura 12: Comparacdo entre a imagem original com ruido
adicionado e a imagem reconstruida utilizando um autoencoder
com espaco latente igual a 2. A imagem a esquerda representa
a imagem original com ruido adicionado e a imagem a direita é
a versdo reconstruida da mesma imagem. Nesta imagem o ruido
é de 20%. No material suplementar, notamos que a rede ainda
recupera bem o objeto e posicionamento com ruido de até 40%.

introduzimos um ruido de distribuicdo homogénea, logo
descorrelacionada), como na Figura Veja que, apesar
das novas imagens serem perturbadas por um ruido de
20%, i.e., com probabilidade P = 1/5 de substituir um
pixel por um valor aleatério, ainda assim o modelo conse-
gue reproduzir o comportamento esperado e sem o ruido.
Com base nos modelos treinados, verificou-se que, ao au-
mentar a dimensao do espago latente para dimensao 2, o
ruido poderia atingir até 40% antes de a rede apresentar
sinais de baixa performance. Esta propriedade é bem
conhecida na area, usada, por exemplo, em astrofisica
observacional para limpeza de imagens [I07]. Os testes
discutidos acima podem ser encontrados no material
complementar, i.e., no Notebook “06-Exemplo 3”.
Podemos agora analisar como cada frame se distribui
no espago latente, i.e., como estd representado cada
segundo no espaco codificado pela rede. Para ilustrar,
treinamos a rede em um espaco latente de dimensao dois,
z1(t) e z2(t), veja a Figura[l3] Na imagem (a), temos um
grafico em 2D, com o eixo horizontal representando z;
e o eixo vertical z5. Cada circulo representa o espago
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Figura 13: Visualizacdo em 2D em a) e 3D em b) do espaco
latente composto por z; e z2, em funcdo do tempo. Em ambas
as imagens, cada ponto representa a posicdo da imagem do
péndulo no espaco latente em um instante de tempo t;.

latente para um frame do video, que corresponde a cada
instante de tempo do péndulo.

Para identificar qual o instante de tempo do frame em
cada circulo, utilizamos uma cor, variando de 0 (em azul)
até 2.1 segundos (em vermelho), explicitadas no mapa de
cores a direita da imagem. Note que, ao longo da curva,
nao ha uma separacdo continua nos instantes de tempo
do péndulo na figura a direita, i.e., pelo mapa de cores,
temos as cores azuis e vermelhas intercaladas, enquanto
estas deveriam estar idealmente em pontas opostas da
curva continua que gera estes pontos: este é o cardter
nao linear da codificacao. Este resultado se deve ao fato
de que, como a posigao inicial e final do péndulo apés um
periodo T' devem ser muito préximas, a codificacao deve
mapear estes dados préximos, ja que sdo quase a mesma
imagem. Porém, apesar da rede ter mapeado os trechos
de tempo [0,7/2] e [T/2,T] de maneira sobreposta, com
ordem contraria, ainda é possivel observar que a codifi-
cagdo estd inteiramente contida em uma curva (i.e., uma
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superficie de dimenséo 1). Para garantir a continuidade
da curva que contém a codificagdo, podemos adicionar
mais um eixo, em que ordenamos os dados na mesma
ordem em que os frames sao apresentados, o resultado
pode ser visto na Figura (b) onde temos o mesmo
grafico em 3D. Assim, podemos visualizar a evolugéo
do espago latente em fungdo do tempo, e observa-se
que a rede neural foi capaz de codificar corretamente
a posicao do péndulo em uma superficie de dimensao 1
parametrizada pelo tempo.

Esta abordagem mostra que podemos alavancar a
capacidade de representacao dos Autoencoders para es-
timar a dimensionalidade de um sistema. Neste tipo de
aplicacdo, ndo nos interessa a complexidade da codifi-
cacao resultante, mas somente a dimensao minima em
que conseguimos codificar o sistema, pois isso nos indica
quantas coordenadas sao necessarias para descrevé-lo.

3.4. Exemplo 4: Autoencoders e arquiteturas
SINDy para descoberta de EDOs

Como discutimos na introducdo, ha boas justificativas
para defender uma posigado cética com relagao a redes
neurais, pois, por vezes, seu funcionamento pode ser
mais opaco do que o proprio sistema que estudamos.
Afinal, uma rede neural pode ter milhares (ou trilhdes,
em casos recentes) de pardmetros para serem ajusta-
dos que atuam de maneira nao linear, sobrepujando a
capacidade humana de andlise [I0§]. Dito isto, hd um
esfor¢o na comunidade para aliar conhecimentos prévios
sobre sistemas fisicos para reduzir a opacidade das redes
neurais e podermos obter resultados que fornegam uma
perspectiva mais detalhada sobre como uma rede neural
opera, sem perda de generalidade.

Neste tultimo exemplo, aplicaremos os conceitos de-
senvolvidos nos exemplos anteriores para explorar uma
arquitetura recente e de especial interesse para a co-
munidade cientifica. O foco serd a Identificacdo Esparsa
de Dindmica Nao Linear (SINDy, Sparse Identification
of Nonlinear Dynamics) [22]. O método SINDy busca
identificar a dindmica subjacente de um sistema néo
linear, restringindo o espago latente da rede neural de
modo a revelar suas equagoes de movimento, enquanto
a rede, como um todo, mantém a funcionalidade de um
autoencoder.

Suponha entdo que temos um sistema nao linear,
neste caso gerado pela equacgao , e que produza um
conjunto de dados de imagens x(¢). Por exemplo, uma
filmagem de um péndulo com angulos grandes. Suponha
também que o espaco latente possa ser representado por
uma equagao diferencial (possivelmente néo linear) como

Sa(t) = g(a(t). (30)
L oalt) = s(u(1)). (31)
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A seguir, utilizamos como exemplo canénico do SINDy
o caso em que z(t) satisfaz uma equagao diferencial de
primeira ordem no que segue, porém, também usaremos
a segunda ordem para o exemplo particular do sistema
do péndulo nao-linear. Em principio, poderiamos ter
escolhido qualquer ordem. A seguir, apresentaremos a
construgao de modelos para a primeira e segunda ordem
em paralelo, destacando que as mesmas regras de deri-
vagao podem ser aplicadas iterativamente para alcancar
ordens superiores. No material suplementar em Jupyter
notebooks, exploramos explicitamente (e somente) o
caso da segunda derivada a fim de recuperar a dindmica
do péndulo.

Se autoencoders sao capazes de recuperar as imagens
originais com uma sé varidvel em z(t) (no espago
latente), que podemos assumir ser uma transformacao
afim de 0(t) (a funcdo geradora das imagens), que é
solucdo da equacdo , entdo podemos exigir que
também respeite a mesma equacgdo diferencial, i.e., que
seja solugao de

Z(t) +sin (2(t)) = 0. (32)

Por enquanto, suponha também que desconhecemos
a equagao do péndulo, i.e., nosso conjunto de dados
é um conjunto de imagens do tipo {x(t),x(t),%(¢)}
(lembre que podemos tomar a derivada de uma imagem
numericamente, sem conhecer sua expressao analitica,
desde que x(t) seja suficientemente suave). Trataremos
de responder a seguinte pergunta no que segue: como
podemos garantir que a equagdo para z represente de
fato nosso sistema?

Para isso, criamos uma biblioteca de m fungoes
possfveis para o sistema {z,2z2,...,2z", sin(z),cos(z),
Vz,1/z,...}. Cada uma destas é uma entrada de uma
matriz de fungdes ® (aqui, com tamanho 1 x m). Tam-
bém vamos definir uma matriz (m x 1) de coeficientes
E = (&,...,&m), de forma que a equagdo seja
reescrita como

A(t) = O(2(1)E. (33)

Para um espago latente maior, veja a representacao
grafica desta equagao na Figura No caso de segunda
ordem, no lugar da equagédo (33)), tomamos

() = ©(2(1))E. (34)

Note que a equagao nao ¢é a segunda derivada da
equacao , mas sim uma equagao alternativa no caso
em que tratamos sistemas caracterizados por equacoes
diferenciais de segunda ordem.

Para calcular a derivada de Z em relacao ao tempo,
usamos a expressao x(t) através da regra da cadeia,
da mesma forma que fizemos para o algoritmo de
backpropagation na Secao [2.2] Neste caso, tomando a
notagao da Figura temos que z = p(x), logo

£ = Vap(X)%. (35)
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Figura 14: Generalizacdo da equacido ([33) para mais variaveis.
O autoencoder SINDy realiza uma busca entre diversas fungdes
de uma biblioteca ®, declarando a derivada do espaco latente
z como uma combinac3o linear da biblioteca com coeficientes
dados por E. Esta equacdo é usada como parte da funcdo
custo para a otimizacdo, que, iterativamente, suprime alguns
coeficientes &;;, até que = esteja suficientemente esparsa, e a
equacgdo nos retorne um modelo simples. Uma otimizacdo bem
sucedida garante que o espaco latente nos dé uma expressdo
analitica para as equacdes de movimento, e, a0 mesmo tempo,
contendo poucos termos, gracas a esparsidade do sistema
encontrado. Fonte [22].

No caso paralelo segunda derivada é tomada da mesma
maneira, veja o material suplementar em [22], onde
obtemos

2= V2p(x)%% + V,p(x)%. (36)

De forma andloga, podemos impor que a derivada
da nova imagem gerada, x(t), reproduza fielmente as
derivadas das imagens do conjunto de dados, x(t). Essa
restricao, aplicada por meio da minimizacao de uma
funcao de custo definida a seguir, assegura que z(t) seja
um modelo representativo do sistema, assim como o
modelo original em ¢. No nosso caso, imporemos essa
condicio & segunda derivada, ou seja, X ~ %.

Ademais, para que z seja também um modelo das
imagens geradas, iremos exigir que a relagao

ar ar

@5{(2) & (ﬁﬁx(t)7
seja verdadeira, e entdo que z se comporte como 6, ndo
apenas para o conjunto de dados mas também para
os dados gerados. Assim, ainda seguindo a notagao da
Figura onde ¢(z) &~ X, temos que

. d_ =
XN XK= V.(2)O(2)E. (37)

Onde substituimos 2 pela equagao . Para segunda

ordem temos
d2
X~ g% = V2(2)22 + V., (2)O(2)E. (38)

Desta vez, substituimos # pela equacdo (34).
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Dessa maneira, para o caso da derivada de primeira
ordem, temos trés exigéncias para nossa rede, o que se
traduz em trés termos para nossa fun¢ao custo: Primeiro,
o termo que tinhamos no Exemplo [3.3] de reconstrucao
da imagem original

Erecon = ||X - '(/) o QO(X)HE’ (39)

adicionado ao segundo termo, de reconstrugdo da deri-
vada da imagem em termos de z

Ly =||% = V.4(2)0(2)E]|3, (40)

e finalmente o termo relativo & derivada do modelo
gerado por z

£: = Voo (x)i — O (1) 3. (41)

No caso do modelo para sistemas de equagdo com
segunda derivada, reescrevemos as duas funcoes de custo
acima para o caso de segunda ordem como

Ly = [|% — (V2(2)2* + Vo (2)O(2)B)]3,  (42)

e finalmente o termo relativo & derivada do modelo
gerado por z

L:=[|V2p(x)X* + Vap(x)k — ©(2)8[|3.  (43)

E importante notar que o célculo destas fungdes é
eficiente no seguinte sentido: assim como para backpro-
pagation, podemos guardar os valores das derivadas V¢
e V1, ao calcularmos X, e usd-las ambas para o calculo
de L e para a atualizacdo dos pesos e bias.

Com os termos definidos acima, temos o que é necessé-
rio para encontrar modelos analiticos para a equacao de
dindmica em z, porém, ainda nao explicamos como o
modelo consegue ser esparso, como sugere o titulo da
arquitetura. Veja que, se otimizarmos a rede como
estd até agora, obteremos modelos do tipo Z = &1z +
£2% ... &uy1sin(2) +. . .. Este ndo é um modelo particu-
larmente informativo sobre o sistema, ja que tem tantos
termos quanto forem dados. Duas novas restrigoes sao
entdo necessarias: primeiro, vamos exigir que Z tenha
uma norma ||.||1 pequena, forcando que os valores de &;
estejam proximos do intervalo (—1,1). Adicionalmente,
ap6s alguns passos da otimizacao, os valores de §; estarao
em uma distribuicao tal que alguns destes serdo maiores
que outros (em valor absoluto), simplesmente por serem
mais relevantes para a dindmica do que outros, assim
adicionemos um corte na otimizagdo que elimine os
coeficientes |&;| < 0.1, tal que & = 0, apds o corte.
Com isso, estamos eliminando elementos da matriz E e
tornando-a esparsa, forcando nosso modelo a ser o mais
simples possivel.

Nossa funcéo custo toma, entdo, a forma final

ﬁSINDy = Lrecon + MLz + AL + )‘3”5”17 (44)

onde )\; s@o hiperpardmetros a serem ajustados, e
para o caso do péndulo, foram wusados os valores
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Figura 15: Mdltiplas fun¢es de custo do modelo de Auto-
encoders SINDy em func3o das épocas de treinamento. No
eixo y temos na escala logaritmica a métrica de erro e no
eixo x temos o nimero de épocas. A curva azul representa
os valores da funcdo de custo parcial na equacdo , em

laranja a equacdo (42), em verde , em vermelho o termo
[IZ|]1 da equacdo . A curva correspondente 3 funcdo de
custo total (Total, roxa), dada pela equagdo , apresenta
uma tendéncia decrescente, refletindo a otimizacdo global do
modelo. Em algumas iteracdes do processo de treinamento,
encontramos picos na funcdo de custo, isso é representativo
do estagio de remocdo de coeficientes pequenos do modelo,
|&| < 0.1, para torné-lo esparco, neste momento a performance
da rede é prejudicada temporariamente. A curva marrom (Val) é
dada pelo calculo da funcdo loss relativo aos dados de validac3o,
dados nunca vistos pela rede, para avaliar sua performance fora
do conjunto de dados.

de A\ =5x 1074, Ay =5 x 1072, A3 = 107°, 0s mesmos
usados no material suplementar em [22]. O gréfico com
os valores parciais da funcao custo pode ser encontrado
na Figura[I5] O treinamento foi realizado com uma rede
neural MLP contendo 5 camadas ocultas para o enconder
e outras b para o decoder, com 256, 128, 64 e 32 neurdnios
nas camadas, conectados por uma camada latente com 1
neurénio. Como funcao de ativacao foi utilizada a funcao
ReLU, 2 mil épocas de treino, e otimizador Adam com
taxa de aprendizado de 1074,

Note que ha uma diferenga fundamental entre duas
possiveis abordagens de treinamento da rede. No nosso
caso, a rede é treinada desde o inicio com uma funcgao de
custo que impoe a necessidade de encontrar e respeitar
uma equacao diferencial simultaneamente. Na segunda
abordagem, a rede é primeiramente treinada para re-
conhecimento de imagens e, posteriormente, o espago
latente é ajustado de forma independente. Neste outro
caso, ao otimizar a rede neural em duas etapas distintas,
cada uma resulta em um espaco de pardmetros diferente.
Consequentemente, a primeira otimizagao pode conduzir
a um minimo local distante das solugbes 6timas para a
segunda. No caso das arquiteturas SINDy, como ambas
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as condicoes sao otimizadas simultaneamente, a rede
neural busca um caminho no espago de paradmetros
que satisfaga todas as restrigdes ao mesmo tempo.
A prioridade atribuida a cada parametro é, de certa
forma, determinada pelos hiperparametros A;. Assim
como ocorre com outros hiperparametros, a escolha
adequada desses valores exige familiaridade e experiéncia
com a técnica [6]. Quanto ao cardter do aprendizado, em
nenhum momento comparamos diretamente a equagao
encontrada com a equagao real do sistema , ie.,
nao informamos a rede qual é a equacdo que deveria
ter encontrado, tornando este exemplo um caso de
aprendizado nao supervisionado.

A arquitetura SINDy pode ser usada de maneira
mais generalizada para sistemas nao lineares de mais
variaveis, como atratores de Lorenz e reacoes de difu-
sdo [22]. Neste caso, a equagao se torna um sistema
matricial como da Figura[T4] Lembre-se que, neste caso,
precisamos também tomar os polinémios cruzados como
{212k .z§q|k1, ko,....kg€{1,2,3,...,n}}, onde k,
é a ordem do mondémio correspondente a dimensao g,
na biblioteca ®, para reproduzir sistemas de equagoes
acopladas.

No material complementar deste artigo, inspirado pelo
que encontramos em [I09], temos o exemplo trabalhado
para a equacao nao linear do péndulo, onde nosso
conjunto de dados é composto de imagens do tipo
{x(t),%(t),%(t)}. Aqui, restringimos a energia do pén-
dulo para o caso em que |§2(0)/2 — cos (8(0))| < 0.99,
para evitar regimes de rotacdo completa do péndulo
(overshoot angular) . Para a validagdo do treinamento,
comparamos {X, %, %} com {X,%, X}, pois que, por mais
que calculamos a diferenga dos estados e as aceleracgoes
no calculo da funcao custo, queremos mostrar que a rede
ainda é capaz de recuperar por vezes a velocidade, ja que
a informacao de x esté implicita na equacao . Assim,
mesmo que nao seja explicitamente parte do treinamento
tomar a diferenga com a primeira derivada, recuperamos
um comportamento aproximado, o que demonstra que o
aprendizado é robusto.

Para o nosso exemplo, usamos a biblioteca de polino-
mios até grau 4 e a funcdo seno. Dentre 10 inicializacoes
testadas, 8 recuperaram o modelo correto, i.e., a equagao
, as outras 2 convergiram para a solucao trivial. Vale
ressaltar que, em algumas inicializagoes, a rede recupe-
rou o modelo da equacao , que ¢é a aproximacao linear
da equagdo original, enquanto outras vezes recuperou
equagodes do tipo Z = &y sin z + £ 2, eliminando sistema-
ticamente os termos de ordem superior e atribuindo zero
as fungoes menos relevantes, garantindo a esparsidade do
modelo.

Os resultados das imagens geradas {X,X,%} estdo
na Figura comparando com os dados de validagio
{x,%,%} em um modelo que encontrou a equagao do
péndulo. Veja que otimizamos o modelo somente para
posicao e aceleracdo, porém, ainda assim, foi capaz de
aproximar o resultado para as imagens da velocidade, o
que demonstra que a rede de fato aprendeu o modelo e
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Figura 16: Imagem do Jupter notebook comparando entrada e
saida de SINDy para dados de validac3o de posicdo, velocidade
e aceleracdo, i.e., comparando {x,%,%} com {%,x%,%} para
2000 épocas. Veja que para esta otimizacdo ndo foram usados
os dados de velocidade explicitamente para o treino (apenas
implicitamente, por meio da equacdo , porém o modelo
ainda é capaz de recupera-los aproximadamente.

é capaz de reproduzir derivadas de ordem menor. Além
disso, essas redes (e PINNs, em geral) requerem menos
dados de treinamento do que autoencoders tradicionais.
Vale destacar que, neste exemplo, nao utilizamos redes
convolucionais (CNNs), apenas uma rede totalmente
conectada, e mesmo assim foram necessidrias menos
épocas do que em outros casos para se obter resulta-
dos satisfatérios. Observamos que, em geral, cerca de
15% dos dados necessarios em outras arquiteturas sio
suficientes para obter resultados significativos, o que
significa que, se 2000 épocas fossem exigidas em outra
arquitetura, o SINDy deveria ser capaz de encontrar
o modelo correto em um intervalo de até 300 a 500
épocas, como pode ser visto pela queda acentuada das
curvas roxa e marrom nas primeiras épocas na Figura[T5]
Este caso serve como exemplo de como o conhecimento
analitico reduz a necessidade de treinamento por meio
de exemplos, ou seja, uma vez que a rede aprende o
modelo por otimizacdo, ela requer menos informagao
para reproduzir os dados do que os modelos discutidos
no restante deste artigo.

4. Conclusoes

Neste artigo, exploramos desde aspectos fundamentais a
avangados das redes neurais, comecando pela introducao
do Perceptron até aplicagoes mais complexas na fisica.
Revisamos conceitos basicos e demonstramos, por meio
de exemplos didaticos, como as redes neurais podem
ser empregadas em tarefas de classificacdo bindria e
regressao. Nos exemplos aplicados a fisica, mostramos a
eficidcia das redes neurais profundas aplicadas a um tinico
sistema fisico (o péndulo simples), explorando o mesmo
problema sob diversas abordagens: como encontrar o
parametro fisico de uma funcado a partir dos dados,
como determinar a solucdo de uma equacao diferencial e
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como encontrar qual a equagao diferencial descreve um
conjunto de dados.

Dentre esses exemplos, destacamos a utilizagdo das
PINNs como uma ferramenta numérica particularmente
promissora, embora aqui utilizada apenas para resolver
equagoes diferenciais, mas que demonstra um leque
de possibilidades ainda inexplorado. A abordagem das
PINNSs é particularmente relevante para fisicos, ao per-
mitir que as redes neurais aprendam de maneira mais
eficiente ao integrar restrigoes fisicas, reduzindo a ne-
cessidade de grandes conjuntos de dados e aumentando
a precisdo das previsoes para sistemas regidos por leis
conhecidas. Finalmente, vimos que, por meio de arqui-
teturas SINDy, redes neurais sdo capazes de aprender
sistemas fisicos até mesmo em sistemas nfdo lineares
e prover modelos analiticos, possivelmente auxiliando
nao s6 em estudos de sistemas que ainda carecem de
modelos, como também provendo maior clareza sobre
o produto da aprendizagem da rede, expressando-o de
forma explicita em uma equacao.

Deve-se notar, contudo, que o sucesso de todas estas
abordagens depende criticamente da escolha de hiper-
parametros, como a profundidade e largura da rede ou
a taxa de aprendizado do otimizador. Diferentemente
de parametros fisicos derivados de primeiros principios,
nao existe uma férmula geral para a selecdo 6tima desses
valores. O processo assemelha-se mais a calibracdo de um
aparato experimental complexo do que a uma derivagao
tedrica. Essa realidade sublinha o papel insubstituivel
do cientista, cuja intuicdo e experiéncia guiam a experi-
mentagao necessaria para ajustar o modelo, destacando a
dimensao pratica e, por vezes, artesanal, que acompanha
a aplicacao destas poderosas ferramentas.

Este estudo destaca a crescente importancia das redes
neurais como ferramentas poderosas na pesquisa em
fisica, demonstrando seu potencial para revolucionar
abordagens tradicionais em fisica tedrica e computacio-
nal. Ao integrar métodos avancados de ML, como redes
neurais, a modelagem fisica, este trabalho nao apenas
demonstra a precisao das simulacoes e a andlise de
dados complexos, mas também contribui para promover
uma mudancga na maneira como a ciéncia é conduzida.
Essa integracao interdisciplinar permite explorar novos
horizontes em problemas que anteriormente eram in-
trataveis ou demandavam aproximacoes significativas.
Assim, abre-se um caminho promissor para um novo
paradigma cientifico, onde técnicas de IA e métodos
fisicos se complementam para avancar a compreensao
dos fenémenos naturais.
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