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Revisamos os postulados da mecénica quantica necessarios para discutir a entropia de von Neumann, que é
introduzida como uma generalizagdo da entropia de Shannon e propomos um jogo simples que facilita o enten-

dimento do seu significado fisico.
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We review the postulates of quantum mechanics that are needed to discuss von Neumann’s entropy. We
introduce it as a generalization of Shannon’s entropy and propose a simple game that makes it easier to unders-

tand itd physical meaning.
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1. Introdugao

A entropia é uma funcdo de estado de fundamental
importancia em fisica, em teoria da informacao e em
varias outras areas da ciéncia esteadas nestas duas. A
entropia é, em geral, primeiramente introduzida de ma-
neira fenomenoldgica no contexto da termodinamica [M].
Em mecanica estatistica, a entropia é obtida usando
teoria de probabilidades em conjungao com as leis
dindmicas que governam o movimento dos constituin-
tes microscdpicos do sistema [B]. Investigagoes sobre a
entropia geraram um longa e interessante histéria, dei-
xando pelo caminho algumas controversas e questoes
em aberto. Para mais discussdes sobre esses aspectos
histéricos, fundamentais e também sobre temas atuais
de pesquisa relacionados ao assunto, indicamos ao leitor
as seguintes referéncias bibliogréficas [B-IE]. Neste ar-
tigo focaremos nossa atencao na defini¢do para a entro-
pia fornecida no contexto do formalismo matematico da
mecéanica quantica (MQ). Na sequéncia apresentamos
uma breve revisao sobre a MQ, com énfase especial em
aspectos necessarios e motivacionais para a introdugao
da entropia de von Neumann como uma medida de falta
de conhecimento, ou de incerteza, no contexto de pre-
paragoes e testes. Por fim, introduzimos um jogo sim-
ples que ajuda na compreensao dessa fungao.

2. Postulados da mecanica quantica

2.1. Postulados dos estados

Para descrever um certo sistema fisico, comecamos as-
sociando a ele um espaco de Hilbert, que, para nossas
propostas nesse artigo, nada mais é do que o espago ve-
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torial formado por todas as listas com n nimeros com-
plexos, conhecido como C", com uma funcao produto
interno bem definida [[@,7]. O préximo passo é asso-
ciar cada estado, ou configuracdo, possivel do sistema
com um unico vetor de C™. Aqui usaremos a notacao
de Dirac para estes vetores, ou seja, para z € C", de-
notaremos
21
lz)=z=|:], (1)

Zn

ou seja, |z) é uma matriz coluna. E frequente também
a utilizacdo da adjunta (transposta conjugada) dessa
matriz, que escreveremos como

=T = [ - 2], (2)

que é uma matriz linha.

A fungdo produto interno entre dois vetores quais-
quer |z),|w) € C", comentada anteriormente, é deno-
tada por (z|w) e é definida como o seguinte produto de

matrizes
w1
(zlw) = |2)F|w) = [2f -+ 23]
Wy,

= Zn: Zw;.
i=1
(3)

Note que se trocarmos a ordem das matrizes no pro-
duto interno da 1ltima equagdo nao teremos mais um
nimero complexo, mas sim uma matriz nxn

wizy o Wiz
w)la)t =lw)lel = |+ | (@)

Wp2] “+° WpZ
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Este tipo de produto de matrizes, conhecido como pro-
duto externo, serd utilizado na sequéncia para discu-
tirmos a descricao de observaveis em MQ e também
quando introduzirmos o operador (ou matriz) densi-
dade para descrever o estado de um sistema.

2.2. Postulado das medidas

Este postulado nos fornece uma regra para calcular
as probabilidades (as chances) de obtermos um certo
valor de um observavel quando montamos um experi-
mento capaz de discernir entre seus possiveis valores.
Do ponto de vista matemético, um observavel é repre-
sentado por um operador linear e hermitiano 0, o que
garante que este pode ser escrito na forma de uma de-
composicao espectral: O = S 0iloi) (o], com seus
autovalores sendo numeros reais (o; € R) e seus au-
tovetores, normalizados, correspondentes a autovalores
diferentes sendo ortogonais ((0;|0;) = ;). Por simpli-
cidade, consideramos somente espectros discretos e nao
degenerados [[3].

Na MQ nao hé, em geral, como prever de antemao
qual valor o; serd obtido em uma medida (em um teste)
do observével O [[@]. O que podemos computar é a pro-
babilidade condicional de obter o; quando o sistema foi
preparado no estado |z). Para esse propdsito usamos a
regra de Born

Pr(oi2) = |(z]o;)|*. ()

Vocés devem estar se perguntando: Mas como deter-
minamos que o sistema estd preparado no estado \z>‘7
Aqui entra o papel fundamental do conceito de pre-
paragoes e testes, enfatizado por Asher Peres em seu
livro sobre MQ [EO]. Um padréo importante que per-
cebemos observando o que ocorre em experimentos é
que se fizermos medidas subsequentes, uma imediata-
mente depois da outra, obteremos sempre o mesmo va-
lor para o observavel. Entao, quando dizemos que o
estado no qual o sistema foi preparado é |z), queremos
dizer que um certo observavel foi medido e que se ob-
teve o valor dele correspondente ao seu autovetor |z).
Ou seja, o estado qudantico de um sistema representa o
conhecimento (a informagao) que possuimos acerca de
sua prepara¢do. Usando essa informagao, e a regra de
Born, podemos fazer previsoes sobre medidas (testes)
de outros observaveis.

2.3. Principio de superposicao

Este principio é uma consequéncia imediata da estru-
tura do espaco de estados usado na MQ. Note que o
conjunto de autovetores de qualquer observavel de um
certo sistema fisico forma uma base para C™, pois qual-
quer vetor desse espago vetorial pode ser escrito como
uma combinagao linear (uma superposicao) desses ve-

tores, i.e.,
n

)= cilon), (6)

i=1
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com ¢; = {0;]z) € C. Para um ndmero muito grande
de medidas do observavel O, as probabilidades forneci-
das pela regra de Born, |(z|o;)|?, nos informam qual é
a frequéncia relativa com que os autovalores correspon-
dentes de O serdo obtidos. Vemos assim que sempre
que existir dois ou mais coeficientes nao nulos na su-
perposicao, ou seja, sempre que o estado preparado nao
for um autovetor do observavel, existirao também duas
ou mais probabilidades nao nulas. Isso implica que, no
formalismo da MQ, ha obrigatoriamente incerteza sobre
qual serd o resultado obtido em uma dada realizagao do
experimento para medir o valor de O. Essa incerteza,
que chamaremos de incerteza quantica, tem sua origem
na existéncia de observaveis incompativeis em MQ. Es-
tes observéveis sao representados por operadores que
nao comutam e que, portanto, nao compartilham uma
mesma base de autovetores [[@]. E é isso que possibilita,
através da medida de um observavel Z , a preparacao
de um estado |z) que nao é autovetor de O.

2.4. Operador densidade

Consideremos a possibilidade de existéncia de incer-
teza em relagao ao estado no qual o sistema foi pre-
parado. Por exemplo, considere que alguém, ou algo,
com acesso a varias copias idénticas de um sistema
fisico prepare essas copias em um conjunto qualquer
de estados {[t;)}7L; de C" com probabilidades respec-
tivas {p;}72,. Claro, se nenhum sistema for perdido,
Z;.":l p; = 1. Estes estados nao precisam ser autove-
tores de observaveis compativeis. Nossa tarefa é en-
contrar o objeto matematico que pode ser usado para
obter a expressao mais simples possivel para a proba-
bilidade de medir o valor o; de um observavel O desse
sistema. Sabemos que, para cada medida, o sistema
foi preparado em um dos estados puros desse ensem-
ble (desse conjunto) e que, por conseguinte, a regra
de Born pode ser aplicada ao sub-ensemble preparado
no estado [¢;). Ou seja, a probabilidade de medirmos
0; no conjunto de sistemas preparados no estado [¢;)
é: Pr(oglp;) = [(1hjlos)|*. Com isso, a probabilidade
que queremos calcular, que é a chance de medida de o;
considerando todo o ensemble, pode ser escrita como a
média dessas probabilidades calculada usando as pro-
babilidades de preparacao p; [21,23]

m

Pr(o;|{p;, "/’]}) = ijPr(OiW’j)

j=1

= ij<¢j|oi><0i\¢j>
= (oi ij|¢j><¢j|0i> = (0i|ploi), (7)

onde definimos o operador densidade, que descreve com-
pletamente o estado do sistema, como a seguinte mis-
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tura estatistica dos estados do ensemble
m
Z 7185) (Ws- (®)

Este processo de dedugao de p esta ilustrado na Fig. O
Uma representagao esquematica do espaco de estados
pode ser vista na Fig. B.

Preparacao

Sequéncia aleatéria de estados

s 1), [¥10), [¥1), 191, [¥3) | 01, Pr(01 |ﬁ)

02, Pr(os|p)

Figura 1 - Se nao conhecemos com certeza qual é o estado de
um membro de um ensemble de particulas, mas sabemos que a
chance do seu estado ser [);) é p;, podemos usar o operador den-
sidade, p, para calcular a probabilidade de obter o valor o; em
medidas de um observavel O desse sistema.

|11)

|13)

Figura 2 - Espago de estados: Estados puros (vetores de es-
tado) estdo na borda de uma hiperesfera com raio igual a um.
Por sua vez, os operadores densidade (que sdo misturas es-
tatisticas de vetores de estado) estdo no interior dessa hiperesfera

(P1 = prl1)(Y1| + p2|v2)(Y2| e p2 = p1 + p3lvs)(¥s]).

Note que, para um ensemble com um niimero N
muito grande de elementos, p; N fornece o nimero de
particulas preparadas no estado puro [¢j). Outra ob-
servagao pertinente aqui é que nossa incerteza sobre a
preparacao do estado do sistema nao tem nada de es-
pecial no que concerne a MQ. Isso porque a informacao
sobre qual estado foi preparado, para cada membro do
ensemble, estd presente na memoria classica do prepa-
rador. Por isso, essa incerteza é chamada de incerteza
cldssica.

3. Entropia de von Neumann

Por razoes didaticas, abdicaremos da sequéncia
histoérica dos fatos e introduziremos a entropia de Shan-
non antes da entropia de von Neumann. Para isso,
comecaremos respondendo a seguinte pergunta: Se
quisermos associar uma medida de informacdo a um
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evento, que funcao matematica devemos usar? Pode-
mos obter uma pista sobre tal funcao notando que o que
ocorre frequentemente (que possui grande chance de
acontecer) nao nos chama a atencdo. O nascer do Sol,
apesar de bonito e de avisar que o dia comeca, nao nos
fornece nenhuma informagao realmente nova. Por outro
lado, se o céu estiver sem nuvens as 14 h e 40 min do dia
14 de dezembro de 2020 em Montevidéu, quem perdeu
as noticias nos dias anteriores provavelmente vai ficar
assustado quando perceber o dia virando noite, até des-
cobrir que esté ocorrendo um eclipse solar. Esse evento,
que nao ocorre frequentemente (é pouco provavel), nos
fornece bastante informagao pois nos causa surpresa.
Este raciocinio nos induz a quantificar a informacao, I,
obtida ao tomarmos conhecimento da ocorréncia de um
evento (ou, de forma equivalente, nossa incerteza sobre
o evento antes dele acontecer) usando o reciproco da
sua probabilidade de ocorréncia p, i.e., I = 1/p.

Uma exigéncia minima que deve ser feita para uma
funcao que quantifica informagao é que ela seja aditiva
para eventos independentes. Ou seja, se I; e Iy s@o
as informagoes obtidas ao tomarmos conhecimento dos
eventos independentes 1 e 2, se espera que a informacgao
total obtida seja a soma das duas: I15 = I1 + I5. Tra-
tando esses eventos como varidveis aleatérias, sabemos,
da teoria de probabilidades [E1,22], que a probabilidade
conjunta de eventos independentes é o produto das pro-
babilidades individuais, ou seja, p1o = pi1ps. Mas isso
implica que a informacdo total serd: I1o = 1/p1a =
1/p1p2 # 1/p1 +1/ps = I + I5. Para obter aditividade
da medida de informagado, podemos aplicar a funcao
logaritmo ao reciproco da probabilidade

I =logy(1/p) =logyp™" = —log,y p. (9)

E f4cil verificar que essa medida de informacao é aditiva
para eventos independentes (pois log, p1pa = log, p1 +
log, p2). Na tltima equagao e doravante utilizamos o
logaritmo na base dois para medir informagao em bits
(a0 tomarmos conhecimento de um evento que possui
50 % de chances de ocorrer, i.e., p = 1/2, adquirimos
1 bit de informacao).

Vamos considerar uma varidvel aleatéria X que
pode assumir um conjunto discreto e finito de valores
{z;}_, com probabilidades respectivas {p;}!" ;. Cada
um desses valores é associado a um evento. Por exem-
plo, X pode representar uma moeda, e os dois eventos
seriam a ocorréncia de cara ou de coroa em um jogo
dessa moeda. Podemos medir nossa incerteza média
sobre o valor de X usando a média da informacao dos
eventos individuais calculada usando a distribuicao de
probabilidades {p;}1_,

{pz Z pz

Esta funcao, que foi introduzida por Claude Shannon
na Ref. [E3], é denominada entropia de Shannon e esta-
beleceu a base para a teoria cldssica da informacao [E4].

—1

10g2 pz

sz log, p;. (10)
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Como os operadores densidade sao operadores her-
mitianos e positivos semidefinidos (seus autovalores sao
nimeros reais maiores ou iguais a zero) e possuem trago
igual a um (o trago de uma matriz é a soma dos ele-
mentos na sua diagonal principal), podemos escrever
p =35 Pl (W] = 200 Al (Al com A € R,
A >0, >0 A =1e (N]Aj) = d;5. Ou seja, os au-
tovalores de p formam uma distribuigdo de probabili-
dades. Entao, operadores densidade podem ser vistos
como uma generalizagao para distribui¢oes de probabi-
lidades. Como a fungao trago é independente da base
usada na representacao do operador densidade, a en-
tropia de von Neumann, que foi definida na Ref. [2F],
pode ser escrita como

S(p) = —Tr(plogy p) = — Z Ailogy Ai, (11)
i=1

em que Tr é a fungao trago. Ou seja, a entropia de von
Neumann S(p) é a entropia de Shannon da distribuicdo
de probabilidades obtida usando os autovalores de p,
i.€.,

S(p) = H({Ai})- (12)

Esta é uma das fungoes mais utilizadas atualmente para
medir incerteza sobre o estado de um sistema quantico.
Porém é valido observar que, embora na teoria quantica
da informacao [BB,Ed] exista uma interpretagdo opera-
cional para essa funcdo [E8], critérios mais fortes para
quantificar incerteza sobre o operador densidade sao
conhecidos, como por exemplo aquele obtido via teo-
ria de majoracdo [EH|. Deixaremos para discutir essas
questoes em uma outra oportunidade.

A entropia de von Neumann é comumente escrita na
seguinte forma: S(p) = —kpTr(pInp), com kp sendo a
constante de Boltzmann e In o logaritmo natural. Vale
observar que esta expressao, que aparece naturalmente
no contexto da mecanica estatistica, difere daquela que
usamos neste artigo (Eq. () somente por uma cons-
tante multiplicativa [BO). Ou seja, ndo hd nenhuma
diferenca fundamental entre elas, é s6 a unidade da en-
tropia fornecida que muda. Por isso usamos a expressao
(M), que se encaixa melhor dentro do contexto de te-
oria de informacao quantica, onde recebe um signifi-
cado operacional em termos niimero minimo, médio, de
bits quéinticos (sistemas quéanticos com dois niveis de
energia) necessirios para representar o estado de um
sistema [2H].

4. O jogo

Por simplicidade, vamos considerar um sistema com
dois niveis de energia, cujo espaco de estados é C2.
Das varias escolhas disponiveis, usaremos particulas
de spin 1/2 cujo momento magnético é medido utili-
zando um aparato de Stern e Gerlach [BH]. Os ob-

servaveis que consideraremos sao as componentes do
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momento magnético dessas particulas na direcao z,

S. = (+h/2)|z) (24| + (—h/2)|z_)(2_|, e na diregdo

2, S = (+h/2)[a4) (@4 | + (=h/2)|o_){z_|, em que h ¢
a constante de Planck,

)= o] 1= = {3 (13

jws) = (1/V2)(|Jz4) £ |2-)). (14)

As regras para o jogo sao as seguintes: Considere
um ensemble de particulas de spin 1/2 preparado no
estado p = . pj|;)(¥;|. Voceé poderd escolher um
tnico observavel do sistema para ser medido e preci-
sard escolher também um tunico autovetor desse ob-
servavel. Cada vez que o valor do observavel corres-
pondente a este autovetor for obtido vocé ganha um
ponto, caso contrario vocé perde um ponto. O objetivo
¢ obter o maior saldo de pontos, IV, possivel para um
nimero muito grande, N, de medidas realizadas. Que-
remos relacionar sua pontuagao com a entropia de von
Neumann, S(p). Para calculd-la, vocé precisard esco-
lher uma base, por exemplo {|z4), |z2_)}, obter a repre-
sentagdo matricial de p nessa base (p11 = (24|p|2+),
pio = {zalplz), por = (z-|ples) € poz = (=-|pl2))
e diagonalizar essa matriz 2x2. Feito isso, precisaras
ainda somar o produto dos autovalores de p pelo seu
logaritmo, como na Eq. (). Se p possuir um auto-
valor nulo, usamos lim,_,ozlogy, z = 0 para justificar
0log, 0 = 0. Com o objetivo de criar intui¢ao sobre o
problema, vamos considerar alguns casos particulares
de ensembles preparados

o 1= zg) (24
Nesse caso, como vocé sabe que todas as particulas do
ensemble estao no mesmo estado, tudo fica mais facil.
Vocé pode escolher medir o observével S, e pode esco-
lher como seu autovetor o autoestado |z ) de S.. Como
a probabilidade de obter o valor +h/2 para S, é um
para um sistema preparado no estado |z ), vocé ganha
em todas as medidas e faz um saldode N, = N-0 =N
pontos, o maximo possivel. Isso é esperado pois nao ha
incerteza alguma sobre a preparacao do sistema, o que
é confirmado pelo valor da entropia de von Neumann
desse estado, S(p1) = S(]z+)) = —1log, 1—01log, 0 = 0.

Note que, como ocorreu para este ensemble, a en-
tropia de von Neumann é nula para qualquer estado
puro, i.e., S(|)) = 0. Entretanto, isso nao significa
que podemos prever o resultado de qualquer medida
que possa ser feita nesse sistema, mas sim que existe
um observavel cujo valor é totalmente previsivel, pois
estd definido antes que testes sejam feitos (seu valor é
o seu autovalor correspondente ao autovetor |¢)).

® P2 = p1|z4) (24| + pofmy) (2]

Neste exemplo, é aconselhavel analisar com cuidado o
estado preparado antes de fazer suas escolhas. Veja
que existe incerteza cldssica sobre se |z4) ou se |z ) foi
preparado. Além disso, esses estados sao autovetores de
observaveis incompativeis, o que implica na existéncia
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de incerteza quantica (pois vocé pode escolher um tnico
observdvel para medir). Para facilitar sua escolha, use
o fato de que |z4+) é uma superposigao dos autovetores
de S;. Assim (z¢|z1) = (1/v2)((zel24) + (2e]2-)) =
1/ V2. Usando a regra de Born vemos que, para as
particulas preparadas no estado |z, ), a probabilidade
de medir +7%/2 ou —h/2 para S, é 1/2. Por conseguinte,
se vocé escolher medir S, e escolher |z+), seu nimero de
pontos serd N = p1N + paN(1/2) — paN(1/2) = p1N.
O primeiro termo dessa equagao aparece pois para to-
dos os membros do ensemble preparados no estado |z4)
vocé ganha. O segundo e terceiro termos sao obti-
dos notando que para as particulas preparadas no es-
tado |z4) vocé ganha metade das vezes e perde em
metade das medidas. De forma andloga, podemos
usar |zy) = (1/v2)(|z4) + |x_)) para verificar que se
S, e |zy) forem escolhidos, entdo N, = pyN(1/2) —
p1N(1/2) + poN = paN. A diferenga entre os N, das
duas escolhas é N(p; — p2). Assim, usamos o viés nas
probabilidades, ou seja, verificamos se p; — ps é maior
ou menor que zero, para fazer nossa escolha de forma
apropriada a maximizar N,,. Por exemplo, se p1 = 3/4 e
p2 = 1/4 a primeira escolha nos fornece N, = 0, 75N e
a segunda escolha resulta em N, = 0,25N. Por ou-
tro lado, se p1 = ps = 1/2 as duas escolhas resul-
tardo em N, = 0,5N. Esse serd nosso pior saldo de
pontos, pois a incerteza classica é maxima nesse caso.
Para este ensemble a entropia de von Neumann é dada
por S(p2) = —A1logo A1 — (1 — Aq)logy (1 — Aq), com
A1 = (1 — /1 —2p1p2)/2, e estd mostrada na Fig. B.

10

0,2 04 0,6 08 10

P1

Figura 3 - Entropia de von Neumann, S, e pontuagao méaxima
normalizada, P = Np/N, para os ensembles p1, p2 € p3 como
fungao da probabilidade de preparagdo p1 = 1 — pa.

® p3 = p1|z4) (24| + pafz-) (2|
Este ensemble é obtido trocando-se |z4) por |z_) no
ultimo exemplo. Portanto a andlise é, de certa forma,
parecida. Nesse caso é natural escolher S, para ser me-
dido. Entéao, se o autovetor escolhido for |z4), o saldo
de pontos serd N, = ptN —pa N = (2p1 — 1)N. Se, no
entanto, escolhermos |z_), entdo N, = poN — p1 N =
(2p2 — 1)N. A diferenca entre essas expressoes para V),
é 2(p1 — p2)N. Usamos o sinal desse niimero para esco-
lher o autovetor que maximiza nossa pontuagao. Aqui
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¢é interessante considerar o caso de equiprobabilidade
p1 = p2 = 1/2, para o qual N, = 0. Note que nossa
pontuagao nesse caso, além de ser menor quando com-
parada com o mesmo caso no exemplo anterior, é a
minima possivel. A entropia de von Neumann desse
ensemble é: S(p3) = —p1 logy p1 — (1 —p1) logy (1 —p1),
e possui 0 mdximo valor possivel quando p; = 1/2 (veja
a Fig. B).

A entropia de von Neumann, S, e o maximo saldo
de pontos normalizado, P = N,,/N, estdo mostrados na
Fig. B para os trés ensembles considerados. Note que,
para um dado ensemble, P diminui (aumenta) com o
aumento (decrécimo) de S. Além disso, o aumento de
S de ps (que é uma mistura estatistica de estados orto-
gonais) em relagao a p2 (que é uma mistura estatistica
de estados ndo ortogonais) esté associado a uma dimi-
nuicao relativa de P. Vale observar que S depende sé
do estado do sistema, enquanto que P depende também
do observavel medido e do autovalor escolhido. Mas
a principal mensagem que gostariamos de passar com
esses exemplos é que o seu saldo de pontos esta relaci-
onado com a sua capacidade de, usando a informacao
que tens sobre como o sistema foi preparado, prever o
que acontecerda em uma medida de um observavel desse
sistema. Por sua vez, a falta dessa informacao, ou seja,
a incerteza sobre o estado do sistema, que pode ser
quantificada usando a entropia de von Neumann, dimi-
nuird sua capacidade de previsao e por consequéncia o
seu saldo de pontos.

Com esse jogo fica claro que o que é incerteza
quantica quando o observavel medido é incompativel
com o observavel usado na preparagao do sistema, na
presenca de incerteza cldssica torna-se informagao que
pode ser utilizada para aumentar nossa pontuacao no
jogo, ou seja, para diminuir nossa incerteza sobre o
estado do sistema e aumentar nossa capacidade de
previsao concernindo resultados de testes. Essas ob-
servacoes podem ser generalizadas para sistemas dis-
cretos com um numero finito d de niveis de energia.
Nesse caso, se {|o;)} sdo autovetores do observavel O,
S(Z?Zl(l/d)\oi><oi|) = log, d é o valor maximo que a
entropia de von Neumann pode assumir. A presenca de
um ou mais estados que nao sao autovetores de O nessa
mistura diminuira o valor de S.

5. Consideracgoes finais

Nesse artigo apresentamos os postulados da mecéanica
quéntica de forma orientada a facilitar o entendimento
da entropia de von Neumann. Um jogo simples foi pro-
posto para ajudar nessa tarefa. Com esse jogo enfatiza-
mos o papel distinto da incerteza classica, que esta re-
lacionada com a falta de informacao sobre a preparacao
do sistema, e da incerteza quantica, que existe quando
medimos um observavel para um sistema preparado em
um estado que nao é seu autovetor. KEsperamos que
essa exposicao ajude também na compreensao de varios
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outros tépicos interessantes relacionados a entropia de
von Neumann, como por exemplo a sua interpretacao
operacional [28] e seus vinculos em sistemas quanticos
compostos [B2].
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