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O objetivo principal desse trabalho foi reunir material, de forma didéatica, sobre a propagacao horizontal das
ondas de gravidade internas que existem no interior de oceanos estavelmente estratificados. Em particular, a
presenga de niveis de transi¢do onde a frequéncia da onda iguala, localmente, & frequéncia de Brunt-Vaissalla
(N) é considerada usando separadamente dois modelos, tratados com o método dos modos normais verticais.
A primeira simulagdo é numérica e supde a existéncia de uma termoclina; foi baseada indiretamente em dados
para o Canal de Faeroe-Shetland, um canion submarino que se estende de (61,29 N, 4,03 E) 4 (61,40 N, 6,13 E).
A segunda simulacéio considera um perfil linearmente decrescente de N? com a profundidade e é resolvido ana-
liticamente (exceto pela determinacdo dos autovalores) envolvendo a aproximagao cldssica de WKB e o uso das
fungdes de Airy.

Palavras-chave: funcoes de Airy, método WKB, modos normais, ondas de gravidade internas oceanicas, ter-
moclina.

The main objective of this work was to amass didatical material on the horizontal propagation of internal
gravity waves within stably stratified oceans. In particular, the presence of turning levels, where the wave fre-
quency locally equals the Brunt-Vaissalla frequency (V) is examined using two distinct models, both using the
vertical normal modes technique. The first simulation is numerical and concerns a thermocline in the Faeroe-
Shetland Channel extending from (61.29 N, 4.03 E) to (61,40 N, 6,13 E). The second simulation uses a linearly
decreasing profile of N2 with respect to depth and is solved analytically (except for the eigenvalue calculation)

with the classical WKB approximation and use of Airy functions.
Keywords: Airy functions, normal modes, ocean internal gravity waves, thermocline, WKB method.

1. Introducgao

Todos estdo familiarizados com as ondas de natureza
eblica que se manifestam na superficie dos oceanos,
porém o objetivo desse trabalho diz referéncia as on-
das que se propagam no interior dos oceanos. Dificeis
de serem detectadas a olho nu (se bem que algumas ve-
zes, elas produzem uma resposta visivel na superficie,
como mostrado em imagens de satélites) elas devem
sua existéncia a forca de flutuagao. Através desse me-
canismo restaurador, uma parcela quando deslocada de
sua posicao encontra um meio ambiente com diferente
densidade; no caso de uma estratificacao estavel, a forca
de flutuacao sempre age no sentido de trazer a parcela
para sua posicao original, dando origem as oscilagoes
conhecidas por ondas de gravidade internas.

Ondas internas ja eram conhecidas desde 1847 (Sto-
kes e seu estudo sobre ondas na interface de dois fluidos
de diferentes densidades), mas uma importante contri-
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buigao viria de Rayleigh que, em 1883 introduziu o con-
ceito de modos verticais normais considerando uma es-
tratificacdo continua. Do ponto de vista observacional,
podem ser citados dois registros de expedicoes ocea-
nograficas: a) Nansen, que em 1902 notou a presenca
dessas flutuagoes em perfis de varidveis oceanograficas
com a profundidade e b) [1] que fizeram as primeiras ob-
servagoes sistematicas das ondas internas, notando que
elas eram responsdveis por mudangas significativas em
perfis de temperatura dentro de um intervalo de tempo
de somente algumas horas.

A atmosfera é tratada como um fluido que ocupa
o semi-plano z > 0 (supondo auséncia de topografia),
nao apresentando nenhuma superficie delimitadora em
sua parte superior, ao contrario dos oceanos que é um
fluido confinado entre uma superficie livre e um fundo
sélido. Essas duas fronteiras permitem que as ondas in-
ternas nos oceanos possam ser tratadas com a técnica
dos modos normais, desde que seu fundo seja uma su-



1315-2

perficie plana. Essa restricao se deve ao fato que se usa
a técnica de separagao de varidveis na obtencao da dos
modos normais.

A superficie e o fundo podem formar uma espécie
de guia de onda (outra forma de guia de onda surge
em regides de estratificagdo pronunciada) ao longo do
qual as ondas sao capazes de se propagarem por gran-
des distancias, mantendo, no entanto, uma estrutura
vertical de onda estacionéria (nés fixos).

O mecanismo restaurador para essas ondas depende
crucialmente da distribuigdo vertical (muito mais pro-
nunciada que a variagdo horizontal) da densidade, que
por sua vez é fungdo da profundidade (via pressdo),
temperatura e salinidade. E frequente encontrar ca-
madas relativamente mais estdveis e persistentes, de-
nominadas termoclinas (o andlogo na atmosfera, com
boa aproximagao, seria as camadas de inversao térmica)
que podem substancialmente modificar a propagacao
das ondas internas. Maiores detalhes sobre termoclinas
pode ser encontrado, por exemplo, na Ref. [2].

Uma grandeza fundamental no estudo das ondas in-
ternas é a frequéncia de Brunt-Vaissalla, N(z), ou, sim-
plesmente frequéncia de flutuacao, definida por

N ()= L% 1)
Px 0z

onde p, é um valor de referencia para a densidade, com
N2 > 0 para um oceano estavelmente estratificado (no-
tar que o eixo z aponta para cima). Quanto maior
N, mais forte é a estratificacao da coluna de dgua; as-
sim termoclinas correspondem a regioes de maximos no
perfil vertical da frequéncia de flutuagdo. Assim de-
finida, a frequéncia de flutuagao é consistente com a
aproximagao de Boussinesq [3].

Mais diretamente, o objetivo desse trabalho é re-
visar aplicagbes do método dos modos normais para
oceanos estavelmente estratificados (rotacdo omitida)
para dois casos de distribuicdo de N(z) em especial,
quando existem os chamados pontos de transicao no
perfil vertical da frequéncia de flutuacao. Nesses niveis,
o carater da solugao muda de oscilatério para exponen-
cial, ou vice versa. Os dois exemplos permitem discutir
a aplicagdo dos métodos matemdticos (ndo exclusivos
para ondas internas) usualmente usados em teoria das
ondas.

2. Formulacao matematica

2.1. Equagoes e condigoes de contorno

Para um oceano incompressivel (auséncia de ondas
acusticas), estavelmente estratificado, as equagoes fun-
damentais, na auséncia de rotagao, dissipacao e efeitos
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nao lineares [4] se reduzem & duas equagoes envolvendo
somente a pressao p(z, z, t) e a velocidade vertical w(z,
z, t), a saber

0w 0 1 &%
_ = __ 2
ot T 2)
e
1 0%  0*w
L% P ®)
pr 0 x ot 0z

que devem ser resolvidas considerando as seguintes
condicoes de contorno: W =0emz=0e z=-D. A pri-
meira condigdo é a aproximacao da “tampa rigida” que
elimina as ondas de superficie e a segunda é a condigao
de escoamento normal zero para uma superficie sélida
horizontal. Uma descrigao dessa técnica pode ser en-
contrada na Ref. [5].

A técnica matemdtica (padrao) que geralmente
acompanha problemas de modos normais é a da se-
paracao de varidveis? que consiste em se obter equacoes
governantes, separadamente, para a estrutura horizon-
tal e vertical das solugoes. Esse método foi usado pela
primeira vez por Lamb [6], quando derivou a chamada
equagao das marés para um oceano homogéneo de pro-
fundidade constante. Matematicamente, consiste em
supor solucoes na forma

p(e.2t) =Y Py @) F (2), (@)

o0

w(z,z,t) =) W (2,0) G (2), (5)
J
ja antecipando a existéncia dos modos normais, desig-
nados pelo indice? j, devido as condicdes de contorno
usadas.
A substituicao das Eqs. (4) e (5) nas Eqs. (2) e (3)
resulta

oW; dG;  9*P
PrTor Tdz T 02

Ej (6)

. OP; dF; oP; d2°G;
N2 Il Rl Rl | J
prNTWE ot dz ot dz?2’

(7)

onde se conclui que

2Nio se deve sempre associar a técnica de separacio de varidveis com a de modos normais. Muitos problemas na atmosfera (que néo
admitem modos verticais, por exibir uma fronteira superior aberta) séo resolvidos usando o método de separacéo de varidveis.
3Na realidade, qualquer solugio pode ser escrita como uma combinagdo linear de modos normais; no caso acima, supde-se que todos

os coeficientes sejam iguais a um.
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dG;
T; = Fjv (8)
para que a equagcao seja valida para qualquer z, z e t.
Dai, decorre da Eq. (6) que

owW; PP
pr ot ox?’ )

A Eq. (7) pode ser reescrita como

. .-
Py _ LG (10)
78591' NQG]‘ d2’2

t

Como o termo do lado esquerdo é fungao somente de
z et e o dolado direito, somente de z, cada termo deve,
por consisténcia, ser uma constante. Essa constante
é a constante de separa¢ao e, é comumente designada
por —1/ cjz (conveniente em termos de dimensdes fisicas,
como visto a seguir). c? pode ser escrito como 0]2- =ghj
e, nesse caso h; é a profundidade equivalente (no caso
de um fluido homogéneo de espessura constante, a pro-
fundidade equivalente coincide com a profundidade H
do fluido) ou, ainda em termos do ntimero de onda ho-
rizontal, pois c? =w?/ kjg Em qualquer forma, as cons-
tantes de separagao (vdlidas para cada valor de j) cons-
tituem os autovalores do problema que devem ser de-
terminados (juntamente com as autofungdes) como um
problema classico de autovalores/ autofungoes do tipo
dado pela Teoria de Sturm-Liouville, encontrada, por
exemplo, na Ref. [7]. Nos exemplos ilustrativos desse

trabalho, os autovalores sao dados em funcao de k.
2.2. Estrutura vertical
A estrutura vertical é obtida a partir da Eq. (10), ou

seja

20, 207 . 2
L a6 1 46 Ny, (11)
2’
J

N2G; dz? C? dz2

As duas condicoes de contorno tornam-se

Gi=0em z2=0e¢ z=-D. (11.a)

A estrutura vertical pode ser expressa, também, em
termos da fungao F(z); nesse caso, como o leitor pode
verificar, ela é

d 1 dF} 1
- —_— —F; =0, 12
dz [NQ(Z) dz} c I (12)
sujeita as duas condi¢oes de contorno

ar;

E’O em z=0e z=—-D. (12.a)
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Desde que a aproximacao da “tampa rigida” seja
adotada, é irrelevante resolver a formulagao (11) ou
(12). No entanto, se essa aproximacao nao for usada, a
formulagdo (12) é recomendada pois a condi¢ao de con-
torno na superficie ndo contém os autovalores (parte do
problema) como mostrado, por exemplo, na Ref. [5].

2.3. Estrutura horizontal

A estrutura horizontal dos modos normais é obtida
também da Eq. (10) pois

prW; 1 .1 0P
L =—s = W=7 13
78]3] 0]2_ Pr J C? n ) ( )
ot

que, derivada com respeito a t e combinada com a
Eq. (9) resulta em

PP 0P

a2~ G pg2

Esse é um resultado surpreendente. Primeiramente,

a Eq. (14) é a equagdo que governa as ondas de gra-
vidade de superficie longas (comprimento de onda bem
maior que a profundidade do meio) e hidrostédticas. As-
sim, vé-se que a estrutura horizontal de um modo in-
terno, em um oceano estratificado, € idéntica a de um
oceano homogéneo, exceto pelo fato de se usar uma velo-
cidade de fase ¢; = \/gTJ (ou, uma profundidade equi-
valente) correspondente ao dado modo normal. Essa ve-
locidade é fornecida pela relacao de dispersao obtida na
determinacao da estrutura vertical dos modos. Nota-se,
também que a estratificagdo entra no problema somente
para resolver o problema de autovalores / autofungoes
associado & estrutura vertical e nao aparece explicita-
mente na estrutura horizontal. A solucdo geral da Eq.
(14) pode se encontrada, por exemplo, na Ref. [8] e, é

—0. (14)

Pj(x,t) = Py (z —cjt) + P (x +¢jt), (15)

onde Pji sao duas fungoes arbitrarias que expressam
duas ondas planas propagando-se em sentidos opostos
ao longo do eixo = e que sao determinadas a partir de
condigoes iniciais. Como néo se trata de um problema
de condigbes iniciais, pode-se supor (somente para os
modos com propagagao para a direita) que a estrutura
horizontal é do tipo exp [i (kjz — w t)].

Essa constatacao poderia ser usada ad initio. Nesse
caso, as Egs. (2) e (3) poderiam ser combinadas, resul-
tando

0% ([ 02 02 0%w
3152<5x2+8:c2>w+N2(z)8:52:O’ (16)

e, em seguida supondo solugoes da forma w (z, z,t) =
Re{W (z)exp[i (k * — w t)]} para se chegar a conhe-
cida equagao
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>Pw (NQ(Z)_WZ) 2
dz2 w? W

0, (17)

com as condi¢oes de contorno W(z = 0) = W(z =
—D) = 0. Essa formulacio é usada no segundo exem-
plo considerado no trabalho.

2.4. Método numérico

Do ponto de vista da obtengao da solugao numérica, o
intervalo continuo [-D, 0] é subdividido, de modo que
a profundidade total seja D = IAz, com Az sendo o
intervalo de grade e I um inteiro que depende da re-
solugdo desejada. A Eq. (11) é aproximada por uma
equagao de diferengas finitas, ou seja

AZ2N?

(Gifl - 2G; + Gi+1) = —702 L Gs, (18)
valida para os pontos internos 2 < ¢ < I—1. Nos pontos
extremos, G; = G = 0, sdo as condigoes de contorno.
Em uma forma matricial, a Eq. (19) torna-se

AG=)G (19)

onde A é uma matriz de dimensées (I - 1) x (I - 1),
do tipo tridiagonal sendo as componentes da diagonal
principal todas iguais a -2 e as das diagonais adjacentes
todas iguais a 1. G é um vetor coluna que fornece a au-
tofuncéo associada ao correspondente autovalor. Esse
método é usado no primeiro exemplo do trabalho.

3. Primeiro problema: com uma termo-
clina

A motivagdo para considerar esse problema deve-se &
um ecograma, gentilmente cedido por Dr. Theo Ger-
kema (comunicagdo particular) do Royal NIOZ, Te-
xel na Holanda mostrado na Fig. 1. Essa tomogra-
fia acustica vertical foi realizada no Canal de Faeroe-
Shetland, um canion submerso, na parte nordeste do
Atlantico Norte (61,29 N, 4,03 E a 61,40 N, 6,13 E,
com uma profundidade variando de 155 a 1200 m) e, é
estudada mais detalhadamente na Ref. [9)].

A Fig. 1 é muito rica em informagoes, mas para o
presente propdsito, deve-se notar a existéncia das ondas
de gravidade internas na forma de raios que se propa-
gam em ziguezague entre as profundidades aproximadas
de 200 e 500 m. Essa camada é uma termoclina, como
mostrado no perfil vertical de N, na Ref. [9], quando
a frequéncia corresponde a da componente da maré lu-
nar semi diurna M2 (w = 1,405 x 10~* rad/s) . No
entanto, o perfil medido foi substituido por um perfil
idealizado, como dado na Fig. 2.

Lemes e Gomes
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Figura 1 - Uma ecossondagem feita ao longo de uma secao trans-
versal do Canal de Faroe-Shetland, como mostrado na Ref. [9].
A imagem revela a presenca de uma termoclina estendendo-se de
cerca de 200 m a 600 m na vertical e na extensao transversal total
do canal.

¢ 0'1 0.‘1 0.‘3 0.'4 0.'5 0.I§ 0:7
e
N(z)
ool o
o0k z E
—4000
Figura 2 - Perfil idealizado N (2) =

0,001 {2 + 29:833 exp [— (% 2] } mostrando  para a

frequéncia indicada, a presenga de dois niveis de transicdo. Eles
determinam um guia de onda dentro do qual a solucdo tem
cardter oscilatério e, fora é evanescente. Os eixos estdo em
unidades arbitrdrias (ua).

Para frequéncias tais que

N2 < w? < N?

min — max? (20)
o carater da solugao serd oscilatério no intervalo de pro-
fundidades determinado pelos niveis onde N(z) = w.
Esses niveis sdo os niveis de transigao (turning levels,
ou transition levels) onde a frequéncia da onda é local-
mente igual a frequencia de Brunt-Vaissalla, e marcam
a mudanca da natureza da solugao, de oscilatéria para
exponencial ou vice versa, como visto na Eq. (7).

Os modos normais para esse problema foram de-
terminados numericamente usando a técnica de dife-
rencas finitas, como acima descrita. A profundidade do
oceano foi de 4000 m (profundidade média dos ocea-
nos globais), com uma resolucao vertical Az = 10 m
(grade com 401 pontos). Devido ao fato de A, com di-
mensoes de 401 x 401 ser uma matriz tridiagonal, a ob-
tengao dos autovalores/autofungées é um procedimento
bastante econémico do ponto de vista computacional,
mesmo para matrizes razoavelmente grandes.
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3.1. Sintese de solugoes

A Fig. 3 mostra alguns dos modos verticais identifica-
dos pelo indicej (que também é o nimero de zeros den-
tro do intervalo [-D, 0]). Dos 401 modos, somente os
primeiros 300 foram usados na sintese de uma solugao,
construida usando a Eq. (5). Notar que problemas de
sintese de solucoes nao estao associados a problemas
de valores iniciais de modo que na combinagao linear

J
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dos modos foram usados os mesmos coeficientes modais
(nesse caso, todos iguais a um). A solugdo estd mos-
trada na Fig. 4, que mostra os raios se propagando den-
tro do um guia de onda entre aproximadamente 1000
e 3000 m de profundidade; nestes dois niveis a onda
¢é totalmente refletida de modo que nao vazamento de
energia. A Ref. [10] mostra figuras semelhantes a essa,
mas usando um perfil diferente (ainda, analitico) de N.

o 5 " -15 10 -03 05 10 15 -10 -05 05 10 15 20
~1000 j=0 ~1000 j=1 Cﬂ"’ j=
—~2000 —2000 =T
~3000 % gﬁ*
—4000 -41:1:-0[ —4000
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-1? ji=28 -1000 Jj=9 -11:1:-{)5 Jj=10
— — _ I .
— =i = ——— —
——— Pr——— —
—
= = =5
—4000 —4000 —apo0 |

Figura 3 - Algumas das primeiras autofungdes W, indicadas pelo indice j (definido pelo nimero de zeros da autofungédo, excluidos os
extremos do dominio) para o perfil da Fig. 2. Nota-se que para valores pares de j, as autofungdes sdo simétricas em relagdo ao nivel
z = -2000 (nivel de méximo valor de N), enquanto que para valores impares de j, elas sdo antissimétricas.

of

u.n\ LWL ll

2000

b e

—so00f

0 5000 10000 15000 20000

Figura 4 - Solugdo numérica para o caso do perfil dado na Fig. 2,
construida usando os primeiros 300 modos dos 401 modos calcu-
lados. As diferentes tonalidades de cinzas referem-se aos valores
das amplitudes do campo vertical de velocidade das parcelas do
meio.

4. Segundo problema: perfil linear

Muitos dos perfis analiticos encontrados na literatura
incluem a presenca de uma termoclina, como nas Refs.
[10-11], entre outros. De fato, s@o relativamente pou-
cas as escolhas de N que permitem solugoes analiticas,
mesmo em termos de funcoes especiais. Uma delas é o
perfil linear de N, agora discutido em detalhes. Ele é
dado por

N%(z) = N2 + A z, (21)
onde A (positivo) é a taxa linear de variacdo de N2
(lembrando-se que z € [-D, 0]). Apesar da auséncia
da termoclina, é possivel se ter um nivel de transicao,
acima (abaixo) do qual a solugao é oscilatéria (evanes-
cente).

4.1. Solucao na auséncia de nivel de transicao

Para uma frequéncia suficientemente pequena, tal que
0 < w < N (z) para qualquer z € [—D, 0], ondas
podem se propagar através de uma coluna inteira de
fluido. Reescrevendo a Eq. (17) como

d>W o N%(z) — w?
) +k 2 W=0 =
d2
T +m?(z)W =0, (22)

nota-se que agora se trata de uma equagao com coefi-
ciente varidvel e que os k (ou, m) sdo os autovalores
a serem determinados. Se a aproximagao hidrostatica
fosse usada bastaria substituir N?(z) — w? or N2(z) .
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A forma da Eq. (22), mais um pouco de intuigao fisica,
sugere que ela pode ser transformada para reproduzir a
equagcao protétipo de Airy. De fato, usando a Eq. (21),
é possivel transformar a Eq. (22) em

LW AR [ N2 o2
q22 2 { A +z}W =0 =
LW,
2 + A {r+2z} W =0, (23)
onde A2 = A k? /w? contém os autovalores e r =

(N2 —w?/A). A transformacdo (talvez ndo ébvia) para
se chegar a uma equagdo de Airy consiste em introdu-
zir uma nova varidvel, do tipo de coordenada esticada
(stretched coordinate) usada em teoria de camadas li-
mites, a saber

E=—(r+2)\", (24)

com v ainda a ser determinado. Desse modo, a Eq. (23)
se transforma de acordo com

2
/\Q”ddg—/@%W:O =
2
ddg/;/ _ /\2—311 § W = 07

mostrando que basta escolher v = 2/3, para resultar
em

d*w

ez EW =0, (25)
cuja solugdo geral é W (§) = C1Ai(§) + C2(€), com
Ai(z) e Bi(z) sendo as fungoes de Airy; ver Ref. [12],
entre outros. A Eq. (25) é a equacdo de segunda or-
dem mais simples com um ponto de transicao (turning
point) onde o cardter da solugdo muda de oscilatério
para exponencial (ou, vice versa), como mostrado na
Fig. 5.

Figura 5 - Fungdes de Airy: solucdes independentes da Eq. (25)
(também conhecida por equacdo de Stokes).
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As constantes C e Cy sao determinadas a partir das
novas condigoes de contorno que sao dadas por

W =0 parafz—r)\ngo e
£=—(r—D)As =¢p. (26)

A aplicacao das duas condicoes de contorno resulta
em um sistema homogéneo de duas equagoes, cujo de-
terminante deve ser nulo, isto é,

Ai (&) Bi(€p) — Bi(&) Ai(ép) =0, (27)

se solucoes nao triviais forem de interesse. A solugao
dessa equacao transcendental fornece os autovalores de-
sejados; sendo que as dezenove primeiras raizes sao mos-
tradas na Tabela 1. Notar que a sequéncia de auto-
valores estd em conformidade com a teoria de Sturm-
Liouville.

Tabela 1 - Primeiras dezenove raizes (autovalores) da Eq. (27).

Ai (&) Bi (€p) — Ai(€p) Bi(§) =0

0,0000156185
0,0000321005
0,0000485518
0,0000649804
0,0000813939
0,0000977969

0,000114192
0,000130582
0,000146967
0,0001633349
0,000179729
0,000196106

0,000212481
0,000228854
0,000245227
0,000261598
0,000277968
0,000294337

A sintese de uma onda constituida pelos dezenove
primeiros modos verticais é dada pela Eq. (28)

w(x,z,t) = ian {Ai [—)\?/3 (z+ r)} -

Ai (—)\?/31") i [—)\2/3 4 T)]

com 7 e A definidos na Eq. (23) e mostrada na Fig. 6.

]

"
- 1000)
- 2000)
-3a00)
- sa00)

Zsa000 [ 0000

Figura 6 - Solucao para o problema de N variando linearmente,
na forma da corrente wu, resultante da superposi¢do de 19 mo-
dos. Outros valores numeéricos usados na construcao da figura
foram sugeridos por Gerkema (comunicagdo particular); sdo eles:
No = 1,5 x 107 3rads™t e A = 5 x 10710 rad? m—1s—2.
Distancias nos eixos sao em metros. Os coeficientes modais foram
aj =1/3.
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Vé-se que o feixe de raios experimenta (como no
exemplo anterior) uma refracdo gradual com a profun-
didade tornando-se cada vez mais proximo da verti-
cal. A propdsito, essa é curvatura é devido a dimi-
nuicdo de N com a profundidade (no caso, ndo mos-
trado de N constante os raios formariam um zigueza-
gueado retilineo). Reflexdes totais ocorrem em z = 0 e
em z = —D.

4.2. Solugao com nivel de transicao

Considere agora uma frequéncia mais alta de modo que
N(z) > w somente para uma camada superior do oce-
ano, de modo que para profundidades maiores que a da
base da camada, a solugao deve ser evanescente. Em ou-
tras palavras, a onda deve permanecer confinada dentro
dessa camada.

Apesar da Eq. (17) ser usada, alguma modificagao
serd feita; por exemplo escrevé-la como abaixo

d*W  N2(z) —w? ,

e T FW=0 =
42w )
W“!‘(](Z)kW:O, (29)

onde ¢(z), como definido acima, é uma fungao “lenta”
de z com N(z) o é. Nessa forma, a Eq. (29) é con-
vidativa para receber a aplicagao do método WKB-J,
cuja descrigao é dada no Apéndice A. Ainda, para faci-
litar os célculos, supoe-se um oceano de profundidade
infinita, devendo a condi¢do de contorno inferior ser,
simplesmente, substituida por W — 0 para z — —o0.
Finalmente, é conveniente colocar a Eq. (29) em
uma forma nao dimensional e isso é facilmente feito
bastando redefinir z — D z, e, a0 mesmo tempo usar
supondo um perfil normalizado (portanto, também adi-
mensional) de N(z), por exemplo, do tipo abaixo

2
Nng):2_Z = q(z)=1-z¢, (30)
supondo nesse problema que o dominio da solugao seja
0 < z < oo. O nivel de transicao acontece para
q(z) =0 ou z = 1. Essa reversao de eixos é de con-
veniéncia puramente matematica e nao impede a visu-
alizacao grafica da solucdo na forma conhecida.

4.2.1. Método de WKB-J

A solugdo do problema, pelo método de WKB (ver
Apéndice A) é

1
! ) C1 cos k/\/q (2") dz' | +

q(z

z

1
C5 sen k/\/q (/) dz’ ||, (3l.a)
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quando ¢(z) > 0,[N?(2) > w?], no dominio 0 < z < 1
e

W(z) =

1) Cs exp k/z/mdz’ +

_q(z /

Cyexp —k‘/\/—q (') dz" ||, (31.b)

1

onde ¢(z) < 0[N? (z) < w?], no domfnio 1 < z < co.

Se ndo existisse um nivel de transi¢ao, a solucao
seria dada ou pela Eq. (3l.a) ou Eq. (31.b), como
“esbogado” na Fig. 7 (foi usado um valor provisério de
k somente para efeito de ilustragdo grafica). Agora, na
presenca do nivel de transigao, conclui-se que o método
de WKB-J nao consegue reproduzir corretamente a mu-
danga do cardter oscilatorio para um exponencial pre-
sente na solugdo exata. Um alerta nesse sentido foi im-
plicitamente dado ao se escrever a solugdo da Eq. (29)
- uma equagao diferencial de segunda ordem - envol-
vendo quatro constantes arbitrdrias (C1, Cy, C3 e Cy).
Ou, em outras palavras, isso sugere a existéncia de al-
guma relacao entre essas constantes, a qual deve ser
determinada por outros métodos.

W(z)
i
A Z
2 o os s ) 5 )

AV

Figura 7 - Gréfico da solugao dada pelas Egs. (31.a) e (31.b) para
um valor arbitrario de k para o propésito de mostrar porque o
método de WKB falha quando o dominio da solu¢ao contém um
ponto de transigdo. Aqui, C1 =Cy4 =1, Co =C3 =0ek =14
(todos valores arbitrarios) foram usados. O ponto de transicdo
estd em z = 1, onde a solugdo “explode”.

s

4.2.2. Expansao uniforme em torno do nivel de
transicao

Uma maneira de relacionar essas constantes é obter
para a Eq. (29), uma expansao vilida na vizinhanga
de z = 1. A expansao é conseguida usando a técnica
de coordenadas esticadas (stretched coordinates), muito
comum em estudos de camadas limites. Assim, intro-
duzindo a coordenada transformada

c=a (z- 1)k = z=1+2k7, (32)
a
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a Eq. (29), com ¢(z) = 1 - z pode ser escrita como

W
W —oc W= 07 (33)
g

sey=2/3 e a=1. Esta é a forma padrao da equagao
de Airy, cujas solugdes sao perfeitamente conhecidas e
dadas por

W (0) = a14i (0) + asBi (o), (34)

onde Ai e Bi sao as fungoes de Airy da primeira e se-
gunda espécie e ay e ay sdo duas novas constantes ar-
bitrarias.

O passo seguinte consiste em determinar relagoes
entre as varias constantes arbitrarias. Uma maneira de
acoplar as solucoes dadas pelas Egs. (31.a), (31.b) e
(34) usa as expressoes assintéticas das fungoes de Airy,
obtidas de suas representagoes na forma de integrais.
No entanto, o método da transformagao de Langer pode
gerar uma unica expansao uniforme em termos dessas
fungoes especiais, isto é valida para qualquer z do inter-
valo de interesse, inclusive para as vizinhancas do nivel
de transicao.

A descrigao dessa transformacao é omitida nesse tra-
balho por questao de espago, mas o leitor encontrara na
Ref. [13] o tépico discutido de uma maneira didética e
com grande nivel de detalhamento.

W (2) = C o'/t 4i(0), (35)
—q(2)

onde

2/3

o) = | % [V=a@ar| o o

de modo que o > 0 quando z > 1, com os autovalores
dados por

-1

k]:(j—i>7r /1\/T(T)d7' . (37)

A Fig. 8 mostra a estrutura vertical de alguns mo-
dos.

A Fig. 9 mostra os raios formados pela combinacao
linear dos trinta primeiros modos verticais, notando-
se em particular o confinamento da onda na camada
[-1, 0].

Lemes e Gomes

Figura 8 - Alguns modos verticais normais j = 0, 1 e 7 (as-
sim designados pelo nimero de zeros no dominio 0 < z < 1,
onde o cardter deles é oscilatério). Observar o comportamento
da solugao na vizinhanga de z = 1, comparando-o com o da Fig. 7.

4 ) [] 2 4

Figura 9 - Solu¢ao quando ¢(z) = 1 - 2z, na forma do campo de
movimento vertical, obtido pela superposicdo dos 30 primeiros
modos. Novamente, a coordenada z é para cima e os eixos estao
em unidades arbitrarias (ua).

Apéndice
A

Nota histérica

A sigla WKB expressa as iniciais dos matematicos G.
Wentzel, H.A. Kramers e L. Brilloin que, quase simul-
taneamente mas independentemente, em 1926 publica-
ram trabalhos sobre o método (a ser apresentado nesse
apéndice) em conexao com & equagao de Schrondinger
da fisica quantica. O método WKB, no entanto, é bas-
tante similar a outro desenvolvido na Ref. [13] e a ou-
tro publicado segundo a Ref. [14]. Dal, certos autores
referirem-se ao método pelo “método de WKB-J”.
Mas, mais curioso ainda é que a esséncia desse
método ji era conhecida [15] e [16]. Alguns autores
mais recentes, como a Ref. [4], entre outros, deno-
minam o método como “o método de aproximacgao de
Liouville-Green”. O autor conseguiu achar na Ref. [13]
a “transformagao de Liouville-Green que chega aos mes-
mos resultados obtidos pelo método de WKB-J, porém
transformando ambas varidveis [(z e W (z)] de modo a
se ter uma equacao cuja parte dominante tem coeficien-
tes constantes. Grande parte do material apresentado
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a seguir é baseado essencialmente na Ref. [13]; o lei-
tor que desejar um tratamento matemético mais formal
deve consultar a Ref. [17].

Sobre o método

A equagao governante para um meio incompressivel e
estavelmente estratificado é

2
dd;v +m?(2)W =0, (A1)
onde
2 2
m? (s = 2B a0 (A

w2

é uma funcao lenta de z. A fim de enfatizar essa peculi-
aridade, é conveniente introduzir uma varidvel “lenta”
2", com e <« 1. A Eq. (A.2), escrita em termos dessa
nova varidvel? é

d2
2 "W 20T —
S +m W =0 =
EW1
—=m*(Z)W = 0. A.
12 +€2m (2) 0 (A.3)

Uma rapida andlise dessa equagao mostra que para
€ < 1, o segundo termo torna-se dominante e a solugao
da equagao é a trivial. Esse é um caso de nenhum
interesse. A fim de se obter alguma solucao nao tri-
vial, o método WKB (ou WKBJ, as vezes) serd usado
(e, é agora detalhado passo a passo) na busca dessas
solugoes. Tentando uma solugao na forma

W(z) = exp EZ(Z”)} (A.4)

onde

Z (%) =20 (3) +eZ1 (3)+2Zo () +.... (A5)

A Eq. (A.3) transforma-se em

: (Cfif) + (flz) +m?(2)=0,  (A6)

que é uma equacao diferencial nao linear, para as quais
nao existem métodos gerais de obtencao de solugoes.
Nesse ponto crucial, a expansao dada pela Eq. (A.5) é
usada, resultando
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2Zy  d*Z,  ,d*Z,
(d22 i Y +"'>+
dZy  dZ, SR
=0. A.
(d§+€d5+>+m(z)o (A7)

Reagrupando os infinitos termos da Eq. (A.7)
como coeficientes de termos de mesmas poténcias de
€, obtém-se as seguintes equagoes

dZy\*
(EO) : (dz//) + m2 (ZN) = 07 (AS)
d*Z, _dZydZ
1 0 0 1
: 2 = A.
OFE): gz +¥ g ¢ ~ 0 (4.9)
a2z dzZ:\?  _dZ,dZ
2 1 1 0 Atz
CEay (22 2 — 0(A.1
0 (=) d22+(d2> 2 AL

e assim por diante. Termos de ordem maior, bem como
mais detalhes (convergéncia, por exemplo) do método
podem ser encontrados na Ref. [17]. Em principio, as
equacoes da expansao podem ser resolvidas sequenci-
almente, mas para uma grande maioria de problemas
praticos os dois primeiros termos sao suficientes.

A Eq. (A.8) - conhecida por equagdo eiconal - tem
por solugao

Zo (3) = +i /m(g) de, (A.11)

sendo omitida a constante de integragao. E interessante
notar que se m fosse constante, a solugao da Eq. (A.3)
seria

+i

W (2) = exp Lmz] —exp[timz],  (A.12)

e, portanto

w(x,z,t) =expli(kz—wt+m z)], (A.13)

que é uma solugao do tipo onda plana. Para o caso de
m? (") # constante, a solucio até essa ordem, é

W) =exp |2 [m(©)de| -

exp ii/m(f) d¢| , (A.14)

4Este procedimento é também usado no método de escalas miltiplas, que poderia ser igualmente usado para resolver o problema em

questao.
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w(r,z,t)=exp |i [kox—wtE /m (2')dz" | [(A.15)

mostrando que, devido a presenca da integral, a com-
ponente vertical do vetor nimero de onda é dada pelo
seu valor local, pois

dZy

pRT =+im

(A.16)

Desse modo, a funcdo Zy pode ser interpretada
como a “parte” vertical da funcao de fase. Agora, o
problema de 0{¢} é resolvido.

A Eq. (A.9) pode ser diretamente integrada,® resul-
tando

7 1/2
Zi(3)=—In (dd;> = —In (&im)"/? =

—In(v/=+i) — In(v/m), (A.17)

como facilmente verificado. A solucao da Eq. (A.1),
com erro da 0{e?}, é portanto

Velocidade de grupo

N diminuindo

Lemes e Gomes

1

Ve

Cy cos /m (2")d2" | +

Cy sen /m (z")dz" ||, (A.18)
onde

N2 (2) —w?

m(z) =+ 2

k. (A.19)

Colapso do método nas vizinhangas de niveis de
transicao

Nas vizinhangas de um nivel de transigao, o método de
WKB falha, pois nesse nivel m = 0 e a onda sofre re-
flexdo total. Pode-se mostrar, como na Ref. [5] ou a
Ref. [2] que, localmente a solugdo forma uma cuspide,
como mostrado na Fig. 10.

Matematicamente, esse ponto pode ser mais bem
esclarecido, notando que a solucdo aprorimada da
Eq. (A.1), dada pela Eq. (A.18) coincide ser a solugao
exata de uma outra equagao, a saber

Vetor nimero de onda

Vetor numero de onda x

-0.5

1 1
0.5 1.0

Figura 10 - Representacao esquematica da propagagao de um pacote de ondas de gravidade internas em um meio no qual a estratificagao
diminui na dire¢do de -z. A referéncia para o eixo vertical, z = 0, corresponde ao nivel de transi¢do, no qual o pacote é totalmente
refletido. Essa solucdo é vilida somente nas proximidades do nivel de transi¢cdo. Notar que no nivel de transigdo, o vetor nimero de

onda ¢é horizontal, pois m = 0.

5Pois a) +=

o) v = % In[f (x)] e b) exp[—In(z)] = i
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% +m?(2) [1+e(2)]W =0, (A.20)

onde

2 2
e(z) = Ldm 3 (dm> : (A.21)
2m3 dz2 4 m?* \ dz
notando que para £(z) — 0, Eq. (A.20) — Eq. (A.1).
Vé-se que quando m — 0, ¢ — oo, mostrando que a
aproximagao de WKB nao é apropriada quando os raios
sofrem reflexao.

Outra pergunta pertinente é conhecer as condigoes
sob as quais essa aproximagao ¢é valida; ou, em outras
palavras, em que condigdes € (z) < 17 Isso pode acon-
tecer quando: a) m (faz o papel de um nimero de onda
vertical) for grande, o que corresponde a comprimentos
de ondas verticais (A,) “pequenos” e b) se

1 d’m A2
ol L (dm 2 ol L (Ldm 2
mt \dz m? \m dz
)\2
H—”2<< 1, (A.22b)

com H sendo uma escala tipica representativa da va-
riagao vertical da frequéncia de flutuagdo. Em suma,
desde que as variacoes do meio acontecam em escalas
bem maiores que as correspondentes da onda e auséncia
de niveis de transicao, o método de WKB ¢é uma exce-
lente ferramenta para se usar no estudo de propagacao
de ondas (em geral) em meios ndo uniformes.
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