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O presente texto trata-se de uma adaptacdo simples da caracterizagdo via séries de Fourier de uma classe de
potenciais periddicos para o reticulado cibico simples, desenvolvida originalmente no reticulado colméia, tratando
com rigor tanto as propriedades do tipo de potencial quanto as propriedades da natureza do espago reticulado.
Palavras-chave: Potencial peridédico, reticulado colméia, reticulado ctbico simples.

This text is a simple adaptation of the characterization via Fourier series of a class of periodic potentials to the
simple cubic lattice, originally developed in the honeycomb lattice, rigorously treating both the potential type

properties and the nature properties of the lattice space.
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1. Introducao

A fisica da matéria condensada de um elétron é uma sim-
plificacdo que tem tido um sucesso notével na descricao
de certas propriedades dos cristais. As nogoes bésicas de
materiais isolantes, condutores e semi-condutores podem
ser explicadas pelo espectro de energia de um tnico elé-
tron que se move sob a influéncia de um arranjo periédico
de atomos e do principio de exclusdo de Pauli [1]. O dl-
timo determina a ocupacao dos estados por elétrons nao
interagentes. No modelo de um elétron, a interacao entre
os elétrons é negligenciada e as propriedades espectrais e
de transporte do material sdo descritas pelo modelo de
uma particula do operador Hamiltoniano de Schrodinger.

De fato, em condutores e semi-condutores, elétrons
livres tém que partilhar o espago total disponivel no
interior do material - e por isso seus niveis de energia
se empilham criando uma estrutura de bandas a partir
de cada nivel de energia atémico. Em bons condutores
(metais) os elétrons est@o tdo fortemente degenerados
que eles acabam por nao contribuir de forma significativa
para a capacidade térmica do metal. Muitas propriedades
mecanicas, elétricas, magnéticas, 6pticas e quimicas dos
solidos sao consequéncias diretas da repulsao de Pauli
entre elétrons livres ou semi-livres. Para mais detalhes,
veja [1] e [2].

Descrevendo a evolugao temporal do elétron, a equagao
de Erwin Schrédinger dependente do tempo é dada por

0 h?
ih—U(t,x) = —Z—A\Il(t, x)+ V(z)¥(t,z),
m

1
o (1)
onde t é a variavel temporal, x é a varidvel espacial e
h= 2 =1,05457 x 1073*Js é a constante de Planck
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dividida por 27. O operador Hamiltoniano H sera, por
simplicidade tomando um sistema de unidades adequado
para o qual m = % e h =1, escrito como

HU(t,z) = (A + V(2))U(t,z). 2)

Ainda, é possivel reescrever a equacao usando o ope-
rador H como sendo HV = i%\ll para o qual o problema
de existéncia e unicidade das solugoes da equagao com
o estado inicial ¥y = ¥(0,-) dado podem ser reduzidos
ao problema do estabelecimento da auto-adjunticidade
para o operador linear H, ou seja, se o operador for
auto-adjunto estd garantida a existéncia e unicidade de
solugoes com estado inicial Wy.

Em [3] Fefferman e Weinstein desenvolvem, a partir
da teoria de Floquet-Bloch, uma caracterizagao para o
espectro dos operadores de Schrédinger cujo potencial é
definido no reticulado colméia. Entre outras coisas, Feffer-
man e Weinstein constroem uma classe de potenciais pe-
riédicos nesse reticulado utilizando algumas ferramentas
de mecénica quéntica e séries de Fourier. Temos por ob-
jetivo adaptar tal construgdo, enunciada na Proposicao
para um potencial no reticulado cibico simples (Pro-
posicao . Em outros termos, para x € R3, o potencial
pode ser escrito como

3
V(@) =V(0)+> > Vmcos((Sm)k-x), (3)

J=0mew

onde Vi, é real, S é uma acdo de Z* dada a partir de
uma matriz de rotacdo em R3 ¢ W é um conjunto de
classes de equivaléncia. Tal resultado é relevante pois
ele garante que qualquer potencial assumindo condigoes
necessarias de simetria no reticulado pode ser reescrito
de forma muito mais simples como somas de cossenos.
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2. Operadores de Schrodinger Periédicos

Uma vez que fons em um cristal perfeito sdo ordenados
em uma rede periédica regular, podemos considerar o
problema de um elétron em um potencial V(z) com a pe-
riodicidade de um reticulado de Bravais fundamental, ou
seja, V(z+v) = V(z) para todo vetor v do reticulado de
Bravais. Um reticulado de Bravais consiste nas configu-
ragoes bésicas que resultam da combinacao dos sistemas
de cristalizacdo com a disposicao das particulas em cada
uma das células unitarias de uma estrutura cristalina,
sendo estas células entendidas como os paralelepipedos
(no caso tridimensional) que constituem a menor subdivi-
sao de uma rede cristalina que conserva as caracteristicas
gerais de todo o reticulado, permitindo que por simples
replicacdo da mesma se possa reconstruir o solido crista-
lino completo. Cabe salientar que a periodicidade perfeita
é uma idealizacdo e as imperfei¢oes sdo realmente nédo
despreziveis, uma vez que, por exemplo, a condutibilidade
elétrica dos metais nao é infinita. Todavia, modelos sao
essenciais para a compreensao da natureza e podem, via
perturbacdes refinadas, se aproximar muito das condig¢oes
fisicas reais.

Estamos interessados em examinar propriedades gerais
da Equacao de Schrédinger, dada por

(A +V(2)(z) = eg(x) (4)

para um elétron cujo potencial V' é periddico. Elétrons
que satisfazem a Equagado de Schrodinger com potencial
periddico sao conhecidos como elétrons de Bloch e, con-
forme [4], estados estacionarios de elétrons de Bloch tem
a seguinte propriedade como uma consequéncia geral da
periodicidade do potencial V:

Teorema 2.1 (de Bloch) [5] Os autoestados 1 do Ha-
miltoniano @ podem ser escolhidos de tal forma que,
associado a cada ¥, exista um vetor de onda k tal que

U@ +v) = eMy(z) ()
para todo v no reticulado de Bravais.

Demonstragao. Para cada vetor v do reticulado de Bra-
vais, definimos o operador de translagao T;, o qual, quando
operando em qualquer fungao f(x) desloca o argumento
por v, ou seja,

T, f(z) = f(z +v).
Uma vez que o Hamiltoniano é periédico, temos

T,Hy H(x +v)Y(z+v)

= H(z)y(z +v)
— HT. (6)

Como @ vale identicamente para qualquer funcgio v,
entdo T, H = HT,. Além disso, o resultado de aplicarmos
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duas translagoes sucessivas nao depende da ordem em
que elas foram aplicadas, pois para qualquer 1(z) temos

T, Typ(x) = Ty Toyp(z) =¢(z +v+v'),  (7)
de onde vem
TvTv’ = Tv’Tv = Tv+v’~ (8)

As equagoes @ e nos mostram que os operadores T,
para qualquer v na rede de Bravais, e o Hamiltoniano H
sdo comutativos, isto é, [H,T,] = 0 para todo v na rede
de Bravais. Dada v tal que Hy = 1), temos

HT,p = T, Hi = T, (9)

logo T3 é uma autofuncdo de H com autovalor €. Uma
vez que H nio tem autovalores degenerados, conforme [6],
exite uma Unica autofungao 1 associada ao autovalor ¢,
logo T,1 é um multiplo escalar de v, ou seja, existe
1(v) € R tal que

Typ = p(v)e (10)

e 1 é simultaneamente uma autofuncdo de H e T,,. Os
autovalores p(v) dos operadores de translagao estao rela-
cionados pela condicao que, por um lado nos déa

ToTotp = p(0)Tort) = p(v)p(v')¢, (11)
e por outro lado,
Ty Top = Torrth = (o + ') (12)
De onde vem que os autovalores devem satisfazer
pu(v + o) = p(v)p’). (13)

Sejam a; os d vetores primitivos do reticulado de Bravais,
onde d é a dimensao do reticulado. Podemos escrever
w(a;) na forma pu(a;) = €25 fazendo uma escolha ade-
quada dos f3;’s. Note que o operador T, nao é necessaria-
mente auto-adjunto, logo seus autovalores nao precisam
ser reais. Segue por sucessivas aplicagdes de (13 que se
v é um vetor qualquer do reticulado de Bravais dado por

v=a1a1 + - + agqaq, (14)

entao
p(v) = plar)™ - plaq)™, (15)

0 que é precisamente

o) = ™, (16)

onde k = (B1by + - -+ + Brbg e 0s by’s sdo os vetores do
reticulado reciproco satisfazendo a; - b; = 2md;;. Portanto,
conforme [4], mostramos que podemos escolher os auto-
estados ¥ de H tais que para todo vetor v do reticulado
de Bravais, vale

Y +v) =Top = p(v)p = e*y(z),  (17)

precisamente o que queriamos demonstrar. [
Outras boas referéncias sao [7] e [§].
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3. Reticulado Colméia

Nos cristais, os atomos ou os niicleos sao distribuidos em
uma rede periédica (digamos a rede Z? por simplicidade)
de uma maneira completamente regular. Conforme (3],
vamos assumir que uma particula (elétron) no ponto
r € R? é estimulada por um potencial da forma qf(x —i)
devido a um &tomo (ou fon, ou nicleo) localizado no
ponto 7 € 78, Aqui, a constante ¢ (carga ou constante de
acoplamento, em termos fisicos) poderia ser absorvida
na funcdo f. No entanto, uma vez que vamos variar
essa quantidade de atomo para dtomo mais tarde, é ttil
escrever o potencial da forma acima. Entao, em um cristal
regular, nossa particula estd exposta a um potencial total

V()= qf(x—i). (18)

€24

A funcao f é chamada de potencial de um unico sitio
para distinguir do potencial total V. O potencial V' em
(18) é periédico com respeito ao reticulado Z?, ou seja,
V(z — i) = V(z) para todo x € R? e i € Z%. A teoria
matematica dos operadores de Schrédinger com poten-
ciais periddicos estd bem desenvolvida e baseia-se em
uma analise minuciosa das propriedades de simetria dos
operadores periddicos. Por exemplo, sabe-se que tais ope-
radores apresentam, em geral, um espectro com estrutura
de banda, isto é, para a, < b, < an+1,

o0

o(H) = | J[an:ba]. (19)

n=0

Este espectro também é conhecido como sendo espectro
absolutamente continuo, todavia, a maioria dos sélidos
nédo constitui cristais ideais [3].

Considere o reticulado colméia, ilustrado na Figura
1(a), onde os vértices sdo representados como pontos
pretos e brancos e as arestas como segmentos entre dois
vértices.

O reticulado hexagonal pode ser visto como um mo-
delo discreto do grafeno, que é uma chapa de carbono de
camada TUnica, bidimensional e com estrutura de colméia.
Assim, operadores de Schrodinger discretos no reticulado
hexagonal podem ser considerados como Hamiltonianos
discretos sobre o grafeno. Em fisica, o grafeno é um dos
mais interessantes objetos devido ao comportamento pe-
culiar dos elétrons, e operadores de Schrodinger discretos

T LT

(@ (b)

Figura 1: [9] O reticulado colméia visto como um grafo.
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sdo largamente utilizados para investigar o grafeno. Ou-
tra abordagem é no estudo de grafos quanticos. Ando,
em [9)], considera o reticulado colméia como um grafo,
cuja redistribuicdo dos sitios torna o reticulado uma
"parede de tijolos”como na Figura [Ip, o que facilita bas-
tante a construcdo da matriz truncada do operador e,
por consequéncia, o calculo dos autovalores de tal ma-
triz. A abordagem que utilizaremos para construcao do
potencial, de Fefferman e Weinstein [3], ndo abre méo da
geometria do reticulado original. Note que a complexi-
dade do reticulado estara embutida no potencial, entao
construir a matriz levando em conta um grafo mais sim-
ples do reticulado néo eliminard a influéncia do reticulado
original.

3.1. Teoria de Floquet-Bloch

Considerando-se {v1,v2} uma base em R? e o reticulado
A ={myvy + mavs : my,mo € Z} = Zuvy @ Zva, (20)

a célula do periodo fundamental é denotada por
I'={61v1+602:0<0; <1, j=1,2}. (21)

O espacgo das fungoes que sao peridédicas com respeito
ao reticulado A é denotado por LzenA = L2(R%/A).
Considerando-se um perfodo k, entdo f € L2 , se, e

somente se, para * € R? e v € A,

Fla+v) = flx)e. (22)

Como no produto escalar usual, temos z - y onde z esta
no reticulado direto e y esta no reticulado reciproco, ou
dual. Ainda, dada uma matriz M, que age sobre x no
reticulado direto, satisfaz M(x) -y = x- M*(y) onde M*
é a matriz transposta de M. Por conta disso, precisamos
também da nocao do reticulado dual, A*, definido como

A = {mlk‘l 4+ moko : M1, Mg € Z} = 7k ® Zks, (23)

onde ki e ko sdo os vetores do reticulado dual, satisfa-
zendo as relagoes k; - v; = 2md;;. Se f € Lfmﬁ’A entdo f
pode ser expandida em séries de Fourier

f(.Z‘) — Z fmeimk-x

meZ?

= X

(m1,meo)€Z?

f(ml ’m2)ei(m1k1+mzk2)-z’ (24)

com coeficientes f = {fm}mezz dados por
fo = 1 [y
T Jr
= ey, (25)
T Jr

onde |I'| representa a drea da célula de periodo funda-
mental T
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Seja V(z) o potencial real periddico com relagdo a A,
ou seja, para x € R? e v € A,

Viz+v)=V(x). (26)

Para cada k € R2, o problema do autovalor de Flogquet-
Bloch é dado por

HV¢(x7k) = N(k)¢(x7k)v (27)

oz + v k)= eik'vqﬁ(ft, k), (28)

onde z € R?, v € A e Hy = —A + V(z), cujas solugdes,
em L} 4, sdo chamados de estados de Floquet-Bloch |3].

Como a solugado do problema do autovalor ( e
1) ¢ invariante por mudanca de varidveis k — k + k,
onde k € A*, o reticulado periédico dual, os autovalores
e autofuncgoes de e podem ser considerados
como fungoes A*-periédica de k, o que é suficiente para
restringir a atencao para k variando sobre um célula
primitiva, o que é feito para utilizar-se a primeira zona
de Brillouin, B, definida como o fecho do conjunto dos
pontos k € R?, que esta mais préximo da origem do que
de qualquer outro ponto do reticulado dual. Para k € B,
defina

¢(x7 k) = eik.ip(xv k)a (29)

satisfazendo, para € R% e v € A,
Hy (k)p(z, k) = p(k)p(z, k), (30)
p(z +v,k) = p(z, k), (31)

onde
Hy(k)= —(V+ik)?* +V(z)= -Ar+V(z). (32

O problema do autovalor e tem um espectro
discreto dado por

1 (k) < us(k) < pa(k) < ... (33)

com autopares (up(k),pp(x,k)), para b= 1,2,3,.... O
conjunto {py(z,k)}p>1 pode ser tomado como um con-
junto ortonormal completo em L2, (R?/A) (conforme
Teorema Espectral, veja [10]). A funcoes pp(k) sdo cha-
madas funcoes de dispersdo de bandas. Como k varia
sobre B, uy(k) varre um intervalo fechado da reta real.
O espectro de —A + V(z) em L?(R?) é a unido desses
intervalos fechados

o(Hy) = | o(Hv (k). (34)

keB

Para mais detalhes, veja [3].

3.2. O reticulado periédico e seu dual

Seja Ay, = Zvy @ Zvs o reticulado gerado pelos vetores

da base

V3 V3

vlza(%>,v2:a(21>,a>0, (35)
2
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e o reticulado dual A}, = Zky ®Zk, é gerado pelos vetores
da base dual

1 1 A7
k—q(2>,k—q<2>,q—, (36)
1 § 2 _§ a\/g

onde kl Cv; = 27’(‘61‘]‘, |’Ul‘ = |1)2| =ae |k1‘ = |k2‘ =4q, de
OHdCVCmUl"ngg ek -ky=—%.

Por [3|, a primeira zona de Brillouin, By, é um hexa-
gono em R? representado na Figura

Denotando por K e K’ os vértices de By, estes sao
dados por K = %(kl — ko) e K'=-K = %(k}g — k).
Todos os seis vértices podem ser gerados pela aplicagao
de uma matriz de rotacdo, R, que roda um vetor em
R? em um angulo de %’T no sentido horario, levando
um vértice preto K em outro vértice preto (R(K)), que
por sua vez é levado por R no tltimo vértice preto do
hexdgono, R?(K) = R o R(K), pois se rodarmos mais
uma vez %” no sentido hordrio (o que significa aplicar R
mais uma vez), fechamos o ciclo e voltamos ao vértice
preto K, ja que R3(K) = K. O mesmo acontece com os
vértices azuis K'.

A matrix R é dada por

_1 V3
R = B 4] (37)
) 2

Os vértices de Bj caem em dois grupos, gerados pela
agao de R sobre K e K': os ponto de tipo K, satisfazendo

w - (o ) EG)- ()
()= (3 ()

Figura 2: [3] Zona de Brillouin, By, e a base dual {k1,k2}. Os
outros vértices de 13;, sdo obtidos via aplicacdo de R.
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ou seja,

e da mesma forma,

ew - (3 D))

(D) ((8)-(4)
= K-k, (40)
e R*(K) =K — ki, (41)

e os pontos de tipo K’, da mesma forma satisfazem
RK'Y=K' —ky e R*K')=K'+k. (42)

Além disso, a matriz

_1 _V3

* 2 2
R = V- (43)

2 2
aplica o reticulado periédico A, nele mesmo. Em particu-
lar, R*vy = —vg, e R*vy = v1 — vo. Para mais detalhes,

veja [3].

3.3. Potencial Colméia

Para qualquer fun¢do f definida em R2, por [3], defina

RIfl(z) = f(R*), (44)

onde R é a matriz de rotagao dada em . Um potencial
real V é um potencial colméia se existe xg € R? tal que

V(z)=V(zx—xo) (45)
tem as seguintes propriedades:

1. Para todo x € R? e v € Ay, Viz+v) =V(z);
2. V(—z) =V (z);
3. V é R-invariante, ou seja,

RV](z) = V(R*z) = V(a), (46)

onde R* é a matriz de rotacdo que gira um vetor
2™ 1o sentido anti-horério, isto é,

3

R* =R (47)

Dados os pontos A = (0,0) e B=a (%, 0), 0s quais
pertencem a uma célula unitdria periddica de Ap. De-
finindo os reticulados triangulares de tipo A e de tipo
B, Apx = A+ Ay e Ap = B + Ay, respectivamente, a
estrutura de colméia, C, é definida como a unido desses
dois reticulados triangulares

C=AsUAp (48)
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e representada na Figura

Seja V uma funcgao radial, suave e com decrescimento
rapido, a qual é vista como um ”potencial atéomico”.
Entao

V(z) =Y Vol - a) (49)

aeC

é um potencial associado com ”dtomos”’em cada sitio
da estrutura de colméia C. Pondo o = —B na equacao
, V(x) satisfaz as condigoes do potencial reticulado
de colméia.

Outro potencial interessante é o potencial 6tico no
reticulado de colméia [3]. O invélucro do campo elétrico
de um feixe de luz quase monocromaético propagando-se
através de um meio dielétrico com perfil de indice de
refracdo bidimensional satisfaz a equagdo de Schrédinger
linear

Zazw = 7Am,y1/} + V(I, y)"/’ = 07 (50)
onde z denota a dire¢do de propagagdo do feixe e (x,y)
a direcao transversa. As variagdes do indice de refracao
sao dados por um potencial de forma aproximada a

Viz,y) ~ Voleos(kr - (z,9)) + cos(ky - (2, 9))]
+ Volcos((k1 + k2) - (,9))] - (51)

Proposicao 3.1 /3] Seja V' um potencial do reticulado
colméia e assuma que K, é um ponto do tipo K ou
K'. Se ¢(x,k) é uma solugio do problema do autova-
lor de Floguet-Bloch ((27) e (28)) com k = K., entio
R[p(-, k)](z) € também uma solugio de e ([28) com
k= K..

Demonstracao. Definindo

¢r(z) = R[¢(, K.)|(2) = ¢(R'z, K.)  (52)

Figura 3: |[3] Parte da estrutura de colméia C = Aa U Ap.
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e assumindo, sem perda de generalidade, que K, = K,
se v € Ay, entdo R*v € Aj. Assim

= ¢(R*z+ R*v,K)
— eiK»R*qu(R*ZE7 K)

_ BiRK.v(ZS(R*.T,K)

_ ei(K+k2)<v¢(R*x7K)
— eiK-v¢(R*l_,K)

= eivad)R(x)v

or(x +v)

(53)
de onde R aplica

={feC>®: flatv) = T"Vf(zx),r €cR* v € Ay}

(54)
nele préprio. Além disso, ¢r(z) = ¢(R*x, K.) = ¢(y, Ky)
para y = R*z, logo

— Dur(x) = =AYy, K)ly=r-2 (55)

pela invariancia do Laplaciano por rotagoes. Denotando

y=R'ze¢(-,K,) = ¢(-), temos
[HyRlp(z) = [~A +V()|Re(z)
= [FA +V()o(Rz)
= —Apad(R*z) + V(R*2)6(R*z)

+
= —Ayo(y) + V(y)o(y)
= —Aped(RE) + V(R 2)S(R )
= Rl[-Azp(x) + V(x)¢()]
= [RHv]¢(z), (56)
de onde [Hy,R| = HyR — RHy = 0 em CF . Em
particular, Hy(z, K.) = p(x, K.), logo Hyén(x) =
uor(z), entdo Rlp(-, K.)](z) é também uma solucido de

£« @. O

Considere o potencial V(z) cuja série de
Fourier é dada por
V(z) = Z Vi eimhe (57)
meZ2
= Z V'(ml7m2)ei(m1k1+m2k2)'x.
(m1,m2)€Z2
Como V(z) = R[V](z) [3], temos
V(R*z) = Z Vimy gy i BRI+ maRE2)-a] (55
(m1,mz)€Z?
- Z ‘/(m1 mz)e[i(_m2k1+(m1_mz)sz)'$]
(m1,mz)€Z?
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Sobre potenciais periédicos no reticulado ctbico simples
3 1
pois R(k1) = ¢ <2\/§) R(ks) =g¢q < ) logo

2
1
5 —1
miq (_\/§> + maq < 0 >
2
(e

_|_ M
= q(_\ggmz fm1+f >

1
- ()
2

+  (m1—ma)q (_%@)

2
— mQ)kQ.

mlel + ngkQ =

= —kal =+ (m1 (59)

Assim, Vi, ma) = Vicma,mi—ms)- Da mesma forma, V(x) =
R2[V](z) implica Vimi,ms) = Vima—mi,—m,)- Introdu-
zindo a aplicacdo R : Z2 — 72 agindo nos indices dos
coeficientes de Fourier de V,

R(ml,mg) = (—ma, m1 — ma), (60)
RQ(m17m2> = R(—mg,ml — mg)
= (m2 —my,—m), (61)
R3(my,my) R(my —my, —my)
(mla m2)7 (62)
temos

Ainda, R(0) =0 e ker( R) = {0}. Alem disso, qualquer
m # 0 pertence a uma Orbita de R de comprimento trés.
De fato, se m = Rm, entdo (ml,mg) (—ma, m1 —ma),
ou seja my = mo = 0. Se m = R?m, entéo (m1,mg) =
( mq —|—m2, ml), IOgO mp = Mmoo = 0.

Suponha que m e n sdo nao nulos. Dizemos que m ~ n
se m e n pertencem ao mesmo 3-ciclo. A relagdo ~ é
uma relagdo de equivaléncia, que particiona Z?2 \ {0} em
classes de equivaléncia, (Z?\ {0})/ ~. Denote por S o
conjunto consistindo de exatamente um representante de
cada classe de equivaléncia. Temos, portanto, a seguinte
caracterizacdo em séries de Fourier para potenciais do
tipo reticulado colméia:

Proposicao 3.2 [5] Seja V() um potencial reticulado
colméia, com x € R?. Entdo,

V(z) = 0) + Z Vin [cos(mk - x)]
mes
+ Z Vin [cos((Rm)k -]
meS
+ Y Vi [eos((R*m)k - 2)] (64)
mes

onde V,, é real e R ¢ definida na equagio (@)
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Demonstragado. De fato, como V,, = Viz,, = Viaz,,,
entao
V(z) = V(0) (65)
meS
Como V(z) = 1 (V(z) + V(—x)), temos
Vi) +V(—x
V(i) = —( ) 2 (=2) (66)
. eimk-:rz +efimk<x
= V(0)+ Z~ Vin <2>
mes
ei(Rm)k~x +€—i(f%m)k~x
+ Z Vi ( 5
meS
ei(R2m)k~a: + efi(f%zm)k»z
+ Z Vin ( 5 .
meS
e e’

5 para w € R, segue

V(z) = V(0)+ Z Vin [cos(mk - x)]
mes
+ Z Vi [cos((Rm)k - x)]
meS
+ Z Vi [cos((R*m)k - 2)] . (67)
meS

|

4. Reticulado cibico simples

Entre os reticulados espaciais mais simples encontramos
o reticulado cibico, o qual tem sua célula do periodo
fundamental formada por um cubo regular, ou seja, oito
vértices igualmente espagados e seis faces idénticas. A
este, o qual sera tratado aqui, denomina-se reticulado
cubico simples. Se adicionarmos um ponto no centro do
cubo de periodo fundamental, o modelo muda substan-
cialmente, tornando-se um reticulado ctbico centrado no
corpo, em tradugdo livre (em inglés, BCC). Se, ao invés
disso, adicionarmos um ponto em cada face, teremos um
reticulado cubico centrado na face (FCC). Estes dois
modelos sao duais entre si, ou seja, o reticulado dual (ou
reciproco) do reticulado BCC é um FCC, e vice-versa.
Para mais detalhes, consulte [4]. No caso do reticulado
cubico simples, seu dual é ele préprio e sua primeira zona
de Brillouin é muito mais simples que nos reticulados
BCC e FCC, retratadas graficamente na Figura [4] Fare-
mos uma abordagem parecida com a abordagem de 3| no
reticulado colméia no plano, dividindo os vértices do cubo
em dois conjuntos de quatro vértices e, em cada conjunto,
obtendo a partir de um vértice do conjunto os outros trés
através de uma matriz de rotacao tridimensional. Esta
matriz serd a mesma para os dois conjuntos. Por fim,
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(a) (b)

Figura 4: Primeira zona de Brillouin para os reticulados
a)BCC e b)FCC.

descreveremos um potencial periédico cujo argumento
dependa da orbita de tal matriz.

Sejam {uj,us, uz} uma base ortonormal (vetores pri-
mitivos) em R?, o reticulado

As = {miu; + mous + mguz : my, mg, m3 € Z}
= Zu; @ Zuy ® Zus, (68)
a célula do periodo fundamental
s = {f1u1+0us+05u5 : 0 < 0; < 1, j =1,2,3}, (69)

o pardmetro a = 1 relativo ao comprimento de cada
aresta da célula de periodo fundamental e o espaco das
fungoes periddicas com respeito ao reticulado Ag, de-
notado por L2, = L*(R?/A3). Considerando-se um
periodo &, temos f € Li’AS se, e somente se, para x € R3
eu € Az, _

Flx+u) = fx)e, (70)
O reticulado dual, A3, também serd um reticulado ciibico
simples, cujo comprimento de cada aresta é 27, e é dado
por

A§ = {m1t1 + moto + msts : my, mao, mg € Z}
= Zt| ® 7ty O Zts, (71)
onde t1, ty e ts satisfazem as relagdes t;-u; = 27d;; para

i,j=1,2,3.Se f € L%er A, €ntao f pode ser expandida
em séries de Fourier

fx) = ) fme™kx (72)

meZ3

- ¥

(m1,mz,m3)€Z3

f i(m1t1+m2t2+m3t3)-x
(ml,mz)e Y

com coeficientes f = {fm}mezs dados por
1

fm = m . e_im't.yf(Y)dy (73)
3
1 .
— m e—l(mltl+m2t2+m3t3)'yf(y)dy7
I's

onde |T's| representa o volume da célula de periodo fun-
damental I's.

Um potencial V(x) é um potencial real periédico com
relacdo a A3 se, para x € R3 e u € A3, vale

V(x+u) =V(x). (74)
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4.1. O reticulado e seu dual

Considere uma base ortonormal, logo cada vetor tem
comprimento um, de Az, por exemplo,

1 (L 1 (L

1
1 1 us = 1 uz =
, U2 — 7/~ ) - T =
V6 \ o V3

u; = ——=

V2 1\,
e uma base dual de A} (vetores primitivos do espago
reciproco) de comprimento 27 dados por

2 2
V3 V3

onde u; - t; = 27d;;, 1,7 = 1,2,3. Por [4], a primeira zona
de Brillouin, B, é também um reticulado ctibico simples,
e é representada na Figura

Denotando por K e K’ dois vértices adjacentes de B,
escolhidos como K = £(t; —tz — t3) e K/ = £(—t1 —
to — t3). Todos os oito vértices podem ser gerados pela
aplicacdo de uma matriz S dada por

t, = , (76)

g
I
SINSlEe

0 1 2

% g

1 2 2
S=|-x5 —5 —% (77)

2 vz o1

NG 3 3

tal que S*(K) = K e S*(K') = K'. Os demais iterados
de S em K e K’ geram os outros seis vértices do cubo,
retratados na Figura[6] Além disso, temos S(t1) = —to,
S(t2) = t1 e S(t3) = —t3. Tais vértices caem em dois
grupos, gerados pela acao de S sobre K e K': os ponto
de tipo K, satisfazendo

S(K) = %S(tl —t2 _t3)
. % (S(t1) — S(t2) — S(ts))
= % (—to —t1 + t3), (78)
logo
S(K) = ¢ (1 —ta + 1), (79)
ou seja,
S(K) = K — t1 + ts, (80)
da mesma forma,
SHK) = %S(—tl —t2 +t3)
_ % (=S(t1) — S(t2) + S(ts))
= % (tQ —t; — t3) s (81)
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Sobre potenciais periédicos no reticulado ctbico simples

B

Figura 5: Primeira zona de Brillouin B com relacdo ponto
C no reticulado dual. Os planos de Bragg sdo as faces do cubo
de vértices A e intersectam ortogonalmente as faces do cubo de
vértices B de modo que a distancia entre cada plano de Bragg
o ponto C' seja idéntica a distancia entre o plano de Bragg e o
vértice B mais préximo.

Figura 6: A matriz S transforma pontos brancos em pontos
brancos. Da mesma forma, leva pontos pretos em pontos pretos.
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entao,
1
S*(K) = 5 (—t1 +t2 —t3), (82)
ainda,
3 1
S°(K) = 55(—t1 +to — t3)
1
= 5 (=S(t2) + S(t2) — S(ts))
1
= §(t2+t1 +t3), (83)
logo,
1
S3(K) = 5 (b +ta+ta). (84)

J& os pontos de tipo K’, da mesma forma satisfazem

1
S(K') =5 (-t +ta+t3), (85)
2 / 1
SHK') = 3 (t1 +t2 —t3), (86)
1
S}(K') = 3 (i —ta+ta). (87)
Além disso, a matriz
1 2
* 1 2 2
S'=\| &5 3 —3 (88)
2 _y2 1
/6 3 3

aplica o reticulado periédico A3 nele mesmo. Em parti-
cular,

. 1 1-v2 V3+V6 1+v2  V3—-V6
S“lz—g“1+ —_— = ug — + ug,

3 9 3 9
o* V6 —2v2 -2 1 +6+8\/§—\/§ N 2 +6+4\/§
ugy = ——uj;— | —— — | u —_— us,
2 6V3 ' 3V3 18 2 3v6 9 3
" 1+v2  Vv2-1 1-3V3 2v2 -3
S ug = + ujp ug + ug.
3 3V3 9 9

4.2. Potencial ctubico simples

A partir da construcdo do potencial do tipo colméia,
construiremos um potencial periédico tridimensional nos
mesmos moldes. Para qualquer funcio f definida em R?
defina

S[f1(x) = f(5™),

onde S* é a matriz (88). Um potencial real V' serd uma
adaptacio do potencial colméia se existe xy € R3 tal que

(89)

V(x)=V(x —x0) (90)
tem as seguintes propriedades:
1. Para todo x € R? e u € A3, V(x +u) = V(x);

2. V(—x) = V(x);
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3. V é S-invariante, ou seja,

S[V](x) = V(S*x) = V(x), (91)
onde S* é a matriz , e por ser ortogonal,
S* =8 h (92)

Proposigao 4.1 Seja V' um potencial do reticulado ci-
bico simples e assuma que K, é um ponto do tipo K ou
K'. Se ¢(x,k) é uma solugio do problema do autovalor
de Floquet-Bloch (tridimensional, adaptando e (@)
com k = K,, entdo S[¢(-,k)](x) € também uma solugio
com k = K..

Demonstragao. Definindo
ps(x) = S[o(-, Ki)](x)

e assumindo, sem perda de generalidade, que K, = K,
se u € Az entdo S*u € Az. Assim

= (57, K.) (93)

ps(x+u) = o(S*x+ 5"y, K)
ez’K~S*u¢(S*X, K)

_ eiS(K)‘u¢(S*X7 K)

" ei(K—t1+t3)-u¢(S*X’ K)
= Fuy(5*x, K)

eiK.ugﬁS(X)a (94)
uma vez que, parar =1,3ec; €Z, j =1,2,3,
3
=t,- Z cju;j = 2me, (95)
j=1

e e2™ =1, de onde S aplica

Cr. ={feC”: f(x+u) = eiK*'“f(x),x eR3ue As}

(96)
nele préprio. Além disso,
¢s(x) = ¢(5°x, K.) = ¢y, K+) (97)
para y = S*x, logo
— Axds(x) = —Ayd(y; Ku)ly=sx (98)

pela invaridncia do Laplaciano por rotagoes. Denotando
y=5x%e¢(-, K.) = ¢(), temos

[Hy S| (x) [=A. +V()ISo(x)
= [FA+V()e(5™x)
= —Agxd(5™x) + V(5"x)p(5"x)
= —Ayoly) +Vy)ey)
= —Asxp(57X) + V(5"x)9(57x)
= S[-Axo(x) + V(x)o(x)]

[SHy]¢(x), (99)
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de onde [Hy,S] = HyS—SHy = 0 em C§ . Em particu-
lar, Hy ¢(x, K) = po(x, K.), logo Hy ¢5(x) = ugs(x),
entdo S[o(-, K, )](z) é também uma solucao das equagdes

adaptadas e . O

Considere o potencial V(x) cuja série de
Fourier é dada, para m = (mq,mg, ms), por
Vix) = Z Vi etmkex
meZ3
_ Z Vmei(m1t1+m2t2+m3t3)-x. (100)
meZ3

Como V(x) = S[V](x), adaptando [3] e aplicando ao
10SSO caso, temos

V(S*X) = Z Vmei(m1t1+m2t2+m3t3)'5*x

mezZ3

= Z Vmei(hnS(t1)+m25(t2)+m3s(t3))'x
meZ3

— Z Vmei(7m1t2+m2tlim3t3).x
meZ3

= Z Vmei(m2t1_m1t2_m3t3).x (]‘0]‘)
mezZ3

pois S(t1) = —tg, S(t2) = t; e S(t3) = —t3. Assim,
Vimy,ma,ms) = Vima,—my,—mg)- Da mesma forma, V(x) =
S?[V](x) implica

1% (S*2x)

Z Vmei(m2t1fm1t2*m3t3)'5*x
mezZ3
_ Z Vmei(mgs(tl)—m15(t2)—m35(t3))'x
meZzZ3

— E Vmei(7m2t27mltl+m3t3)‘x
meZ3

— Z Vmei(7m1t17m2t2+m3t3)-x (102)

mezZ3

10g0 Vr(ml,mg,m3)
V(x) = 83[V](x) implica

meZ3

= Z Vmei(_mlS(tl)_m2s(t2)+m35(t3))'x
me7Z3

= Z Vmei(m1t27m2t17m3t3).x
meZ3

_ Z Vmei(_m2t1+m1t2—m3t3)'x, (103)
mezZ3

"/m = Vima,—mi,—ms) = V(—mh—mz,m?,) = V(—mzﬂm,—me')'
E esperado que V(x) = §*[V](x) nos faga retornar aos
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= Vima,—m1,—ms) = Vicmi,—ma,ma)- Ainda,

Sobre potenciais periédicos no reticulado ctbico simples

indices iniciais. De fato,

v (57'x)

E V ei(—m2t1+m1t2—m3t3)~S*x
m
mezZ3
_ E Vmei(—mgs(tl)+m1S(t2)—m3S(t3))-x
meZ3

— § Vmei(mgtermltler?,tg)-X

mezZ3

_ § Vmei(m1t1 +m2t2+m3t3)‘x.

meZzZ3

(104)

Introduzindo a aplicacdo S : Z3 — Z3 agindo nos indices
dos coeficientes de Fourier de V,

S(my,m2,m3) = (ma, —my, —ms),  (105)
§2(m1,m2,m3) = (=my, —ma, m3), (106)
53(m1,m27m3) = (—mg, my, —ms), (107)

§4(m1,m2,m3) = (m1, ma, m3), (108)
temos
Vi = Vo, = Vao,, = Vas,,- (109)

Ainda, S(0) = 0 e ker(S) = {0}. Além disso, qualquer
m # 0 pertence a uma 6rbita de S de comprimento
quatro. De fato, se m = Sm, entdo (m,mg,ms) =
(ma, —m1, —ms3), ou seja my = mg = m3 = 0. Se m =
S2m, entdo (my,mg, ms) = (—m1, —ma,ms), logo my =
mo = 0, mas o vetor (0,0, mg) pertence a uma 6rbita de
comprimento dois, e como dois é divisor de quatro, este
também pertence a uma Orbita de comprimento quatro.
Se m = S%m, entdo (my,ma,m3) = (—mag,my, —ms),
IOgO mip = Mo = M3 = 0.

Suponha que m e n sdo nao nulos. Dizemos que m ~ n
se m e n pertencem ao mesmo 4-ciclo. A relagdo ~ é
uma relagio de equivaléncia, que particiona Z* \ {0} em
classes de equivaléncia, (Z*\ {0})/ ~. Denote por W o
conjunto consistindo de exatamente um representante
de cada classe de equivaléncia. Temos, portanto, a se-
guinte caracterizacdo em séries de Fourier para potenciais
ctibicos simples:

Proposicao 4.2 Seja V(x) um potencial cibico simples
com x € R3. Entdo,

Vi) = V(0)+ Z Vin [cos(mk - x)]
mew

+ Z Vi cos((Sm)k - x)
mew

+ Z Vin cos((S?m)k - x)
mew

+ Y Vmcos((S*m)k - x), (110)
mew

onde Vi, € real e S é definida na equagio .
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Demonstragao. De fato, como Vin = Vg, = Vao,, =
Vasm» entao

V() = V(0)
+ Z Ven (eimk:-x + ei(gm)k:-x)

meW

mew

Como V(x) = 3 (V(x) 4+ V(—x)), temos
V(x) +V(—x)
2

imk-x —imk-x
— VO + Y Vim (e +2@ )

mew

(112)

62'(5'm)k-x 4 e*i(gm)k-x

Z m ( 2 >
meW
(ei(szm)kx e—i(Szm)k~x>

+ > Vm 5

mew

i(S3m)k-x —i(S$®m)k-x
A e ]

meW

el e iw

Como cos(w) = 3
V(0) + Z Vin [cos(mk - x)]
mew

+ Z Vin [cos((S‘m)k -x)]

meW

+ Z Vin [cos((S?m)k - x)]

mew

+ ) Vi [cos((SPm)k - x)] .

mew

para w € R, segue

V(x) =

(113)
O

5. Consideracoes Finais

Baseados nos resultados de [3] obtidos sobre uma rede
bidimensional do tipo colméia, adaptamos para um rede
cubica simples uma caracterizagao via séries de Fourier

para potenciais periédicos dos operadores de Schrodinger.

Tal resultado é relevante pois ele garante que qualquer
potencial assumindo condi¢Oes necesséarias de simetria
no reticulado pode ser reescrito de forma muito mais
simples como somas de cossenos.
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