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A existência de observáveis incompat́ıveis em mecânica quântica (MQ) é uma das suas caracteŕısticas mais
notáveis e pode ser revelada e formalizada através de relações de incerteza. A relação de incerteza de Heisenberg-
Robertson-Schrödinger (RIHRS) foi provada nos primórdios do formalismo quântico e está unipresente tanto no
ensino quanto na pesquisa em MQ. Todavia, a RIHRS possui o chamado problema da trivialidade, ou seja, ela
não fornece informação alguma sobre a posśıvel incompatibilidade entre dois observáveis se o estado no qual o
sistema foi preparado for autovetor de um deles. Este problema foi resolvido recentemente por Lorenzo Maccone e
Arun K. Pati, depois de aproximadamente 85 anos de existência da RIHRS. Neste artigo começamos fazendo uma
breve discussão sobre aspectos gerais do prinćıpio de incerteza em MQ e recapitulando a prova da RIHRS. Na
sequência apresentamos de forma simples a prova da relação de incerteza de Maccone-Pati, que pode ser obtida
usando basicamente a lei dos paralelogramos e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Palavras-chave: Mecânica Quântica, relações de incerteza

The existence of incompatible observables constitutes one of the most prominent characteristics of quantum
mechanics (QM) and can be revealed and formalized through uncertainty relations. The Heisenberg-Robertson-
Schrödinger uncertainty relation (HRSUR) was proved at the dawn of quantum formalism and is ever-present in
the teaching and research on QM. Notwithstanding, the HRSUR possess the so called triviality problem. That
is to say, the HRSUR yields no information about the possible incompatibility between two observables if the
system was prepared in a state which is an eigenvector of one of them. After about 85 years of existence of the
HRSUR, this problem was solved recently by Lorenzo Maccone and Arun K. Pati. In this article, we start doing a
brief discussion of general aspects of the uncertainty principle in QM and recapitulating the proof of HRSUR.
Afterwards we present in simple terms the proof of the Maccone-Pati uncertainty relation, which can be obtained
basically via the application of the parallelogram law and the Cauchy-Schwarz inequality.
Keywords: Quantum mechanics, uncertainty relations

1. Introdução

Podemos dizer que incerteza é parte de nossas vidas [1].
Contudo, a incerteza com que nos deparamos no dia a
dia é frequentemente algo mais nosso como observadores
do que uma propriedade intŕınseca dos entes f́ısicos com
os quais interagimos. Esta situação muda completamente
em circunstâncias onde efeitos quânticos são observaci-
onalmente importantes. Para esses sistemas a incerteza
é um caráter fundamental, ou seja, simplesmente não
podemos, em geral, prever o que vai acontecer no futuro,
mesmo quando temos toda informação que podemos ter
sobre a história do objeto que estamos analisando [2–6].

Para sistemas cuja descrição requer o uso das regras
da Mecânica Quântica (MQ) [7–10], só podemos prever
a probabilidade (chance ou frequência relativa) de um
evento ocorrer. Esse fato pode ser atribúıdo à existência,
em MQ, de observáveis incompat́ıveis (OI). Como esses
observáveis são representados por matrizes Hermitianas
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que não comutam, e que por conseguinte não podem
compartilhar todos os autovetores, podemos, através da
medida de um deles, preparar um estado que é uma su-
perposição coerente dos autovetores de outro observável.
Nesse caso, a incerteza sobre esse último observável é
necessariamente não nula, o que é associado com uma
“largura” (medida em geral usando o desvio padrão ou
variância) não nula da distribuição de probabilidades
(DP) para os seus autovalores.

Se preparamos um sistema f́ısico no estado |ξ〉 via
a medida de um observável Ĉ [9], podemos utilizar a
estrutura cinemática da MQ para obter restrições sobre o
quão pequeno pode ser o produto ou soma das incertezas
sobre outros dois observáveis Â e B̂ [11–14]. Esse tipo de
desigualdade, que é chamada de relação de incerteza (RI)
de preparação (RIP), depende de |ξ〉 e dos observáveis
considerados e será o tema principal desse artigo.

O objetivo de uma RIP é identificar a incompatibili-
dade, dependente de estado, de dois observáveis através
da geral impossibilidade de prepararmos o sistema f́ısico

Copyright by Sociedade Brasileira de F́ısica. Printed in Brazil.

www.scielo.br/rbef
mailto:jonas.maziero@ufsm.br


e4306-2 A relação de incerteza de Maccone-Pati

de interesse em um estado para o qual ambas as dis-
tribuições de probabilidade (para os autovalores desses
observáveis) tenham variância nula. A presença frequente
desse tipo de RI nos livros texto de MQ aponta para a
sua importância didática no contexto do aprendizado dos
fundamentos dessa teoria. Ademais, as RI têm diversas
aplicações práticas, indo desde a justificativa para a uti-
lização de um campo escalar complexo em MQ [15] até
áreas tais como criptografia quântica [16] e testemunho
de emaranhamento quântico [17,18].

Existem vários outros aspectos sobressalentes do prin-
ćıpio de incerteza da MQ [19], alguns dos quais menciona-
remos neste parágrafo. Dentro do contexto da Ciência da
Informação Quântica [20], especialmente em Criptografia
Quântica [21], RI erro-perturbação são particularmente
importantes por fornecerem limites entre a quantidade de
informação que podemos extrair através de medidas feitas
sobre um sistema e a consequente perturbação que será
infringida sobre o seu estado [22–24]. Vale mencionar que,
como ao medir um observável para extrair informação
sobre o sistema em geral modificaremos a DP de outro ob-
servável, as RI erro-perturbação também são conhecidas
como RI para medidas conjuntas de observáveis. Por ou-
tro lado, o reconhecimento de que correlações quânticas,
tais como emaranhamento [25,26] e discórdia [27,28], po-
dem ser utilizadas como um recurso para a manipulação
mais eficiente de informação, motivou a proposta de RI
com memórias quânticas [29,30]. Aqui, se mostrou que as
limitações nas incertezas sobre OI de um sistema podem
ser enfraquecidas se os observadores estiverem quantica-
mente correlacionados com ele. Ademais, RI entrópicas,
independentes de estado, podem ser obtidas que vincu-
lam as “entropias” das DP dos autovalores de OI [31].
Outro tipo importante de RI na MQ são as que envolvem
parâmetros que não são representados por operadores
Hermitianos, tais com tempo ou fase [32]. Um exemplo
desse tipo de RI é a RI energia-tempo, que possui um pa-
pel fundamental para o estabelecimento de limites para
a rapidez de mudança de estados quânticos, o que pode
ser utilizado, por exemplo, para limitar a eficiência de
um processador quântico de informação [33]. É curioso
observar que, como boa parte das RI mencionadas acima
envolve a medida do valor médio do produto de dois OI e
ÂB̂ não é um operador Hermitiano, elas não são experi-
mentalmente acesśıveis [34]. Recentemente um esquema
foi proposto para tornar posśıvel a verificação experimen-
tal de RI envolvendo o valor médio de ÂB̂ [35,36], mas
tal técnica ainda não foi colocada em prática.

A sequência desse artigo está organizada da seguinte
maneira. Na Sec. 2 discutimos a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e sua aplicação na obtenção da relação de incer-
teza de Heisenberg, Robertson e Schrödinger (RIHRS).
Depois de discutir o problema da trivialidade da RIHRS,
provamos, na Sec. 3, a relação de incerteza de Maccone
e Pati (RIMP). Em contraste com a RIHRS, a RIMP
fornece limites inferiores não nulos para a soma das
variâncias de dois observáveis sempre que o estado do

sistema não for autovetor simultâneo de ambos os ope-
radores Hermitianos correspondentes; portanto a RIMP
pode ser vista como um aperfeiçoamento da RIHRS. Por
fim, depois de apresentar um exemplo de aplicação dessas
relações de incerteza na Sec. 4, alguns comentários finais
são inclúıdos na Sec. 5.

2. A relação de incerteza de
Heisenberg-Robertson-Schrödinger e
o problema da trivialidade

Devido à sua importância para as provas dos resultados
que discutiremos neste artigo, iniciaremos recapitulando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz (DCS). A DCS esta-
belece que para quaisquer dois vetores não nulos |ψ〉 e
|φ〉 em um espaço de Hilbert H [9], temos que

〈ψ|ψ〉〈φ|φ〉 ≥ |〈ψ|φ〉|2, (1)

com igualdade ocorrendo se e somente se |ψ〉 e |φ〉 são
colineares. Lembramos que a função produto interno entre
dois vetores |ψ〉 e |φ〉 é definida por: 〈ψ|φ〉 = |ψ〉†|φ〉, onde
x† denota o transposto conjugado do vetor (ou matriz) x.
Observamos que uma maneira simples de provar a DCS
é através da positividade da norma,

‖|ξ〉‖ =
√
〈ξ|ξ〉 ≥ 0, (2)

aplicada ao vetor |ξ〉 = |ψ〉−(〈φ|ψ〉/〈φ|φ〉)|φ〉. A condição
para igualdade na DCS pode ser inferida do fato de que
‖|ξ〉‖ = 0 se e somente se |ξ〉 é o vetor nulo.

Vejamos como a DCS pode ser aplicada para a ob-
tenção da relação de incerteza de Heisenberg, Robertson
e Schrödinger (RIHRS). Consideremos Â e B̂ dois ob-
serváveis quaisquer de um sistema f́ısico preparado no
estado |ξ〉. Vamos utilizar 〈X̂〉 = 〈ξ|X̂|ξ〉 para denotar o
valor médio de qualquer operador X̂ e I para o operador
identidade em H. Definiremos

|ψ〉 = (Â− 〈Â〉I)|ξ〉 e |φ〉 = (B̂ − 〈B̂〉I)|ξ〉 (3)

e os substituiremos na DCS. Primeiramente notamos que

〈ψ|ψ〉 = Var(Â) e 〈φ|φ〉 = Var(B̂), (4)

com Var(X̂) = 〈(X̂ − 〈X̂〉I)2〉 sendo a variância de X̂.
Verificamos ainda que

〈ψ|φ〉 = 〈ÂB̂ − 〈Â〉〈B̂〉I〉 (5)
= 2−1〈{Â, B̂} − 2〈Â〉〈B̂〉I〉+ 2−1〈[Â, B̂]〉,

onde

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â e {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â (6)

são, respectivamente, o comutador e anticomutador de
Â com B̂. Como {Â, B̂} e [Â, B̂] são, respectivamente,
operadores Hermitianos e anti-Hermitianos, seus valores
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médios são, respectivamente, números reais e imaginários
puros. Com isso, considerando que

|〈ψ|φ〉|2 = (Re〈ψ|φ〉)2 + (Im〈ψ|φ〉)2, (7)

depois de algumas manipulações a DCS nos leva à RIHRS
[11–13]1:

Var(Â)Var(B̂) ≥ (CovQ(Â, B̂))2 + 2−2|〈[Â, B̂]〉|2 = T1,
(8)

onde CovQ(Â, B̂) = 2−1(Cov(Â, B̂) + Cov(B̂, Â)) com
Cov(X̂, Ŷ ) = 〈X̂Ŷ 〉 − 〈X̂〉〈Ŷ 〉 sendo a covariância entre
os observáveis X̂ e Ŷ .

Vamos considerar agora o problema da trivialidade da
RIHRS. Sem perda de generalidade, vamos supor que o
sistema foi preparado em um estado que coincide com um
autovetor de Â, ou seja, |ξ〉 = |aj〉 com Â|aj〉 = aj |aj〉 e
aj ∈ R. Nesse caso não é dif́ıcil verificar que Var(Â) =
CovQ(Â, B̂) = 〈[Â, B̂]〉 = 0. Com isso, a RIHRS fica

0Var(B̂) ≥ 0, (9)

e não nos fornece informação alguma sobre a posśıvel
incompatibilidade entre os observáveis Â e B̂. Na próxima
seção apresentaremos a prova de uma relação de incerteza
que evita o problema da trivialidade, testemunhando a
incompatibilidade entre dois observáveis mesmo quando
o sistema for preparado em um de seus autovetores.

3. A Relação de incerteza de
Maccone-Pati

Em contraste com a RIHRS, a relação de incerteza de
Maccone-Pati (RIMP), que provaremos nesta seção, li-
mita a soma das variâncias dos observáveis [14]:

Var(Â) + Var(B̂) ≥ max(L1, L2), (10)

com

L1 = 2−1|〈ξ|(Â± B̂)|ξ⊥〉|2, (11)
L2 = ±i〈[Â, B̂]〉+ |〈ξ|(Â± iB̂)|ξ⊥〉|2, (12)

onde |ξ⊥〉 é qualquer vetor normalizado ortogonal a |ξ〉.
Os sinais nas Eqs. (11) e (12) são escolhidos, respectiva-
mente, para maximizar L1 e L2. Claro, como a RIMP
vale para qualquer |ξ⊥〉, buscaremos o vetor que leve
ao maior limite inferior para a soma das variâncias. É
importante notar que os limites inferiores L1 e L2 serão
nulos somente se o estado do sistema, |ξ〉, for um autove-
tor comum dos dois observáveis Â e B̂. Vale mencionar
que a RIMP já foi verificada experimentalmente no caso
especial de observáveis representados por operadores
Hermitianos e unitários [38].
1Embora essa desigualdade seja comumente chamada de relação
de incerteza de Heisenberg, aqui preferimos atribúı-la também a
Robertson e Schrödinger, que a obtiveram de forma mais geral.
Uma demonstração alternativa da RIHRS pode ser encontrada na
Ref. [37].

Vale enfatizar também que a novidade na RIMP não
é simplesmente a utilização da soma das variâncias em
lugar do produto. Podemos facilmente obter uma RIHRS
envolvendo soma de variâncias partindo de (σA−σB)2 ≥
0, com o desvio padrão do observável X̂ sendo definido
como σX =

√
Var(X̂). Essa desigualdade implica que

Var(Â) + Var(B̂) ≥ 2σAσB ≥ |〈[Â, B̂]〉| = T2, (13)

com a última desigualdade sendo um caso particular da
RIHRS, Eq. (8). No entanto, pode-se verificar que se o
estado no qual o sistema foi preparado for um autovetor
de um dos observáveis, a relação de incerteza na Eq. (13)
também apresenta o problema da trivialidade.

3.1. Prova do primeiro limite na RIMP

Para provar a RIMP, faremos uso da lei dos paralelogra-
mos, que está ilustrada na Fig. 1 e estabelece que, para
quaisquer dois vetores |ψ〉 e |φ〉 no espaço de Hilbert H,
a seguinte igualdade é verdadeira:

2(‖|ψ〉‖2+‖|φ〉‖2) = ‖(|ψ〉+|φ〉)‖2+‖(|ψ〉−|φ〉)‖2. (14)

Vamos inserir os vetores definidos na Eq. (3) na lei
dos paralelogramos, Eq. (14). Como ‖|ψ〉‖2 = Var(Â) e
‖|φ〉‖2 = Var(B̂) teremos

Var(Â) + Var(B̂)
= 2−1(‖(|ψ〉+ |φ〉)‖2 + ‖(|ψ〉 − |φ〉)‖2) (15)
≥ 2−1‖(|ψ〉 ± |φ〉)‖2 (16)
= 2−1(〈ψ| ± 〈φ|)(|ψ〉 ± |φ〉)〈ξ⊥|ξ⊥〉 (17)
≥ 2−1|(〈ψ| ± 〈φ|)|ξ⊥〉|2 (18)
= 2−1|〈ξ|(Â± B̂)|ξ⊥〉 − (〈Â〉 ± 〈B̂〉)〈ξ|ξ⊥〉|2 (19)
= 2−1|〈ξ|(Â± B̂)|ξ⊥〉|2 = L1. (20)

Obtivemos a desigualdade na Eq. (16) a partir da igual-
dade na Eq. (15) utilizando a positividade da norma.
Passamos de (16) pra (17) e de (19) pra (20) usando
um vetor |ξ⊥〉 normalizado e ortogonal ao estado do sis-
tema |ξ〉. Já a desigualdade na Eq. (18) é consequência
da desigualdade de Cauchy-Schwarz, Eq. (1). O sinal

Figura 1: Lei dos paralelogramos: A soma dos quadrados das
diagonais de um paralelogramo é igual à soma dos quadrados dos
seus lados. Em termos das normas dos vetores correspondentes,
essa lei se traduz na Eq. (14).

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0014 Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, vol. 39, nº 4, e4306, 2017



e4306-4 A relação de incerteza de Maccone-Pati

nas equações acima indica se usaremos ‖(|ψ〉+ |φ〉)‖2 ou
‖(|ψ〉−|φ〉)‖2 ao passarmos de (15) pra (16) e é escolhido
de forma a maximizar L1.

3.2. Prova do segundo limite na RIMP

Aplicando os mesmos procedimentos da última sub-seção,
podemos verificar que

‖(|ψ〉 ± i|φ〉)‖2 = (〈ψ| ∓ i〈φ|)(|ψ〉 ± i|φ〉)
= ‖|ψ〉‖2 + ‖|φ〉‖2 ± i(〈ψ|φ〉 − 〈φ|ψ〉)
= ‖|ψ〉‖2 + ‖|φ〉‖2 ± i〈[Â, B̂]〉 (21)

e

‖(|ψ〉 ± i|φ〉)‖2 = (〈ψ| ∓ i〈φ|)(|ψ〉 ± i|φ〉)〈ξ⊥|ξ⊥〉
≥ |(〈ψ| ∓ i〈φ|)|ξ⊥〉|2

= |〈ξ|(Â∓ iB̂)|ξ⊥〉 − (〈Â〉
∓i〈B̂〉)〈ξ|ξ⊥〉|2

= |〈ξ|(Â∓ iB̂)|ξ⊥〉|2. (22)

Assim, se utilizamos i|φ〉 em lugar do |φ〉 na lei dos
paralelogramos, como ‖i|φ〉‖ = ‖|φ〉‖, obteremos

2(Var(Â) + Var(B̂)) ≥ Var(Â) + Var(B̂)± i〈[Â, B̂]〉
+|〈ξ|(Â± iB̂)|ξ⊥〉|2, (23)

da qual prontamente obtemos o limite L2 da Eq. (12). O
sinal na Eq. (23), que está relacionado a qual dos termos
‖(|ψ〉 ± i|φ〉)‖2 na Eq. (14) aplicaremos a desigualdade
(22), é escolhido de modo a maximizar L2.

4. Exemplo: Complementaridade para
um qubit

Nesta seção, vamos olhar para um sistema de dois ńıveis,
um qubit, preparado no estado

|ξ〉 = 2−1/2(|0〉+ eiα|1〉), (24)

com |0〉 e |1〉 sendo os autovetores da matriz de Pauli
Ẑ = |0〉〈0| − |1〉〈1| e α ∈ [0, 2π). Claro, tudo que será
dito nesta sub-seção vale para o popular exemplo da
part́ıcula de spin 1/2 medida via aparatos de Stern-
Gerlach [8]. Consideraremos a aplicação das RIHRS e
RIMP para indicar a bem conhecida incompatibilidade
entre os observáveis Ẑ e X̂ = |0〉〈1| + |1〉〈0|. Pode-se
verificar que para o estado preparado: 〈Ẑ〉 = 0, 〈X̂〉 =
cosα e 〈ẐX̂〉 = −〈X̂Ẑ〉 = i sinα. Com isso temos que
CovQ(X̂, Ẑ) = 0 e |〈[X̂, Ẑ]〉|2 = 22 sin2 α. Os dois limites
inferiores nas RIHRS das Eqs. (8) e (13) são então dados
por

T1 = 2−2T 2
2 = sin2 α. (25)

Levando em conta que neste exemplo existe um único
vetor normalizado ortogonal a |ξ〉: |ξ⊥〉 = 2−1/2(|0〉 −
eiα|1〉), depois de alguns cálculos simples, obtemos os
limites impostos pela RIMP, Eqs. (11) e (12):

L2 = 2L1 = 1 + sin2 α. (26)

Figura 2: Limites para as variâncias dos observáveis X̂ e Ẑ
impostos pelas relações de incerteza de Heisenberg-Robertson-
Schrödinger (T1 e T2) e de Maccone-Pati (L1 e L2) para um
qubit preparado no estado |ξ〉 = 2−1/2(|0〉 + eiα|1〉).

Esses quatro limites para as variâncias de X̂ e Ẑ estão
mostrados na Fig. 2. Vemos que embora o comporta-
mento qualitativo geral das curvas seja parecido, exis-
tem importantes diferenças quantitativas para as fases
α = {0, π, 2π}. Para esses valores de α, o estado no qual
o sistema foi preparado, |ξ〉, é um autovetor de X̂ e, em
contraste com a RIMP, a RIHRS, devido ao problema
da trivialidade, não é capaz de indicar que a largura da
distribuição de probabilidades para os autovalores de Ẑ
não é nula.

5. Considerações finais

Neste artigo, depois de discutir brevemente alguns as-
pectos do prinćıpio de incerteza da Mecânica Quântica
(MQ), apresentamos uma prova didática da relação de
incerteza de Maccone-Pati (RIMP) e exemplificamos sua
aplicação em um sistema de dois ńıveis. É um fato curioso
que uma restrição tão importante dentro da MQ como a
RIHRS tenha um problema relevante que, embora pro-
vavelmente tenha sido notado por vários professores e
pesquisadores da área, foi resolvido tanto tempo após
sua concepção. Esperamos portanto que a demonstração
simples da RIMP que apresentamos neste artigo sirva
de motivação para que ela seja prontamente inclúıda
nas disciplinas de MQ de cursos de graduação e de pós
graduação em F́ısica e áreas correlatas.
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São Paulo, 2011).

[8] J.J. Sakurai e J. Napolitano, Mecânica Quântica Mo-
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