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As aproximagdes de campo médio de Pierre Weiss e de Bethe-Peierls sdo implementadas para o modelo
de Ising para ferromagnetismo, salientando-se o papel das flutua¢des espaciais dos momentos magnéticos loca-
lizados. Na aproximagdo de Bethe-Peierls, embora a Hamiltoniana ndo seja de particulas independentes, nds
mostramos uma forma simples de se obter a energia média da rede utilizando a funcgdo de correlagio spin-
spin. N6s também comparamos a correlagdo de spins primeiros vizinhos calculada em ambas as aproximagdes
com a solugdo exata para o sistema bidimensional de spins 1/2. Essa comparagéo deixa clara a supremacia da
aproximacio Bethe-Peierls sobre a de Pierre Weiss.

Palavras-chave: campo médio, Bethe-Peierls, Ising.

The Pierre Weiss and Bethe-Peierls mean-field approximations are implemented for the ferromagnetic Ising
model, with emphasis in the spatial fluctuations of the localized magnetic moments. Although in the Bethe-
Peierls approximation we do not have a single-particle Hamiltonian, we present a simple way to obtain the
mean energy of the lattice using the spin-spin correlation function. We also compare the next-nearest neighbor
spin-spin correlation calculated in both mean-field approximations with the exact result for the two-dimensional
lattice of 1/2 spin. This comparison shows clearly the supremacy of the Bethe-Peierls method over the Pierre

Weiss one.
Keywords: mean-field, Bethe-Peierls, Ising.

1. Introducao

O comego do século passado marca o inicio da
aplicacdo da Mecanica Estatistica ao estudo dos mate-
riais ferromagnéticos, ou seja, daqueles materiais que
abaixo (acima) de determinada temperatura apresen-
tam (ndo apresentam) magnetizacao espontanea, isto &,
magnetizagdo mesmo na auséncia de campo externo.
Exemplos eram conhecidos, como Fe, Ni e Co, e ligas
contendo esses materiais. O grande nome nesse es-
tudo € o de Pierre Weiss, que introduziu a idéia de
que cada dominio magnético num material estd su-
jeito a um campo proporcional a magnetizacdo total
da amostra [1]. Esse campo, denominado molecular
ou de Weiss, deve-se as interacdes de troca entre os

momentos magnéticos do material, algo que na época
de Weiss era desconhecido e cuja origem foi eluci-
dada somente com a teoria de Heisenberg [2]. A teo-
ria de Weiss € aproximada e constata-se que melho-
rias s@o necessdrias quando se confronta as suas pre-
visdes com os resultados experimentais. Dentre as
muitas tentativas para se construir uma teoria melhor
estd a aplicacdo feita por P.R. Weiss [3] (que ndo € o
Pierre Weiss) da teoria de Bethe e Peierls [4, 5], cuja
idéia para descrever o ferromagnetismo € bem simples:
considera-se de forma exata a interagdo entre um deter-
minado momento magnético e seus primeiros vizinhos,
enquanto estes por sua vez sdo submetidos a um campo
molecular andlogo aquele proposto por Pierre Weiss.
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Como veremos, esse procedimento fornece tempera-
turas criticas mais préximas dos valores exatos e des-
creve bastante bem as propriedades termodinamicas
longe da criticalidade, onde as flutuacdes espaciais do
pardmetro de ordem sido menores. Por exemplo, a teo-
ria de Bethe-Peierls (BP), também as vezes denomi-
nada de Bethe-Peierls-Weiss, prevé corretamente que
a temperatura critica do modelo de Ising [6] em uma
dimensao seja nula, enquanto a teoria de Pierre Weiss
(PW) prevé erroneamente uma temperatura critica nao
nula.

Por mais que se melhore uma técnica de campo
médio ela nunca competird com as abordagens exatas.
No entanto, ela permite que se faga um estudo prelimi-
nar do modelo com um esforgo relativamente pequeno,
e que pode servir de base para implementacdes mais
sofisticadas. Vamos ver detalhadamente como essas
duas teorias de campo médio, a de PW e a de BP, se
aplicam no caso de um modelo bem simples mas de
grande importancia: o modelo de Ising. Os resultados
aqui demonstrados podem ser encontrados em diversas
referéncias [7, 8, 9, 10]. No entanto, comumente as
teorias de campo médio sdo apresentadas utilizando-
se andlise combinatorial (isto é, atridves de contagens
de spins, ou pares de spins, numa determinada rede),
nem sempre tdo 6bvia [7, 8]. Acreditamos que nossa
abordagem seja bem mais transparente ao enfatizar o
papel das flutuacdes do pardmetro de ordem. Além
disso, apresentamos uma formulac@o simples para se
obter a energia média da rede na aproximacdo BP, uti-
lizando a fun¢do de correlac@o de pares de spins vizi-
nhos préximos. Por fim, fazemos uma comparagao,
rara de se encontrar na literatura, entre a funcdo de
correlag@o de primeiros vizinhos exata com as advin-
das das duas aproximagdes de campo médio, o que per-
mite dar os devidos créditos a aproximagdo BP quando
comparada com a de PW.

2. Modelo de Ising para ferromag-
netismo

O modelo de Ising descreve a interagdo entre /N spins
fixos numa rede. As varidveis de spin sdo classicas, ao
contrdrio do que ocorre no modelo de Heisenberg [2]
que tem o mesmo objetivo mas os spins sdo quanticos.
O modelo ¢ definido pela Hamiltoniana [6]

H=-J) SS;, )

<ij>
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onde S;, chamado spin de Ising, pode ter valores in-
teiros ou semi-inteiros no intervalo —S < S; < S,
com S também inteiro ou semi-inteiro. Os indices ¢
ou j rotulam os NV sitios de uma rede com niimero de
coordenacdo ¢ (isto €, cada sitio tem ¢ vizinhos). A
interacdo entre um par de spins primeiros vizinhos, de-
notado por < 7j >, é dada pela constante JJ. Quando
J for positivo (negativo) os spins tendem a se orien-
tar paralelamente (antiparalelamente) uns aos outros
e assim formar uma fase ferromagnética (antiferro-
magnética). Neste artigo vamos trabalhar apenas com
J > 0.

Em 1925 Ernst Ising, entdo aluno de doutorado de
Wilhelm Lenz, resolveu analiticamente o modelo uni-
dimensional descrito pela Hamiltoniana acima, modelo
esse que hoje leva o seu nome. Concluiu corretamente
que o modelo tinha uma transi¢do ferromagnética a
temperatura zero. Conjecturou, erroneamente, que o
mesmo aconteceria em duas dimensdes. A solucdo
exata em duas dimensdes, obtida por Onsager [11] em
1944, mostrou que a temperatura critica é dada por
2kpT. = J/ln(\/§ + 1). Pouco antes, em 1941, uti-
lizando argumentos de dualidade, Kramers e Wannier
encontraram esse mesmo valor e em 1936 Peierls ja
havia conjecturado que, ao contrdrio da previsdao de
Ising, essa temperatura critica seria ndao nula. A Ref.
[12] apresenta uma revisdo histéria sobre o modelo de
Ising.

Nas secdes seguintes apresentamos duas apro-
ximacgdes ao modelo de Ising, que ao contrario das
solugdes exatas, podem ser implementadas para qual-
quer valor de spin, em qualquer dimensdo, com ou sem
campo externo. Dessa forma constituem abordagens
importantes, mesmo sendo aproximagdes, particular-
mente quando se estuda modelos mais sofisticados.

3. Campo médio de Pierre Weiss

A idéia de Pierre Weiss (PW) € considerar que cada
spin da rede esteja submetido a um campo proporcional
a magnetizacdo da amostra. Como magnetizagdo
¢ uma média sobre todos os spins, ao se fazer tal
hipétese despreza-se flutuagcdes espaciais desse campo.
E essa aproximacio que torna a teoria de campo médio
(TCM) simples e atraente, porém, de aplicabilidade
reduzida muito proximo a uma transi¢do de fase ja
que neste caso as flutuagdes espaciais dos spins sdo
enormes.

Desviando-nos do procedimento usual de se es-
crever esse campo médio como sendo proporcional a
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magnetizagio, vamos implementar a TCM de maneira
a enfatizar o papel das flutuagdes espaciais dos spins.
Definindo a flutuagdo do spin do i-ésimo sitio como
sendo

AS; =5, —5;, 2)

onde S; é o valor médio termodinamico de S; (definido
na Eq. (7) abaixo), podemos reescrever a Eq. (1) da
seguinte maneira

AS;AS;) . 3)

Desprezando-se todos os termos envolvendo pro-
dutos de flutuacdes espaciais em sitios dististos, isto é,
todos os termos AS;AS;, teremos a Hamiltoniana na
aproximacdo PW:

—JZ SiS; +

—JZ SS SiS; +5;S;) 4)

(AS; + SAS;) =

onde jd trocamos AS; por S; — S; na tltima igualdade.
Para o caso ferromagnético, invariancia translacional
implica que S; = S = 5, sendo S a magnetizacio do
sistema em umdades de gup e por spin, e portanto

HPW _g S (4% + 2458,)

=—Jg) (-5%/2+58))

= H", 5)

sendo que a dltima igualdade define a Hamiltoni-
ana H iP W Observe que nessa Hamiltoniana aproxi-
mada cada spin S; estd submetido a um campo
magnético efetivo dado por .J¢.S, portanto proporcional
a magnetizacdo média. Dai o nome de aproximacdo
de campo médio para o procedimento. Essa Hamil-
toniana € bem mais simples que a inicial, uma vez
que ndo contém termos quadraticos; € uma Hamiltoni-
ana de spins independentes. Seu espectro de energias
¢ dado pela soma dos autovalores das Hamiltonianas
HFPW . Para uma dada configuragdo de spins {S} =
{S1,52,...,5n}, a energia total é E{S} = >, Eg,,
sendo Eg, os autovalores de HY'" dados por

Eg, = —JqSS; + JgS%/2 . (©6)
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Portanto, a magnetizagdo em unidades de gup,
e por spin, é (novamente usando invariancia transla-
cional)

_ _ . SieiﬁESi d
5 = Si:Z{Sz}—E

Sy A O

sendo v = J¢3S e Z; a fungio de parti¢io do i-ésimo
sitio dada por

S

Z; = Z e PEs; — 6—qu§2/2 Z oS

{S:} S;=—S

TS /2 sinh~(S +1/2)
sinh(~y/2)

A 1tltima soma acima é simples de ser feita [13].
Levando Z; a Eq. (7) obtemos

®)

S =(S+1/2)cothy(S+1/2) — §coth %

onde a ultima igualdade define a fungdo de Brillouin
Bs(z) [13]. Lembrando que v = JgB3S, a Eq. (9)
implica que a solugdo S pode ser obtida resolvendo-se
a equagdo S = SBg(JqB3SS), que tem solugio nio
nula (ou nula) se a inclinagio da fun¢do SBg(JgB3S5S)
em S = 0 for maior (ou menor) que a unidade, como
ilustra a Fig. 1.

Sendo assim, a temperatura critica, , € aquela
que torna essa inclinacdo igual a unidade [14]:

rPw
Tc

inclinagdo em TV = S 7¢B.5 = 1

e 108(S+1) . (10)

Esse resultado foi obtido em 1907 de forma equiv-
alente a apresentada acima [1]. Nossa dedugio, no en-
tanto, enfatiza que a aproximacdo de campo médio de
Pierre Weis despreza as flutuagdes espaciais dos spins,
quando retira de H termos proporcionais a AS;AS.
Para enfatizar isso, calculemos a correlagdo G; ; entre
um spin S; e outro Sj, situados em pontos distintos na
rede, que € definida por

— 1
Gi’j = ASZAS] = E Z SiSje_BH—

{5}
S;S; . (11
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Figura 1 - Método grifico para solugdo da equagdo S =
SBS(Jq/BSS‘), aqui ilustrado para o casode S = 1/2eq = 4,
onde B;2(z) = tanh(z). A solugdo S, indicada na legenda,
numa dada temperatura 7" € encontrada pela interse¢do da reta
y = S, linha cheia, com a fungio y = 0.531/2(2JBS'), represen-
tada com simbolos para diversas temperaturas. Para kgT/J > 1
a dnica intersegdo ocorre quando S = 0. Para kgT/J < 1 além
de S = 0 temos uma solugdo ndo nula (indicada pelas setas). E
f4cil ver que se a fungdo de Brillouin By /»(2J35) tiver inclinagdo
maior (menor) que a unidade teremos solugdo ndo nula (nula).
Entdo, a temperatura critica 77"V é encontrada pela condicdo de
inclinagdo unitdria da func¢do de Brillouin.

Na aproximacdo PW, H ~ ", H ,f W e assim

1
Z Z SiSje_ﬁZk HEW
{s}

1 PW PW

Z —BH] Z —BHPW _

S g e BXR ALY Sie e T =
{s} {s:} {55}

Y e PR Y 5s; (12)
{S#5:,55}
e portanto G; ; = 0 qualquer que seja a separacdo (ndo
nula) entre os spins S; € S;, ou seja, ndo hé correlagio
espacial entre os spins nessa aproximagdo de campo
médio, sendo esse o seu maior defeito.

O fato da magnetizagio S ser nio nula para tem-
peraturas abaixo de X", e ser nula para tempera-
turas acima desse valor, confere a ela a denominagao
pardmetro de ordem, pois ela nos indica que acima
de TCP W os spins estdo desordenados, enquanto que
abaixo de T’ existe alguma ordem. Um dos aspectos
mais fascinantes da teoria das transi¢cdes de fase estd
em prever como o parametro de ordem (ou mesmo ou-
tras fungdes termodindmicas) se comporta préximo da
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temperatura critica. No caso da magnetizacdo S obtida
pela aproximacgdo de PW ¢ facil mostrar, utilizando as
Egs. (9) e (10), que para T < TPW tem-se (usa-se que
Bs(yS — 0) = (S 4+ 1)7/3 — (283 4+ 452 + 35 +
1)7°/90):

S oc (TFW —1)1/2 (13)

O expoente na expressio acima é sempre 1/2, in-
dependente do acoplamento J, da dimensdo da rede,
ou mesmo do spin; dizemos, entdo, que ele é univer-
sal (o coeficiente, no entanto, € ndo universal). O valor
exato desse expoente depende da dimensao, sendo em
duas dimensdes 1/8 e em trés 0.313 (conforme a di-
mensdo da rede aumenta o expoente se aproxima do
valor 1/2 de campo médio). Serd que a aproximacao de
Bethe-Peierls, implementada abaixo, melhora o valor
de campo médio desse expoente?

A energia média por sitio da rede € ficil de ser cal-
culada utilizando a Eq. (6):

E = %Es =FEg, = 7%52 , (14)
onde usamos que Fg, independe do sitio i como
decorréncia de S; = S qualquer que seja i. E opor-
tuno enfatizar que esse cdlculo de £ & simples basica-
mente porque nossa Hamiltoniana de campo médio é
de spins independentes, e portanto, a energia de uma
configuragdo da rede pode ser expressa como soma das
energias de cada sitio (E{S} = ), Es,).

Na secdo seguinte vamos mostrar como a
aproximacdo de Bethe-Peierls modifica esses resulta-
dos. Veja que para o caso S = 1/2 e unidimensional
(g = 2) tem-se k:BTf W=7 /2, enquanto que o valor
exato é zero. A aproximacdo de Bethe-Peierls prevé
corretamente esse resultado exato. O célculo da ener-
gia média da rede exigird um cuidado especial, visto
que a aproximacdo de Bethe-Peierls introduz parte da
correlac@o entre os spins, ou, em outras palavras, a
Hamiltoniana resultante ndo mais serd de spins inde-
pendentes como anteriormente.

4. Aproximacao de Bethe-Peierls

O préximo passo além do campo médio de Pierre
Weiss seria considerar uma aproximagao para o termo
desprezado AS;AS; em HPW. A maneira mais
simples de se fazer isso, que € conhecida como
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aproximacdo de Bethe-Peierls (BP), € eleger um spin
da rede como central, digamos o da posi¢do i = 0,
e tratar exatamente a interacdo entre ele, Sy, e seus
q vizinhos, formando assim um aglomerado de g + 1
spins. Com isso a Eq. (3), a mesma que deu origem a
aproximacdo PW, torna-se

q
H,=-J (S’ogj + SOASJ' + AS()SJ‘ +
j=1
q
ASoAS;) = =T S0S; . (15)
j=1

Para levar em conta o restante da rede, os spins do
aglomerado, com exce¢do do central, sdo submetidos
a um campo médio ou molecular, A\, produzido pelo
restante da rede. Dessa forma, H, passa a ser

q q
HPP =75 S, =AY 8=
j=1 j=1

~(JSo+ M) _S; . (16)

Jj=1

A magnetizacio S e o campo médio \ sio obti-
dos impondo-se novamente a condi¢do de invariancia
translacional

S = So = Sj . (]7)

Para uma dada configuracdo de spins {S} do
aglomerado, {S} = {So, S1,5%,....,.54}, a energia é
expressa por

E{S}:—(JS()—I—)\)(Sl +SQ+...+Sq), (18)
e, portanto, a magnetizacao sera

S=58)= 1 ZSoeﬁ(JSoJr/\)(Sl+Sz+...+sq) _

“ {5y
1 S
7 2 SoF(S0) (19)
¢ So=—5
com
S
F(Sp)= > efl/sotns (20)
S1=-5
€

Z, = Z eB(IS0+A)(S14+82+..4+8) _
sy ¢

> FI(So) . (21)

So=—5
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Aqui usamos que as somas em S;, ¢ = 1, ..., g, sdo
independentes e todas iguais a F'(Sg).
Por outro lado, para j # 0,

S_'j — i Z Sje/@(J50+/\)(S1+52+...+Sq) _

Za
{5}
1 33 5 PUSSH (37 SUSENS a1 2
Z,

C S S dF(So) S
— )y —— po! 22
Za - d’y (SU) 5 ( )
0

sendo aqui v = B(JSy+ A). Agora usamos que exceto
as somas em S € .5; as demais ¢ — 1 sdo independentes
e iguais a F'(Sp). Substituindo as Egs. (22) e (19) na
Eq. (17) obtemos

S
) [%F(S@”Cff(’)] FIS) =0, (23)

So=—5

que deve ser resolvida (numericamente) para o campo
médio A.

A equacdo acima vale para qualquer spin S com
qualquer nimero de coordenagdo ¢ da rede. Vamos, no
entanto, por praticidade, resolvé-la para o modelo de
Ising com S = 1/2, ou seja, S; = +1/2. A fungio
F(Sp), Eq. (20), torna-se entdo

F(Sg) =2cosh B(JSy + N\)/2, (24)

que levada a Eq. (23) fornece a seguinte equacdo para
o campo molecular A [7, 15]:

coshB(J/2 4+ N)/2
coshB(J/2 —N)/2

BA=(g—1)n 25)

Solugdo ndo-trivial, A # 0, é possivel apenas se a
inclinacdo da fungdo (de A\) do lado direito for maior
que a unidade (raciocinio andlogo aquele feito na Fig.
1). A temperatura critica, TfP , ¢ obtida igualando-se
essa inclinagdo a unidade:

BeJ
4

) =1

kpTBFP _ 1
ST ot (26)

inclinagio em T2F = (¢ — 1) tanh(

Na Tabela 1 podemos comparar as temperaturas
criticas obtidas nas duas aproximagdes de campo
médio com os respectivos valores exatos [16] para
diversas redes (para as redes tridimensionais os va-
lores exatos se referem aos obtidos por métodos
de expansdes em série). Em particular, para redes
quadradas, ¢ = 4, k‘BTCBP/J = 0.7213, a ser com-
parado com o valor exato 0.5673. Um erro de 27%,
bem menor que o erro de 76% da aproximagdo de PW.
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Em uma dimensdo, ou seja, ¢ = 2, a aproximagao
de BP prevé corretamente TCBP = 0, enquanto a
aproximacio de PW prevé erroneamente 7" £ 0.
Ambas as aproximacdes ndo distinguem redes dife-
rentes mas com o mesmo nimero de coordenacdo g,
como as redes triangular e ctbica simples. A medida
que a coordenacdo da rede aumenta, as temperaturas
criticas de campo médio tendem ao valor exato. Para as
redes triangular e fcc a aproximacgdo BP na verdade ndo
pode ser implementada como fizemos acima, ja que a
interacao entre dois vizinhos, de um certo sitio central,
ndo pode ser desprezada; nessas redes ela € de mesma
intensidade que a interacdo entre o sitio central e qual-
quer um de seus vizinhos. Veja, pela Tabela 1, que
mesmo fechando os olhos a isso o erro é bem menor
que aquele correspondente a aproximagdo PW.

Tabela 1 - Temperaturas criticas, em unidades de .J/k g, para
diversas redes obtidas das aproximagdes de campo médio de
Pierre Weiss, Tf W e de Bethe-Peierls, TCB P Esses valores
se aproximam do exato [16], Tf”to, quando o ndmero de
coordenagdo ¢ da rede cresce. Ao lado de cada temperatura
critica e entre parénteses estd o respectivo erro percentual
em relacdo ao valor exato. Todos os resultados se referem a
redes de spins S = 1/2.

rede q TFw TBP Terato
linear 2 0.5000 (c0) 0 © 0
favo de mel”* 3 0.7500 (97) 0.4551 (20) 0.3797
quadrada 4 1.0000 (76) 0.7213 (27) 0.5673
triangular™ 6 1.5000 (65) 1.2331(35) 0.9102
cub. simples 6 1.5000 (33) 1.2331 (10) 1.1278
bee 8 2.0000 (26) 1.7380 (10) 1.5877
fec™ 12 3.0000 (23) 2.7424 (12) 2.4486

* Favo de mel aqui se refere a rede honeycomb.

T Para estas redes a interacdo entre primeiros vizinhos do sitio cen-
tral foi desprezada na aproximag@o BP; na verdade ela € igual a
interagdo entre o spin central e um de seus vizinhos. Mesmo as-
sim, a aproximagao BP € significativamente melhor que a de PW.

A magnetizagdo é obtida das Egs. (19) e (21):

1 F9(1/2) — F1(—1/2)
2 Fa(1/2) + Fa(—1/2)

S = 27)

Utilizando a Eq. (24) para F'(£1/2) e escrevendo
a Eq. (25) na forma

BN cosh? B(J/2+ \)/2
cosh? 3(J/2 — X)/2
cosh B(J/2 — ) /2
coshB(J/2+N)/2~

(28)
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tem-se que [15]

sinh G\

o1
© 2eBJ/2 4 cosh BN

29

Para cada temperatura 7T resolvemos numerica-
mente a Eq. (25) para A, que substituido na equacio
acima fornece S(T). A Fig. 2 mostra que a
aproximagio BP () para S se aproxima mais do re-
sultado exato (linha cheia) do que a aproximacdo PW
(o). Por conveniéncia, listamos no Apéndice algu-
mas relacdes exatas para o modelo Ising em duas di-
mensoes.
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Figura 2 - Dependéncia com a temperatura da magnetizagio S,
para rede quadrada de spins 1/2, obtida da aproximagdo de PW
(o) ou BP (e). Esta dltima se aproxima mais do resultado exato
(linha cheia) obtida da solug@o de Onsager. O detalhe mostra que
o campo molecular A da aproximagdo de BP se comporta de forma
andloga a magnetizacio; ambos se anulam na mesma temperatura
TBP
i
O detalhe da Fig. 2 mostra que o campo molecular
A vai a zero em 72" junto com S. Sendo assim, para

T — TCBP, a Eq. (25) se torna
BA= AN+ BN + ..., (30)

com os coeficientes A e B independentes de \. S6
temos poténcias impares de A pois o lado direito da
Eq. (25) é impar em A. Cancelando A de ambos os la-
dos teremos que 7 = A + B)2, ou seja, o coeficiente
Aéigual a BB7 = 1/kgT PP (pois quando 3 — BEF
temos A — 0). Dessa forma,

B=0P" + BN - A (TPP —T)V2 . (31)
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Levando esse A a Eq. (29) teremos que S o
(T.BP — T)'/2. Entdo, embora o valor da temperatura
critica seja melhor na aproximacao BP, ela ndo melhora
o valor do expoente da magnetizagdo, que continua va-
lendo 1/2, enquanto por exemplo em duas dimensdes
vale 1/8.

O célculo da energia média por sitio requer algum
cuidado, uma vez que a Hamiltoniana 2" ndo é mais
de spins independentes, ji que ela contém o termo
So0S; e nem é a Hamiltoniana da rede e sim de um
aglomerado. No entanto, o que queremos calcular é
a quantidade

.
E=—

NH:—% >SS, (32)
<ij>

onde H é dado pela Eq. (1). Esses valores médios
sdo calculados com base nas configura¢des de toda a
rede, mas como S;S; mede a correlagdo de curto al-
cance entre os spins S; e S; (os sitios % e j sdo vizinhos
proximos), € bastante plausivel, e € uma premissa da
aproximacdo de BP, que essa correlagdo calculada na
rede seja igual aquela calculada no aglomerado entre o
sitio central, Sy, e qualquer um dos seus ¢ primeiros
vizinhos (por exemplo, S1). Desse modo, a equagéo
anterior pode ser reescrita como

E =-3%% X159
=—%% ¢ 551 (33)

Utilizando HBP e Z, para o cilculo dessa média
temos

E = 7%% ZSO Z Sleﬁ(JSo-Hambda)Sl*
¢ S Sy

(Z eﬁ(JS()-I—)\)Sz)q—l —
Sa

S

_Jq 8F(So) q—l
57, SE 550767 F(S0)", (34)
0=-

sendo aqui v = B(J Sy + A) e F(Sp) dada pela Eq.
(20). Exceto as somas em Sy € S1, todas as demais
q — 1 sdo idénticas a F'(Sp). A soma em S foi ex-
pressa como 9F(Sy)/d7.

No caso de spins S; = £1/2, podemos usar a Eq.
(24) e obter que [7, 15]

_ﬂcosh B\ — e BI/2
8 cosh S\ +eBJ/2 "~

E= (35)

A Fig. 3 compara a energia média E obtida das
aproximacdes de PW (o) ou BP (e) com o resultado
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exato (linha continua). Para kT < J/2 ou kpT >
3.J/2 a aproximagdo BP praticamente coincide com
a solucdo exata. A aproximacdo de PW, no entanto,
fornece bons resultados somente para kT < J/3.
0—

E/J

Figura 3 - Energia média em fung@o da temperatura, para rede
quadrada de spins 1/2, na aproximag@o de PW (o) e de BP (o). Na
regido de baixa temperatura, como a flutuagdo espacial dos spins é
pequena, ambas as aproximagdes de campo médio fornecem bons
resultados quando se compara com a curva exata (linha cheia). Para
T > TBP, X\ = 0eaEq. (35) fornece E = ¢J/8 coth(8J/4),
que assintoticamente coincide com o resultado exato.

Préximo da temperatura critica exata 7, ambas as
aproximagcdes erram o valor de £, sendo a de BP bem
melhor. Isso era de se esperar uma vez que € na tem-
peratura critica que os spins estdo mais correlaciona-
dos espacialmente e portanto o produto AS;AS;, des-
prezado em PW e parcialmente levado em conta em
BP, é mais importante. Isso pode ser melhor apre-
ciado calculando-se a correlagdo de primeiros vizinhos
na aproximacao BP (para spin 1/2 na rede quadrada):

Gor = SpS1 — SpS; = f%qE — 52

—e—B8J
= I ot Ty (36)
onde usamos as Egs. (29), (33) e (35). A Fig. 4 com-
para essa correlacdo com a exata [17]. Lembrando
que na aproximagdo PW obtivemos Gg; = 0, ve-
mos que a aproximagdo BP apresenta uma significa-
tiva melhora na descri¢cdo do sistema, com indicagdo
clara de transicdo de fase. Novamente, as discrepancias
aparecem proximo da temperatura critica, onde os
spins estdo pelo menos duas vezes mais correlaciona-
dos do que a aproximacdo BP prescreve. Ambas as
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correlagdes, exata ou BP, sdo funcgdes continuas, com
derivadas descontinuas em suas respectivas tempera-
turas criticas.

L DL |
0.16 |-
0.12F
g 0.08|
0.04 -
.
| . ]
.
(]
0 ooo%Poooooo-e
T. T. PW
I 1 1 | |Ll nl' Ll 1 lTul 1 I |

|
0 02 0.4 06 08 1 12 1.4

kgT/J

Figura 4 - Correlagdo entre dois spins vizinhos préximos na rede
quadrada de spins 1/2. A aproximag@o BP (e) é consideravelmente
melhor que a aproximagdo PW (o), quando comparada a solugdo
exata (linha cheia). A aproximagdo BP reduz a correlagdo entre
os spins, particularmente préximo da temperatura critica, mas para
kT < J/2 ou kT > 3J/2 asolugdo exata praticamente coin-
cide com BP.

A solugdo exata do modelo de Ising mostra que
a correlagdo G(r) entre dois spins separados pela
distancia r numa rede é proporcional a e ~"/¢, onde &
€ denominado comprimento de correlagdo[10]. Dois
spins separados por r < ¢ estdo fortemente correla-
cionados. Préximo de uma transi¢do de fase (de se-
gunda ordem) £ é muito grande e exatamente em 7
ele diverge. Sendo assim, préximo ou em 7} nunca
poderemos desprezar as flutuagdes espaciais dos spins,
e portanto, qualquer procedimento que o faca levara
a imprecisdes. Uma evidéncia disso é o expoente
de campo médio da magnetizagdo, que mesmo na
aproximacao BP continuou sendo 1/2, enquanto o exa-
to em duas dimensodes vale 1/8.

Deixamos para o leitor mais interessado obter, di-
retamente das equagdes acima, as curvas de calor es-
pecifico e suscetibilidade magnética em funcdo da tem-
peratura. A extensdo dos nossos resultados para spins
outros que S = 1/2 exigird esfor¢o adicional, visto
que a solugdo numérica das equagdes acima é mais
elaborada. E um bom projeto para estudantes com
afinidade para trabalhar com softwares de manipulagdo
simbdlica. Uma tarefa simples é aplicar o forma-
lismo acima no caso unidimensional (¢ = 2), onde

Stein-Barana et al.

a aproximagdo BP produz solucdes exatas para as
funcdes termodinamicas estudas. Para aqueles inte-
ressados em estudar a aproximacdo BP num contexto
mais elaborado que o apresentado acima sugerimos a
Ref. [18].

5. Conclusao

Calculamos os valores de temperatura critica e ener-
gia média em funcdo da temperatura para uma rede
de spins localizados, utilizando duas aproximagdes
de campo médio para o modelo de Ising. Na apro-
ximacgdo de Pierre Weiss as flutuagdes espaciais dos
spin sdo totalmente desconsideradas, enquanto que na
aproximacdo de Bethe-Peierls trata-se exatamente a
interacdo de um spin central com seus primeiros vizi-
nhos e portanto estd resguardada a correlacdo entre
esses spins. A energia média da rede na aproximagio
BP foi calculada de forma simples via funcdo de
correlacdo de primeiros vizinhos. Naturalmente que
tratar exatamente um conjunto maior de spins, por
exemplo incluindo na aproximagdo BP a intera¢do dos
q — 1 vizinhos de cada um dos ¢ vizinhos do sitio cen-
tral, melhoraria a determinac@o das propriedades ter-
modindmicas. No entanto, as dificuldades algébricas
crescem enormemente e via de regra paramos na
aproximagao de BP.

A importancia da TCM nfo se restringi ao seu
passado. Modelos sofisticados, como o de Heisen-
berg quantico, podem partir da aproximag¢ao de campo
médio na implementacdo de novas técnicas [19]. A
dependéncia com a dimensionalidade da rede, ausente
nas aproximacdes de PW e BP, foi recentemente in-
troduzida numa versdo extendida da aproximacdo de
Bethe-Peierls [20]. Sendo assim, exemplos ndo faltam
onde a TCM nos ajuda a explorar modelos mais realis-
tas [21].
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Apéndice

Para completeza, damos aqui algumas férmulas exatas
para o modelo Ising, S = +1/2, na rede quadrada [7].
ParaT < T, onde

kgT. 0.5
J In(v2+1

a magnetizacao, por sitio e em unidades de gu g, é dada
por

) = 0.567296 , 37

(1+7*)(1 —69° + 774>1/2]1/4
(1 —n?)?
sendo = exp(—[3/2). ParaT > T, temos S = 0.

Em qualquer temperatura, a energia média, por sitio, é
dada por

s=1

5 ;o (3%

o f% coth(B/2)[1 + 2V K ()], (39
sendo

x o= dn(l—n")/(1+n*)?,
= 2tanh?(5/2) -1, (40)

com K(z) a integral eliptica completa de primeira
espécie. ParaT < T, [17] a correlagdo entre primeiros
vizinhos vale

Gor = 2= + %K(l/z) (2 — coth?(8J/2))] x

4°2
coth(8.J/2) — 5%, (41)
com z = sinh?(3.J/2). Para T > T,

15+ 2K () (2tanh?(87/2) ~ 1) x

cosh?(8.J/2)] coth(8./2) . (42)
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