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O problema das extensoes auto-adjuntas de operadores em mecanica quantica, um assunto normalmente nao
apresentado em livros-texto, é brevemente discutido neste trabalho.
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In this work we discuss briefly the problem of self-adjoint extensions in quantum mechanics, a subject usually

not presented in textbooks.
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1. Introducgao

Em mecanica quantica lidamos com o fato de que um
operador é um observavel quando ele é hermitiano, isto
é, A = AL [1]. Contudo, o que nao fica claro é que,
tecnicamente, um operador serd observavel se ele for
autoadjunto, ou seja, D(A) = D(At) e A = AL; D(A)
é o dominio em que ele atua. Para que um operador
seja autoadjunto, é preciso que ele seja simétrico [2]

(A¢, 1) = (9, A) . (1)

Enquanto nao especificamos a fisica do problema, o que
temos simplesmente é o problema de um operador A
atuando em um subespacgo de Hilbert. Nesse ponto um
fato nos passa despercebido: a condicao (1) revela que,
matematicamente, as condigoes de contorno para um
sistema nao devem ser impostas: elas entram na propria
definicao do operador em questao. Isso quer dizer que
no dominio de tal operador teremos autofuncgoes satis-
fazendo a diferentes condicoes de contorno. Assim, an-
tes mesmo de especificar a fisica do problema, podemos
fazer a seguinte pergunta: Qual é o dominio em que
um operador simétrico serd efetivamente autoadjunto?
Com os exemplos das segoes a seguir vamos deixar a
mensagem de que um operador simétrico A atuando em
um subespago de Hilbert admite, na maioria dos casos,
infinitas condig¢oes de contorno. A fisica do problema é
quem vai selecionar qual é a correta.
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2. O operador momento em um inter-
valo finito

Vamos considerar o operador momento linear,
P = —ih%, agindo em um espago de funcgoes defi-

nidas no intervalo fechado [0,L]. Se seguissemos os
livros-texto, seu dominio seria escrito como

D(P) ={6,6 € 13(0, L]} 6(0) = 6(L) =0} . (2)

Sendo um pouco mais atentos, percebemos que nao dis-
semos nada sobre a fisica do problema. Apenas disse-
mos “um operador P atuando em um intervalo fechado
[0,L]”e ndo “P em uma caixa unidimensional”. As-
sim, conforme foi dito anteriormente, para que P seja
observavel, ele deve satisfazer a condigao (1), isto é,

<¢, —ih$¢> - <—m;i¢7¢> =
—ih " (L)p(L) — ¢*(0)$(0)] = 0. (3)

Se v = ¢ e ¢(L) = €?¢(0), P serd simétrico no in-
tervalo [0, L] pois (3) sera satisfeita [3]. Assim, vemos
que o dominio em que P é autoadjunto (e, portanto,
observdvel) serd escrito como

Do(P) = {9.6 € L2(0, L)); 6(L) = e6(0) }, (1)

com 6 € [0,27]. Vemos dai que este problema admite
infinitas condigoes de contorno parametrizadas por 6.
Dizemos que P em [0, L] possui infinitas extensoes auto-
adjuntas [4]. Notemos que, fisicamente, isto nao faz
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sentido. O que temos, de fato, é o seguinte: cada valor
de 6, tomado dentro do intervalo [0, 27|, correspondera
a uma situacao fisica diferente. Por exemplo, quando
0 = 0, recuperamos as condic¢oes de contorno periédicas
(2), as quais se referem ao problema de uma particula
em uma caixa unidimensional ou em um circulo. Agora,
se temos uma particula carregada com momento P se
movendo em um anel, no qual se atravessa um fluxo
magnético, podemos afetar a periodicidade da funcao
de onda, ou seja, teremos 6 # 0.

Concluimos aqui que um dado problema fisico onde
se tem P atuando em L?([0, L]) pode ser modelado via
condigoes de contorno.

3. O operador Hamiltoniano em um in-
tervalo finito

Consideremos o operador hamiltoniano, H = —h2%,
agindo em um espaco de fungoes definidas no intervalo
finito [0, L]. Novamente, se identificissemos esse pro-
blema como o de uma particula livre em uma caixa

unidimensional, o dominio de H seria dado por [5],

D(H) = {6,6,6 € 1([0, L)) (5)

6(L) = 6(0) = 6(L) = 6(0) = 0}.

Mas nao foi isso que dissemos de inicio. Temos uma
situacao andloga a da secao anterior. Conforme ji sa-
bemos, para que H seja autoadjunto em [0, L] é preciso
que ele seja simétrico, isto é,

A integragao (6), com ¢ = ¢ (isto é, D(H) = D(H™))

leva a

(e (1) - 611" (1) -
5(0)6"(0) + 6(0)"(0)) = 0. (7)
Usando a identidade
1 * * o 1 .12 .12
sy —aty) =7 e+l —lo—wf),  ®

primeiro tomamos z = L(;'S*(L) e Y = ¢(L); depois
x = L¢*(0) e Y = ¢(0). A expressao (7) pode ser
reescrita como
. 2 . 2
|£6(0) = i(0)| "+ [Lo(L) +io(D)| -
. 2 . 2
~[26(0) + i0(0)| ~ [Lo(L) ~io(L)] 0. (9)
Para que a expressao (9) se anule, vemos que H(L),
o(L), ¢(0) e ¢(0) devem satisfazer as seguintes
condicoes de contorno

Lp(0) —ip(0) \ _ Lg(0) +i¢(0)
( Lé(L) + id(L) ) - U( Lo(L) — ig(L) ) -+ (10)
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onde U é uma matriz unitaria 2 X 2 que as parametriza.
Deste modo, vemos que o dominio de H em [0, L] é

Dy (H) = {qm,é e L2([0, L]) | satisfaz (10)} . (1)

Notemos mais uma vez que é a fisica do problema que
vai selecionar os parametros corretos da matriz U. Por
exemplo: U = [ corresponde a condigao de contorno
periddica (6), que pode ser aplicada & particula em uma
caixa unidimensional ou em um circulo. Se se tem a
presenca de um fluxo magnético outra condicao de con-
torno é selecionada para modelar o problema, e assim
por diante.

Por fim, podemos escrever o espectro de H em [0, L]
sem especificar a fisica do problema. Isto é feito em [3]
e nao vamos reproduzi-lo aqui. Mas vale uma ressalva
sobre esse artigo: devemos ser cautelosos ao analisa-
lo pois pode ficar uma falsa impressao de que estamos
obtendo o espectro do hamiltoniano em uma caixa uni-
dimensional. Se assim fosse, estariamos dizendo que
esse problema fisico teria infinitas condicoes de con-
torno nos extremos x = 0 e x = L, e poderiamos es-
colher qualquer uma, aquela que nos fosse mais conve-
niente. Obviamente, isto nao faz sentido fisico algum.
Conforme foi dito antes, temos apenas o espectro de
H em L?([0,L]), do qual podemos extrair os estados
ligados da particula na caixa tomando-se U = 1.

4. Conclusao e consideracgoes finais

Desse breve estudo, concluimos o seguinte: em geral,
um operador simétrico terd extensoes auto-adjuntas,
isto é, infinitas condigGes de contorno parametrizadas
por um ou mais parametros. A fisica é que vai sele-
cionar, naturalmente, a condigao de contorno correta.
Um exemplo disto é o caso de um campo classico ou
quantico em torno de uma singularidade conica (de-
feito conico) [6],[7]. Ao se estudar o comportamento de
varios desses campos e ondas no espago conico, mui-
tas vezes erramos em dizer que tais campos sao regu-
lares quando atigem a singularidade (em coordenadas
cilindricas significa dizer que tais campos sdo regulares
quando p = 0). Ao fazer isto estamos ignorando o fato
de que, fisicamente, estas singularidades possuem um
tamanho finito (como no caso de uma corda césmica [8])
e que mesmo a grandes distancias estes campos sofrem
efeitos devido a estrutura interna de um defeito conico
[9]. Conforme o trabalho de B.S. Kay e U.M. Studer
[10], o problema pode ser modelado via condigdo de
contorno: para uma variedade de situagoes envolvendo
campos escalares e ondas em torno de singularidades
cOnicas existe uma familia de possiveis condigoes de
contorno (extensoes auto-adjuntas) - uma delas é re-
gular na origem enquanto as outras envolvem campos
que divergem logaritmicamente proximo da origem:

¢ ~ const x In(p/R) (12)
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onde R é o parametro de extensao, com dimensao de
comprimento, que é facilmente determinado em termos
da estrutura interna de um defeito conico, caso esta seja
conhecida [11].

Concluindo, podemos dizer que as extensoes auto-
adjuntas de um operador em mecanica quantica sao
relevantes em problemas que possuem topologia nao-
trivial, ou seja, espagos [13] onde foi retirado um
ponto, uma linha ou um plano, por exemplo, espagos-
tempos com singularidades conicas (como no caso da
corda césmica [8]). Outros exemplos podem ser vis-
tos na literatura; em [14] tem-se os estudo das ex-
tensoes auto-adjuntas do hamiltoniano com potencial
tipo Aharonov-Bohm-Coulomb. Em [15], apresentam-
se as extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de
Landau. Aplicagoes a fisica de muitos corpos sao discu-
tidas em [16]. O que falta na maioria destes trabalhos
é se determinar o valor correto do(s) pardmetro(s) de
extensao em fungao da fisica neles contida.
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