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Extensões auto-adjuntas de operadores em mecânica quântica
(Self-adjoint extensions of operators in Quantum Mechanics)

C. Filgueiras1 e Fernando Moraes

Departamento de F́ısica, CCEN, Universidade Federal da Paráıba, João Pessoa, PB, Brasil
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O problema das extensões auto-adjuntas de operadores em mecânica quântica, um assunto normalmente não
apresentado em livros-texto, é brevemente discutido neste trabalho.
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In this work we discuss briefly the problem of self-adjoint extensions in quantum mechanics, a subject usually
not presented in textbooks.
Keywords: quantum mechanics, boundary conditions, self-adjoint extension.

1. Introdução

Em mecânica quântica lidamos com o fato de que um
operador é um observável quando ele é hermitiano, isto
é, A = A⊥ [1]. Contudo, o que não fica claro é que,
tecnicamente, um operador será observável se ele for
autoadjunto, ou seja, D(A) = D(A⊥) e A = A⊥; D(A)
é o domı́nio em que ele atua. Para que um operador
seja autoadjunto, é preciso que ele seja simétrico [2]

〈Aφ,ψ〉 = 〈φ,Aψ〉 . (1)

Enquanto não especificamos a f́ısica do problema, o que
temos simplesmente é o problema de um operador A
atuando em um subespaço de Hilbert. Nesse ponto um
fato nos passa despercebido: a condição (1) revela que,
matematicamente, as condições de contorno para um
sistema não devem ser impostas: elas entram na própria
definição do operador em questão. Isso quer dizer que
no domı́nio de tal operador teremos autofunções satis-
fazendo a diferentes condições de contorno. Assim, an-
tes mesmo de especificar a f́ısica do problema, podemos
fazer a seguinte pergunta: Qual é o domı́nio em que
um operador simétrico será efetivamente autoadjunto?
Com os exemplos das seções a seguir vamos deixar a
mensagem de que um operador simétrico A atuando em
um subespaço de Hilbert admite, na maioria dos casos,
infinitas condições de contorno. A f́ısica do problema é
quem vai selecionar qual é a correta.

2. O operador momento em um inter-
valo finito

Vamos considerar o operador momento linear,
P = −i� d

dx , agindo em um espaço de funções defi-
nidas no intervalo fechado [0, L]. Se segúıssemos os
livros-texto, seu domı́nio seria escrito como

D(P ) =
{
φ, φ̇ ∈ L2([0, L]);φ(0) = φ(L) = 0

}
. (2)

Sendo um pouco mais atentos, percebemos que não dis-
semos nada sobre a f́ısica do problema. Apenas disse-
mos “um operador P atuando em um intervalo fechado
[0, L]”e não “P em uma caixa unidimensional”. As-
sim, conforme foi dito anteriormente, para que P seja
observável, ele deve satisfazer a condição (1), isto é,

〈
ψ,−i� d

dx
φ

〉
−

〈
−i� d

dx
ψ, φ

〉
=

−i� [ψ∗(L)φ(L) − ψ∗(0)φ(0)] = 0. (3)

Se ψ = φ e φ(L) = eiθφ(0), P será simétrico no in-
tervalo [0, L] pois (3) será satisfeita [3]. Assim, vemos
que o domı́nio em que P é autoadjunto (e, portanto,
observável) será escrito como

Dθ(P ) =
{
φ, φ̇ ∈ L2([0, L]);φ(L) = eiθφ(0)

}
, (4)

com θ ∈ [0, 2π]. Vemos dáı que este problema admite
infinitas condições de contorno parametrizadas por θ.
Dizemos que P em [0, L] possui infinitas extensões auto-
adjuntas [4]. Notemos que, fisicamente, isto não faz
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sentido. O que temos, de fato, é o seguinte: cada valor
de θ, tomado dentro do intervalo [0, 2π], corresponderá
a uma situação f́ısica diferente. Por exemplo, quando
θ = 0, recuperamos as condições de contorno periódicas
(2), as quais se referem ao problema de uma part́ıcula
em uma caixa unidimensional ou em um ćırculo. Agora,
se temos uma part́ıcula carregada com momento P se
movendo em um anel, no qual se atravessa um fluxo
magnético, podemos afetar a periodicidade da função
de onda, ou seja, teremos θ �= 0.

Conclúımos aqui que um dado problema f́ısico onde
se tem P atuando em L2([0, L]) pode ser modelado via
condições de contorno.

3. O operador Hamiltoniano em um in-
tervalo finito

Consideremos o operador hamiltoniano, H = −�
2 d2

dx2 ,
agindo em um espaço de funções definidas no intervalo
finito [0, L]. Novamente, se identificássemos esse pro-
blema como o de uma part́ıcula livre em uma caixa
unidimensional, o domı́nio de H seria dado por [5],

D(H) =
{
φ, φ̇, φ̈ ∈ L2([0, L]); (5)

φ(L) = φ(0) = ˙φ(L) = ˙φ(0) = 0
}
.

Mas não foi isso que dissemos de ińıcio. Temos uma
situação análoga à da seção anterior. Conforme já sa-
bemos, para que H seja autoadjunto em [0, L] é preciso
que ele seja simétrico, isto é,

〈Hφ,ψ〉 − 〈φ,Hψ〉 = 0. (6)

A integração (6), com ψ = φ (isto é, D(H) = D(H⊥))
leva a

1
2i

(
φ̇(L)φ∗(L) − φ(L)φ̇∗(L)−

φ̇(0)φ∗(0) + φ(0)φ̇∗(0)
)

= 0. (7)

Usando a identidade

1
2i

(xy∗ − x∗y) =
1
4

(
|x+ iy|2 − |x− iy|2

)
, (8)

primeiro tomamos x = Lφ̇∗(L) e Y = φ(L); depois
x = Lφ̇∗(0) e Y = φ(0). A expressão (7) pode ser
reescrita como∣∣∣Lφ̇(0) − iφ(0)

∣∣∣2 +
∣∣∣Lφ̇(L) + iφ(L)

∣∣∣2 −
−

∣∣∣Lφ̇(0) + iφ(0)
∣∣∣2 −

∣∣∣Lφ̇(L) − iφ(L)
∣∣∣2 = 0. (9)

Para que a expressão (9) se anule, vemos que φ̇(L),
φ(L), φ̇(0) e φ(0) devem satisfazer as seguintes
condições de contorno(

Lφ̇(0) − iφ(0)
Lφ̇(L) + iφ(L)

)
= U

(
Lφ̇(0) + iφ(0)
Lφ̇(L) − iφ(L)

)
, (10)

onde U é uma matriz unitária 2×2 que as parametriza.
Deste modo, vemos que o domı́nio de H em [0, L] é

DU (H) =
{
φ, φ̇, φ̈ ∈ L2([0, L]) | satisfaz (10)

}
. (11)

Notemos mais uma vez que é a f́ısica do problema que
vai selecionar os parâmetros corretos da matriz U . Por
exemplo: U = I corresponde à condição de contorno
periódica (6), que pode ser aplicada à part́ıcula em uma
caixa unidimensional ou em um ćırculo. Se se tem a
presença de um fluxo magnético outra condição de con-
torno é selecionada para modelar o problema, e assim
por diante.

Por fim, podemos escrever o espectro de H em [0, L]
sem especificar a f́ısica do problema. Isto é feito em [3]
e não vamos reproduźı-lo aqui. Mas vale uma ressalva
sobre esse artigo: devemos ser cautelosos ao analisá-
lo pois pode ficar uma falsa impressão de que estamos
obtendo o espectro do hamiltoniano em uma caixa uni-
dimensional. Se assim fosse, estaŕıamos dizendo que
esse problema f́ısico teria infinitas condições de con-
torno nos extremos x = 0 e x = L, e podeŕıamos es-
colher qualquer uma, aquela que nos fosse mais conve-
niente. Obviamente, isto não faz sentido f́ısico algum.
Conforme foi dito antes, temos apenas o espectro de
H em L2([0, L]), do qual podemos extrair os estados
ligados da part́ıcula na caixa tomando-se U = I.

4. Conclusão e considerações finais

Desse breve estudo, conclúımos o seguinte: em geral,
um operador simétrico terá extensões auto-adjuntas,
isto é, infinitas condições de contorno parametrizadas
por um ou mais parâmetros. A f́ısica é que vai sele-
cionar, naturalmente, a condição de contorno correta.
Um exemplo disto é o caso de um campo clássico ou
quântico em torno de uma singularidade cônica (de-
feito cônico) [6],[7]. Ao se estudar o comportamento de
vários desses campos e ondas no espaço cônico, mui-
tas vezes erramos em dizer que tais campos são regu-
lares quando atigem a singularidade (em coordenadas
ciĺındricas significa dizer que tais campos são regulares
quando ρ = 0). Ao fazer isto estamos ignorando o fato
de que, fisicamente, estas singularidades possuem um
tamanho finito (como no caso de uma corda cósmica [8])
e que mesmo a grandes distâncias estes campos sofrem
efeitos devido à estrutura interna de um defeito cônico
[9]. Conforme o trabalho de B.S. Kay e U.M. Studer
[10], o problema pode ser modelado via condição de
contorno: para uma variedade de situações envolvendo
campos escalares e ondas em torno de singularidades
cônicas existe uma famı́lia de posśıveis condições de
contorno (extensões auto-adjuntas) - uma delas é re-
gular na origem enquanto as outras envolvem campos
que divergem logaritmicamente próximo da origem:

φ ∼ const× ln(ρ/R) (12)
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onde R é o parâmetro de extensão, com dimensão de
comprimento, que é facilmente determinado em termos
da estrutura interna de um defeito cônico, caso esta seja
conhecida [11].

Concluindo, podemos dizer que as extensões auto-
adjuntas de um operador em mecânica quântica são
relevantes em problemas que possuem topologia não-
trivial, ou seja, espaços [13] onde foi retirado um
ponto, uma linha ou um plano, por exemplo, espaços-
tempos com singularidades cônicas (como no caso da
corda cósmica [8]). Outros exemplos podem ser vis-
tos na literatura; em [14] tem-se os estudo das ex-
tensões auto-adjuntas do hamiltoniano com potencial
tipo Aharonov-Bohm-Coulomb. Em [15], apresentam-
se as extensões auto-adjuntas do hamiltoniano de
Landau. Aplicações à f́ısica de muitos corpos são discu-
tidas em [16]. O que falta na maioria destes trabalhos
é se determinar o valor correto do(s) parâmetro(s) de
extensão em função da f́ısica neles contida.
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Rev. A 66, 032118 (2002).

[14] D.K. Park, Phys. Rev. D 50, 7715 (1994).

[15] T.J. Allen, Nuclear Phys B 360, 4094 (1991).

[16] B. Basu-Mallick, Pijush K. Ghosh and Kumar S.
Gupta, Phys. Letters A 311, 87 (2003).



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


