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Este artigo buscou trazer uma analise das regides de confinamento descritas por uma particula carregada
submetida ao campo magnético de um dipolo. Foram obtidas e analisadas as equagoes de movimento, de onde foi
possivel demonstrar que a energia mecénica do sistema é constante. As trajetdrias confinadas obtidas sdo descritas
pela particula ao redor do eixo z e mantendo uma determinada distdncia minima Ar > 0 da origem (onde se
situa a fonte), a qual é menor quanto menores forem os valores das condigdes iniciais no plano zy, com o limite de
que esse valores devem ser maiores que as dimensoes da fonte. Além disso, foi realizado uma analise do sistema
no caso particular z(t) = 0, no qual constatou—se a ndo existéncia de caos pelo teorema de Arnold-Lioiville e
torna—se cadtico quando o momento de dipolo é recalibrado com dependéncia temporal oscilante, e z(t) geral, no
qual verificou—se caos e um comportamento transiente dos expoentes méaximos de Lyapunov em fungao do nimero
de passos do cédlculo numérico. Os confinamentos tratados neste trabalho podem representar aproximagoes para
fendmenos que acontecem na atmosfera do planeta Terra.

Palavras chave: Aprisionamento de particulas carregadas, caos, se¢cbes de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

This paper aimed to make an analysis of the confinement regions described by a charged particle subjected to
the magnetic field of a dipole. The equations of motion were obtained and analyzed, from which it was possible
to demonstrate that the mechanical energy of the system is constant. The obtained confined trajectories are
described by the particle around the z axis and maintaining a certain minimum distance Ar > 0 from the origin
(where the source is located), which is smaller the smaller the values of the initial conditions in the xy plane, with
the limit that these values must be larger than the dimensions of the source. Moreover, an analysis of the system
was performed in the particular case z(¢) = 0, in which the non-existence of chaos was verified by the Arnold-
Lioiville theorem and becomes chaotic when the dipole moment is recalibrated with oscillating time dependence,
and general z(t), in which chaos and a transient behavior of the maximum Lyapunov exponents as a function of
the number of steps of the numerical calculation was verified. The confinements treated in this paper represent
possible approximations for phenomena that happen in the atmosphere of planet Earth.

Keywords: Charged particle trapping, Chaos, Poincaré sections and Lyapunov exponents.

1. Introducao obtido pelos autores foi que a ndo homogeneidade do
campo implica em equagoes de orbitas ndo integraveis e

A menor constituicdo possivel geradora de uma campo cadticas.

magnético é a configuracdo de um dipolo. Embora essa
seja a composi¢do mais simples possivel para formagao
de um campo magnético, suas aplicagées sdo intimeras
na fisica devido sua propriedade de confinamento de
particulas carregadas. No trabalho [I] os autores fazem
um estudo experimental das regioes de confinamento de
um feixe de pésitrons, advindo de uma fonte radioativa,
sobre os efeitos de um campo magnético de dipolo
gerado por um aparato experimental RT—1 (uma fonte
no formato de um anel constituido de um material
super condutor) onde um resultado muito interessante
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Os estudos de trajetérias de particulas carregadas
aprisionados em armadilhas de dipolos magnéticos sao
utilizados na fisica dos plasmas e buracos negros. No
trabalho [2] os autores constatam que o plasma pode
apresentar regides de voértices quando sujeito a uma
armadilha de dipolo. J4 os buracos negros podem ser
tornar a propria armadilha para uma particula carregada
quando a ele é atribuido um campo magnético de
um dipolo na geometria de Kerr, tal como os autores
mostram no trabalho [3].

Uma aplicagdo fundamental para a vida na terra
consiste na protecao que o campo magnético do planeta
exerce contra os ventos solares. O Sol, como toda estrela
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em sua fase inicial de existéncia, é um reator nuclear que
emite feixes de particulas carregadas em todas as dire-
¢oes no sistema solar, os quais desfariam as camadas de
ar do planeta Terra sem a protecdo do campo magnético.
As particulas carregadas de altas energias que viajam do
sol e atingem regides proximas da Terra sao aprisionadas
no campo magnético e dirigidas aos polos dando origem
as auroras boreais (Norte) e austral (Sul), um fenémeno
de pura beleza; as particulas de baixas energias podem
permanecer aprisionadas ou serem ejetadas para outras
regides do espago. O campo magnético da Terra pode ser
aproximado localmente o de um dipolo (no trabalhos
[4] os autores comentam que as regides de deformacio
externa do campo pelos ventos solares pode ser melhor
aproximadas por um duplo campo de dipolo).

A formacdo de aurora boreal é um fendmeno que
foi estudado inicialmente por Carl Stérmer nos anos
de 1904-1907. Embora nesse periodo Stérmer tenha
chegado a conclusdo de que esse fendmeno era resultado
do aprisionamento de particulas carregas, foi sé em 1919
que consegui—se fundamentar seus cédlculos de orbitas
com solugdes numéricas [B]. A formulagdo proposta por
Stormer consiste em tratar as equagoes de movimento
para uma particula carregada sujeita a um campo
magnético de um dipolo em coordenadas cilindricas,
através da hamiltoniana para esse sistema. Tal modelo
é interessante pelo fato de que pode—se constatar que
a hamiltoniana e o momento angular sdo constantes
de movimento. Portanto, o sistema possui dois graus
de liberdade a menos e, como consequéncia, nao existe
possibilidade de caos quando o movimento estd contido
em um plano fixo.

Neste artigo serd apresentado um estudo sobre o
movimento de particulas carregadas sobre o efeito de
um campo magnético de dipolo. O foco desse trabalho
é verificar as regioes de confinamento acessiveis pelas
particulas carregadas e a estabilidade de suas érbitas.

Primeiramente, na secéo [2| serd feito uma revisao do
dipolo magnético e do momento de dipolo. A demonstra-
¢ao segue a partir do potencial vetor magnético para um
dipolo, onde seguimos os passos das bibliografias [6HS)].

Posteriormente, na secao |§| 0s autores apresentam a
andlise das trajetorias confinadas que uma particula car-
regada descreve sobre os efeitos de um campo de dipolo
magnético. Nessa secdo sera utilizada a segunda lei de
Newnton para obtenc¢ao das equacdes de movimento em
coordenadas cartesianas e a formulagdo hamiltoniana
para o estudo das equagoes em coordenadas cilindricas.
Algumas das trajetorias obtidas nessa segdo ja foram
constatadas por outras abordagens [9HIT].

Por fim, na segdo [4 e [f] serd apresentado um estudo
da estabilidade do sistema e a conclusao do trabalho. Na
secao [4l sao aplicados os métodos de analise das secoes
de Poincaré e dos expoentes de Lyapunov para verificar
0 caos no sistema de equagdes que governam O movi-
mento tridimensional e o caso particular do movimento
bidimensional de uma particula carregada submetida
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ao campo magnético de um dipolo. J4 na segdo a
priori, constatou—se uma variedade de aprisionamento
e que o movimento tridimensional é cadtico, embora o
movimento bidimensional seja estavel.

2. Dipolo magnético

O Eletromagnetismo é uma teoria de campos estabele-
cida para descrever fendmenos envolvendo eletricidade e
magnetismo. O movimento de particulas carregas geram
campos elétricos e magnéticos, como aqueles que podem
ser gerados ao conduzir uma corrente elétrica através
de uma bonina, solenoide ou circuitos elétricos [12].
Os campos, por sua vez, sao gerados de tal forma que
obedecem as equagoes de Maxwell [g],

v-E=L, (1)
€0
V-B=0, (2)
, oB
VXxE= T (3)
. » OF
V x B = poJ + poco—- (4)

ot

onde as constantes g e €y sdo a permeabilidade e a
permissividade do meio, respectivamente.

As equacoes de Maxwell constituem um sistema de
EDPs acopladas e muito complicado de ser resolvido.
Mesmo que a distribuigdo de cargas p(7, t) e densidade de
corrente .J (7, t) sejam fornecidas, é um trabalho ardiloso
encontrar a solugdo geral para os campos EeB , quando
existe uma solugdo exata. Nesse sentido, é conveniente
fazer o tratamento para os campos em termos dos
potenciais, os quais apresentam uma certa invariincia,
podem ser moldados de forma a facilitar o problema sem
que os campos sejam alterados, o calibre [13].

Em nosso caso, nao precisaremos do calibre para satis-
fazer as equagoes de Maxwell, pois partiremos de uma
expressao conhecida para o potencial vetor magnético
[6), 7, (14}, [15],

e [T
A(T) = — —7d
M= [ kv, (5)

onde 7 é um vetor que representa a distancia entre
a origem de um sistema de coordenadas a um ponto
qualquer no espaco e ¥’ é um vetor direcionado a um
elemento de volume infinitesimal dV' no espago ocupado
pela configuracdo do dipolo. Note que a integral age
sobre as varidveis de 7/, como também sobre a densidade
de correntes uma vez que J = J(7 '), e o resultado
é expresso em termos das coordenadas de 7. Portanto,
A= A®P).

Para chegarmos a expressdo do dipolo magnético,
considere que o ponto onde queremos determinar o
campo magnético estd muito distante da configuracao
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dipolo, isto é, |ﬂ > |7']. Sobre essa condigio, podemos
expandir em série de Taylor a exprebbao 1/|F=7"] e
desprezar os termos proporcionais a |7’|?
obtemos

. Dessa, forma,

1 17

F=rl S )

Com o resultado da equacao @, o potencial vetor,
equagao , pode ser expressado como

Ho T =1
47T /‘// J(r )

Como a integral ¢ um operador linear, a equagdo
pode ser expressa como a soma das integrais dos dois
termos entre colchetes,

LT

A= Iﬂ T

av’. (7

—

()= o

T =1 /
p J( )V’ +

s

Note que o primeiro termo ([, Jdv' ) deve ser nulo.
Caso contrério, essa configuracdo de dipolo admitiria a
existéncia de monopdlos magnéticos [g].

Em todo caso, vamos considerar o dipolo como
primeira composi¢do possivel geradora de um campo
magnético. Portanto, o potencial vetor serd definido
como

-

[* LIV’ (8)

" 4 m
Podemos utilizar a notacao indicial para representar
as componentes do potencial vetor expresso na equagio
(8) na forma

o™ =1 gyt
A; = . Jirdv'. 9
Coant e ©)

A equagio (9) pode ser reescrita na forma (ver a
equagao (15.62) de [8])

Mo R Y 7)) ]
A; 4w|ﬂ3§€”’“” {2/‘//(7" x J(7") de )
(10)
Na equagao , o leitor ndo deve confundir ¢y com
€. Dste ultimo é um tensor covariante de terceira
ordem [I6] (muitas vezes denominado tensor de permu-
tagdo).
Além disso, vamos definir uma grandeza de grande
importancia para o estudo dos dipolos,
> 1 —/ Tl = !
mz2//r x J(7")dV'. (11)
Este é o momento de dipolo magnético, um vetor
resultante do produto vetorial entre a posicdo de um
elemento de volume infinitesimal, de um certo meio, com
a densidade de correte desse meio integrada o volume que
esse meio ocupa no espago.
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Com essa informacdo em maos, vamos desenvol-
ver algebricamente a quantidade vetorial expressa na

equagao :

Ho Z o
Ai = a—1 Gijijmkei
4 |7 ik

3 E ekﬂezmkrj
47r 77|

E ek X ejka'J
47r 77|

= H0_(mx 7).
747r|77|3( )i (12)

Dado que o potencial vetor magnético esta associado
ao campo magnético por um rotacional — fato que é
garantido pela equagado (2) —,

B=VxA

=V x

Ho -
47r7:‘lg(mxrl
_ Ho | 3(m-T)T

w |

A equagdo representa o campo magnético gerado
por uma configuracdo de um dipolo magnético. Essa
expressdo satisfaz as equacdes de Maxwell na auséncia
de campo elétrico, uma vez que possui divergéncia nula
e uma densidade de corrente J = 0.

(13)

3. Dinamica de particulas carregadas
submetidas a um campo magnético
gerado por um dipolo

Nesta se¢do, trataremos o objetivo principal deste ar-
tigo, fazer uma analise da dindmica de uma particula
carregada sujeita aos efeitos de um campo magnético
gerado por um dipolo. Em nossa analise, utilizaremos um
momento de dipolo constante 17 = mk e as equagoes que
governam a dindmica desse sistema serdo tratadas pela
formulagao da segunda lei de Newton e pelo formalismo
Hamiltoniano.

A interagao de particulas carregadas com os campos
eletromagnéticos é descrita pela forga de Lorentz,

ﬁ:Q(E—HTxB). (14)

onde ) é carga da particula. Uma vez que, uma carga
elétrica esta sujeita a uma composicao de campos elétri-
cos e magnéticos, a forga que atua sobre essa particula,
resultando em uma influéncia direta na trajetoria que
essa particula descreve, é a soma da forca elétrica com
a forca magnética. No entanto, devemos atentar para
alguns detalhes importantes. Primeiro, em nosso caso,
estaremos considerando o movimento de uma particula
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carregada sobre os efeitos de um campo magnético
gerado por um dipolo e na auséncia de campo elétrico,
o que resulta, da equacédo , F = QU x B. Segundo,
uma caracteristica que reivindica uma certa cautela: a
forga magnética nao realiza trabalho (isso é muito facil
de provar pois @ [z’;’x Bj dl=Q {ﬁx E} -¥dt = 0). Em
outras palavras, uma particula carregada em repouso,
em um referencial inercial, permanece em repouso se
a Unica forca externa agindo sobre ela for a forca
magnética.

Considere uma particula com carga () e massa M,
submetida ao campo magnético de um dipolo, com um
momento de dipolo m = ml%7 onde m é uma constante.
Tgualando a segunda lei de Newton a forca magnética,
obtemos

M7 = QF x B. (15)

Tomando uma equacdo com cada componente de 7,
em coordenadas cartesianas, temos

i(2®+y° + 22)5/2 +wo [g(z® +y* —22%) 4+ 322y] =0

(16)
i (2% + 92+ 227 —wo [#(a? + 92 — 22) + 3222] =0
(17)
Z (x2 +y+ 22)5/2 + Bwoz(yz — dy) =0 (18)

Aqui, nés definimos a constante wg = Qo /4w M.

Dado que a forca magnética néo realiza trabalho, a
energia mecanica E desse sistema se resume a energia
cinética T = Mv?/2. Para verificar se a energia desse
sistema, é conservativa, ou dissipativa, tomamos a deri-
vada temporal da energia mecanica,

. . M dv? “ N ~ N ~ ~
E:T:7%: (ii+y’j+2k>~M(ii+,ﬂj+ék>.

Substituindo o termo M {xi—#y} + zl%} pelo lado
direito da equacao (|15]), temos
M
(22 + 32 —|—z2)5/2
M
(22 + 12 +22)5/2

T =i {wo [9(z® +y* — 22°) + 322y] }

—§{wo [£(2® + ¢y* — 22%) + B22a] }

M
+ 2 {3woz(yx — &y)} =0 (19)
(22 4y 4 22)°/*

Portanto, a energia cinética e, por consequéncia, a
energia mecanica desse sistema sdo conservadas.

Esse sistema de equagoes diferenciais é ndo linear e
acoplado. Diante dessa tipologia de equagdes, uma so-
lucao analitica é inviavel. Portanto, estudo da trajetoéria
serd a partir de uma solucdo numérica. Considere que as
condigoes iniciais para esse problema sao definidas como
z(0) = y(0) = 1, 2(0) = 0, (0) = y(0) = 0.005, 2(0) =
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Figura 1: trajetéria de uma particula carregada submetida ao
campo magnético de um dipolo com o pardmetro wo = 1,
condic¢es iniciais z(0) = y(0) = 1, 2(0) = 0, £(0) = y(0) =
0.005 e 2(0) = 0.01, sobre o intervalo de tempo At = 23000.

0.01 e wg = 1. Calculando a solugdo numérica, para
esse sistema, com essas condig¢bes iniciais, no intervalo
de tempo At = 23000s, sendo o tempo inicial {5 = 0,
obtemos a trajetéria ilustrada na Figura

A trajetéria da Figura [ descrita pela particula,
quase—periddica. Podemos observar claramente que o
movimento no eixo z tem um aspecto oscilatério, ja que
o movimento varia entre maximos de z = 0.5 e minimos
de z = —0.5. As oscilagoes também estdo presentes no
plano zy como pode ser observado na Figura[2] Portanto,
os resultados numéricos mostram que as coordenadas
da particula sdo fungdes periddicas cuja razao entre
os periodos é um valor irracional, caracterizando um
movimento quase—peridédico no qual a particula parte
do ponto determinado pelas condigobes iniciais mas nao
retorna a esse ponto, embora eventualmente passe por
regides proximas [17].

A taxa de variacdo temporal da energia cinética,
quando calculada com a solugdo numérica com as con-
digbes iniciais da trajetéria |1} apresenta picos da ordem
de 107! e ordens inferiores. Na equacdo ((19)), provamos
que T = 0. A explicacio para isso ¢ que essas pequenas
oscilagoes sdo erros numéricos. Para gerar esse grafico, a
precisao foi aumentada em 100 vezes e constatamos que
a ordem da funcao é menor quanto maior for a precisao
utilizada. Portanto, os resultados numéricos indicam que
T tende a zero em uma precisao de exceléncia, o que estd
de acordo com o resultado da equagao , € que 0s picos
de ordem 107! e ordens inferiores sio erros numéricos
despreziveis.

O espago de fases de uma particula carregada no
campo de um dipolo contém diversos pontos a partir
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Figura 2: posicdes x(t) e y(t) da trajetéria vinculada na
Figura [}

dos quais uma particula carregada pode descrever uma
trajetéria que ocupa um volume finito no espago. Nesse
caso a particula esta confinada e o dipolo age como uma
armadilha magnética, tal como mostra a Figura [I] Ou-
tras regides de confinamento para particulas que iniciam
o movimento, em diferentes posigoes e velocidades, estao
ilustradas na Figura[3] As curvas mostradas na Figura[3]
delineiam um espago ao redor do eixo z.

A Figura@ apresenta uma caracteristica espacial inte-
ressante das 6rbitas do movimento: a distadncia maxima
entre a origem do sistema de coordenadas e a particula
Ar,, ¢ menor quanto menores sao valores escolhidos para
as posigoes iniciais. Pode-se observar isso na Figura [3]
onde a trajetéria em vermelho inicia no ponto z(0) =
y(0) = 0.1 com uma distancia Ar,,; méxima da origem
ao trajeto é claramente menor que as distancias maximas
alcancadas nos trajetos em azul Ar,, com posicdo
inicial 2(0) = y(0) = 0.5, e verde Ar,,3, sendo a posigdo
inicial £(0) = y(0) = 1. Portanto, observa-se que, de
modo geral, existe um padrao de aproximagao com o eixo
z com a variacao das condigoes iniciais, especificamente
para as trajetorias ilustradas na Figura dado por
Armr < Arpmo < Arps.

No entanto, embora as equagoes fornecam trajetorias
construidas a partir de solu¢des numéricas para valores
tdo pequenos quanto se queira, existe um limite para o
qual os resultados fornecam uma representagao fisica.
Se considerarmos que feixes de particulas carregadas
sdo aprisionadas no campo magnético da Terra, entao
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Figura 3: regides de confinamento para uma particula carregada
sobre o efeito de um campo magnético gerado por um dipolo; a
regido verde é acessada por uma particula com condicdes iniciais
z(0) = y(0) =1, 2(0) = 0, £(0) = y(0) = 0.05 e 2(0) = 0.1;
em azul, temos z(0) = y(0) = 0.5, 2(0) = 0, (0) = ¢(0) =
0.015 e 2(0) = 0.1; e em vermelho, temos z(0) = y(0) = 0.1,
z(0) =0, ©(0) = g(0) = 0.05 e 2(0) = 0.1.

a distancia minima possivel entre a origem e um ponto
na trajetéria da particula (considerando que a origem
do sistema de coordenadas coincida com a origem do
planeta) é o raio da Terra; se for um problema de
uma particula carregada movendo—se sobre os efeitos
do campo magnético de um dipolo, entdo a estrutura
do dipolo é o limite da trajetoria; ou ainda se for um
experimento para um estudo das orbitas de particulas
carregadas sobre o efeito de um campo magnético de
dipolo, a propria composi¢do experimental é o limite.
Portanto, o padrao observado na Figura [3| ndo serd
necessariamente visto quando a particula estiver no
interior da fonte.

O padrao de movimento observado nas Figuras [I] e
é descritos por uma particula que se movimenta ao
longo de um espago limitado por um plano alinhado
paralelamente ao eixo z, a uma certa distdncia da
origem, que gira em torno desse eixo. Chamaremos esse
padrdo de movimento no plano meridional. Stérmer em
seus trabalho [5] fez uma analise desse problema onde
considerou uma componente do campo magnético da
terra como o campo gerado por um dipolo magnético.
Dessa forma, parte das particulas carregadas expelidas
através do vento solar, chegam a regido sujeitas ao
campo magnético da terra permanecem aprisionada.
Um grupo dessas particulas de altas energias, geram o
fenémeno das Auroras Boreais. Quando uma particula
acessa a regiao sobre os efeito da componente dipolar
do campo magnético da terra, com condig¢oes iniciais
que as colocam no plano meridional e considerando a
componente dipolar do campo magnético da terra para-
lelo ao seu eixo de rotagdo, a dindmica tridimensional
das particula pode ser modeladas convenientemente em
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termos da dindmica Hamiltoniana, onde as coordenadas
utilizadas sdo as coordenadas cilindricas (r, ¢, z) [18].
Considere 7 = mZ na equagio , R=(r?+ 2212
e ¢ = nQ/M, sendo m é uma constante atribuida ao
momento e 7 = pom/4m. Entdo, a Lagrangeana é dada

por [19]

1 o
£:§M|17\2—Q17-A
1 . Meyr?
=M (7 +r?¢* + 2%) + ;;T ) (20)

A lagrangeana e a hamiltoniana estdo relacionas

por [20]

onde p; e 7; s@o o momento linear e as coordenadas
generalizadas. Portanto, da equagao (20)) e (21)), temos

H = M7? + Mz* + Mr2¢?, (22)

ou,

2
HZAZ[szrpﬁﬂL(pf—MCl];) } (23)

Note que a hamiltoniana é definida pela prépria
energia cinética. Sabemos, pela (19)), que a energia
cinética é constante. Portanto, a prépria hamiltoniana
é uma constante.

Os momento p,, py € p;, sdo obtidos da lagrange-
ana por

oL
;= ) 24
Pi= 5 (24)
Lembrando que as equagdes de Hamilton sdo [19] [20]
OH
= 9
7 op; (25)
OH
.7; = - ) 2
p ar. (26)

com as equacoes , e , determinamos as

equagoes de movimento:

. 1
r_ﬁpr

. 2 3
Py = ]54;3 + 3MC%% — Mc%# — 3pyc1 g5 27)

N |
Z_Mpz

. 2
D, = 3Mc%7}z—§ — 3p¢01%

Note que a hamiltoniana nao depende da co-
ordenada ¢. Entao, pela equagao Py = 0. Essa é
uma importante consequéncia desse sistema, o momento
angular obedece as leis de conservagao,

oL c1r?

= —— = Mr’¢ + M—- = constante. 28
Do ) e+ g3 = constante (28)
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A expressao também poderia ser obtida direta-
mente do momento de dipolo [21],

gl

=7x P, (29)
onde P é o momento linear,

p o QX T (30)
i

A conservacao do momento angular elimina a equagao
de movimento para a coordenada ¢, de forma que temos
apenas as equacoes

. 1 [ pi 9 r3 9 T r
Uy MT3+3Mclﬁ_Mclﬁ_3p¢clﬁ

‘ (31)
. 10 r2z z

As equacgoes e nos permitem estudar di-
namica de particulas carregadas. Em investigacoes de
solugoes numeéricas, é conveniente analisar as solugoes
das equagdes tomando uma unidade tal que todas as
constantes sejam iguais a 1. Isso posto, considere que
uma particula carregada com carga @) e massa M inicia
um movimento, governados pelas equagoes (31) e ,
com condigbes iniciais 7(0) = 1, 7(0) = 3/50v/2, 2(0) =
0 e 2(0) = 0.03. O resultado é que a particula se
movimenta do eixo z confinada no plano meridiano. A
Figura [4 mostra o movimento tridimensional da parti-
cula e a Figura[f]ilustra a trajetéria no plano meridional.

Outra trajetéria para uma particula confinada no
plano meridiano, pode ser observada com as condi¢es
iniciais 7(0) = 1, #(0) = [3cos (7/6)]*/2/10, 2(0) = 0 e
#(0) = 0.03sin (7/6), como mostram as Figuras [f] e

Além disso, podemos particularizar as equacoes (31))
e , fazendo z(t) = 0, para analise do movimento ao

Figura 4: movimento confinado com condi¢des iniciais r(0) = 1,
7(0) = 3/50v/2, z(0) = 0 e 2(0) = 0.03, ao longo de um
intervalo de tempo At = 1220, sendo o tempo inicial to = 0.
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0.3F

0.2

0.1F

Figura 5: movimento no plano meridiano da trajetéria da
Figura[@ no intervalo de tempo At = 800, sendo o tempo inicial
to = 0.

Figura 6: movimento confinado com condi¢des iniciais 7(0) = 1,
#(0) = [3cos (7/6)]*/2/10, 2(0) = 0 e 2(0) = 0.03sin (7/6),
ao longo de um intervalo de tempo At = 800, sendo o tempo
inicial to = 0.

longo de um plano ortogonal ao plano meridiano, em
2(0) = 0, o qual é denominado plano equatorial [IT].
Nesse caso, usaremos as coordenadas cartesianas. Apli-
cando essa restricio, as equacoes e recaem nas
equagoes:

. c1y _
Z+ o y2)3/2 =0 (33)
B ﬁ =0 (34)
e+ y
Note que estamos utilizando as equagoes
adimensionais.

As equagbes para o movimento bidimensional sdo
simples quando comparadas com as equagoes para 0 mo-
vimento tridimensional. No entanto, a nao linearidade,
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Figura 7: movimento no plano meridiano da trajetéria da
Figura|§|no intervalo de tempo At = 800, sendo o tempo inicial
to = 0.

Figura 8: movimento confinado no plano equatorial com con-
dicdes iniciais z(0) = 0, ©(0) = 0, y(0) = 1, ¢(0) = 225,
ao longo de um intervalo de tempo At = 750, sendo o tempo
inicial to = 0.

caracteristica do segundo termo, proporcional a primeira
derivada, a torna complexa o suficiente para que nossa
analise continue a partir dos métodos numéricos.

O movimento no plano equatorial, governado pelas
equagoes e , representa uma aproximagao para
o sistema de uma particula carregada sujeita a com-
ponente dipolar do campo magnético da terra que se
movimenta ao redor da linha do equador.

A Figura[8] mostra que uma a particula também pode
permanecer aprisionada no plano equatorial. Essa traje-
téria foi obtida no trabalho [II]. Variando-se as con-
digOes iniciais resulta em trajetérias com uma forma
semelhante a ilustrada nessa figura, porém diferindo,
principalmente, na area que essas trajetérias ocupam
e na velocidade com que essa particula percorre. Essa
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caracteristica, pouca variabilidade de trajetorias, decorre
da estabilidade do sistema, o que serd explorado na
préxima se¢do. No trabalho [22], os autores apresentam
uma grande variedade de trajetérias confinadas para
uma particula carregada sujeita a um campo magnético
oscilante, localmente em conformidade com as equagoes
de Maxwell.

4. Verificando a existéncia de caos
no movimento 2D e 3D

Na secao anterior, nés tratamos a dindmica de uma
particula carregada sobre agdo do campo magnético de
um dipolo. Nesta secao, vamos analisar a sensibilidade
do sistema a variagdo das condigoes iniciais da particula.
Para isso, vamos analisar o comportamento de um
determinado estado G(t) em relagdo a uma mudangas
nas condigoes iniciais. Se o estado antes e apds a vari-
acao das condigOes iniciai forem ligeiramente diferentes,
distanciados por um intervalo de espaco grande, entao o
sistema apresenta indicio de caos [20, 23] 24].

O estado de um sistema pode ser caracterizados
convenientemente por um espago formado por 2n eixos,
onde n é o nimero de graus de liberdade com um
momento associado a cada um deles, de forma que um
estado do sistema possa ser caracterizado por um ponto
nesse espaco. Um espacgo de fase pode ser denotado por
F2n 201 23] 25], onde 2n representa a dimensdo desse
espaco. Portanto, de forma geral, cada momento em
funcdo de sua respectiva coordenada geram m planos,
nos quais temos a presenca de curvas formadas ao longo
da evolucdo temporal de F2", as quais sdo denominadas
orbitas do espaco de fase. Para melhor compreensao,
vamos tomar o caso particular n = 1, chamando a
coordenada de z e sua derivada de Z. Nesse caso,
podemos formar uma espago com os eixos coordenados
@ versus z versus t [20]. O espaco de faze F? serd
dado pela projecdo dos pontos no plano & versus z.
A secdo de Poincaré serd dada pela colecdo dos pontos
que interceptam o plano & versus x, para valores igual-
mente espacados do tempo ¢. Essas definicbes podem
ser generalizadas para o caso de n = 3, com espacgo de
fase FO. Nesse caso, o espaco de fases é o conjunto dos
pontos {x(t),y(t),z(t),px(t),py(t),pz(t)}, para coorde-
nadas cartesianas. Podemos definir o vetor de estado
como G(t) = [z(t) y(t) =(t) pa(t) py(t) p=()]"

Para o caso de uma particula carregada sujeita ao
campo magnético de um dipolo, cujo momento de dipolo
é uma constante na direcdo do versor Z, a hamiltoniana
e o momento angular sdo constantes de movimento.
Portanto, o sistema perde o grau de liberdade ¢, uma
vez que ¢ = cg, onde ¢y é uma constante arbitraria.

Dessa forma, seja o vetor é(t) o estado do sistema,
dado na forma matricial

G(t)=[r(t) =) pe(t) p(0), (35)
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associado ao sistema dinadmico (27)), temos que o sistema
dindmico esta relacionado com o vetor estado pela taxa
temporal de variagao,

S6(0) = K(r,2,p0,p2) (30)
ou explicitamente,
5 Pr
D=
K(r,2,prp:) = { 125 +3M 3+ (37)

2T r
—MC]_F — 30261ﬁ

3Mc%’§—§ —3c2c1 55

Para a verificagdo do caos no movimento bidimensio-
nal e tridimensional, vamos utilizar dois fortes métodos:
um mapeamento dos estados do sistema dindmico
através das segoes de Poincaré e o distanciamento de
dois estados pelos expoentes de Lyapunov [20, 23] 25].

4.1. Movimento bidimensional

Nesta subsecdo vamos tratar a estabilidade do sistema
para dois casos dentro do problema bidimensional, onde
o primeiro é o movimento da particula carregada consi-
derando um momento de dipolo constante e o segundo
sendo introduzido uma perturbagao temporal na qual o
dipolo passa a ser oscilante no tempo.

Quando consideramos o caso bidimensional, as equa-
¢oes que descrevem o movimento de uma particula
carregada sujeita ao campo magnético de um dipolo
sao as e . Nas segOes anteriores foi considerado
um momento de dipolo constante, através do qual
recaimos em um problema de Stérmer. No entanto, se
consideramos um momento de dipolo oscilante como
uma perturbacao temporal nas coordenadas z e y a
estabilidade das Orbitas pode alterar drasticamente.
Além disso, podemos ainda considerar uma perturbacao
na coordenada z, a qual é relativamente mais simples de
definir a estabilidade nesse caso do que uma perturbacao
nas coordenadas x e y.

Considere que no sistema formado pelas equacoes
e é introduzido uma perturbagdo infima na
diregdo perpendicular ao plano do movimento da forma
z =29+ Az, onde Az << 1. Dessa forma, as equagoes
recaem no sistema tridimensional formado pelas equa-
¢oes , e , fazendo a seguinte substituicao
z — Az e zp = 0 (plano escolhido anteriormente). Com
esse sistema de equagdes constata—se que para x(0) = 4,
(0) = y(0) = ¢(0) = 2(0) = 0 e 2(0) = 1 ndo temos
um movimento oscilatério em torno do plano zyp = 0, o
que caracteriza que o sistema e é instavel por
pequenas perturbagoes na direcao z.

Para o caso bidimensional onde o momento de diplo
é constante, isto é, o problema de Stérmer para um
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Figura 9: sec3o de Poincaré para o plano & versus x, onde
cada ponto é gerado no evento caracterizado por y(¢) = 0, com
condigdes iniciais z(0) = 0, #(0) = 0, y(0) = 1, y(0) = 225,
ao longo de um intervalo de tempo At = 75000, sendo o tempo
inicial to = 0.

plano fixo, em que o movimento da particula se restringe
ao plano equatorial, onde z(t) = 0, a modelagem da
dindmica é feita em termos das equagoes diferenciais
e . Nesse caso é possivel concluir antecipadamente
a nao existéncia de caos. O espaco de fase para o
movimento bidimensional possui dois graus de liberdade,
F? = F4 No entanto, dado que a hamiltoniana e
o momento angular para esse sistema sdo conservados,
entao a dimensionalidade do espaco de fase diminui duas
dimensées, de forma que F?* = F?2. Nesse caso, 0
teorema de integrabilidade de Arnold-Liouville [25] para
sistemas hamiltonianos garante a nao existéncia de caos.

Portanto, movimentos cujo espaco de fase possui
duas dimensbes sdao estaveis a variacdo das condigOes
iniciais. N6s podemos verificar essa conclusao através
das secoes de Poincaré. Considere um plano no paralelo a
T versus x e outro paralelo a ¢ versus y, nos respectivos
pontos y(t) = 0 e z(t) = 0, que registrem um ponto toda
vez que forem interceptados pelas curvas do espago de
fase ao longo de seu desenvolvimento temporal. Dadas as
condigdes iniciais z(0) = 0, #(0) = 0, y(0) =1, y(0) =
225 e parametro ¢; = 1, ao longo de um intervalo
de tempo At = 75000, temos as se¢bes de Poincaré
ilustradas nas Figuras [9] e [I0]

As Figuras [ e representa as segoes de Poincaré
para a evolugdo temporal das érbitas do espago de fase
z(x) e g(y). Os pontos exibidos nas figuras se distribuem
em curvas suaves, caracteristica de uma érbita no espago
de fase de um movimento periédico. A composicao de
pontos em um curva simples, indicam que o sistema é
estavel.

Para o caso em que consideramos uma perturbagio
nas coordenadas = e y, é interessante analisar que a
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Figura 10: sec3o de Poincaré para o plano g versus y, onde
cada ponto é gerado no evento caracterizado por z(t) = 0, com
condic¢des iniciais (0) = 0, #(0) = 0, y(0) = 1, y(0) = 225,
ao longo de um intervalo de tempo At = 75000, sendo o tempo
inicial to = 0.

Figura 11: trajetéria bidimensional feita a perturbacdo temporal
c1 = c1 + 0.2¢0s(0.027t), com condicdes iniciais z(0) =
0, (0) =0, y(0) =1, y(0) = 225, ao longo de um intervalo
de tempo At = 750, sendo o tempo inicial to = 0.

estabilidade do sistema pode ser facilmente quebrada
por uma simples perturbagao temporal. Considere que ¢y
seja calibrado em ¢; = ¢ + 0.2 cos(0.027t). Nesse caso,
c1 esta sendo calibrado com um fator temporal associado
a um dipolo oscilante 77 = (m + 0.2 m cos(0.02nt) /¢y k,
onde m é uma constante. A trajetéria com as mesmas
condicOes iniciais da ilustrada na Figura [§] passa ser
conforme mostra a Figura
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Figura 12: sec3o de Poincaré para o plano & versus z, onde
cada ponto é gerado no evento caracterizado por y(t) = 0, com
condi¢des iniciais (0) = 0, £(0) = 0, y(0) = 1, y(0) = 225,
ao longo de um intervalo de tempo At = 75000, sendo o tempo
inicial to = 0.
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Figura 13: secdo de Poincaré para o plano ¢ versus y, onde
cada ponto é gerado no evento caracterizado por z(¢) = 0, com
condices iniciais z(0) = 0, ©(0) = 0.01, y(0) = 1, y(0) = 225,
ao longo de um intervalo de tempo At = 75000, sendo o tempo
inicial to = 0.

Projetando uma secdo de Poincaré no espaco de fase
% wversus x, no ponto y(t) = 0, e outra paralela ao
espaco de fase ¢ versus y no ponto z(t) = 0, obtemos
as Figuras [I2] e [I3] Note que a distribui¢do dos pontos
nessas se¢des formam uma curva irregular, o que ocorre
em se¢oes de Poincaré para um espaco de fase disforme e
com curvas complexas. Essa caracteristica é um indicio
de que esse movimento é cadtico.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210266, 2021

Uma anélise das regioes de confinamento cadticas descritas por uma particula

As Figuras|[12]e[I3]apresentam indicio de caos. Porém,
quando as condigOes inicias sao variadas, a area sobre a
qual os pontos se distribuem se mantém. Esta observagao
sugere que o volume do espaco de fase se conserva,
conforme a sua evolucdo temporal. De fato, o volume é
conservado e isso pode ser concluido a partir da natureza
conservativa da energia mecanica. Vamos investigar isso
aplicando a divergéncia no vetor estado do sistema,
obtemos uma poderosa equacao para analise do espago

de fase [1T], 22} 24} [26],

- 1dU
V-Gt =5 _Z:Az, (38)
onde U é o volume do espago de fase e \; é o expoente
de Lyapunov.

A equacéo é uma relagao da evolucao temporal do
volume do espaco de fase, o fluxo de fase e a somatéria
dos expoentes de Lyapunov. Imediatamente, podemos
perceber que essa equacgao pode fornecer a informagao
de que o espago de fase pode estar se contraindo ou
expandindo, dependendo do sinal da derivada temporal,
e no caso em particular em que a derivada temporal for
nula, o volume se conserva. Algumas referencias como
[23] dao destaques para os casos em que dU/dt = 0,
o sistema é conservativo, e dU/dt < 0, o sistema
é dissipativo e o espaco de fase se contrai tendo a
subespagos Atratores. No trabalho [22], os altores ana-
lisam a dindmica de uma particula carregada em um
movimento cadtico, onde dU/dt > 0 e o sistema ¢é
dissipativo. Portanto, dentre essas trés possibilidades,
apenas os sistemas conservativos apresentam taxa de
variacdo temporal nula do volume do espaco de fase, ou
seja, sendo o unico caso onde o volume do espaco de fase
se mantém constante.

Portanto, o volume do espago de fase para uma
particula sujeita ao campo magnético de um dipolo é
constante, para qualquer momento de dipolo na direcao
];3, ja que sobre essa condigdo a energia cinética se anula,
a hamiltoniana é contante e o sistema é conservativo.

Por outro lado, usando o método numérico abor-
dado no trabalho [27], com as condigbes iniciais
(2(0),y(0),£(0),9(0)) — (0,1,0,0.225,0), determina-
mos 0s expoentes maximos de Lyapunov em \; =
(0.00525926, 0.00132324, 1.5509726083176853 x 10711,
—0.0065825). Dado que o terceiro expoente méximo
de Lyapunov ¢ da ordem de 10~!!, vamos considerar-
lo desprezivel. Dessa forma, restam trés expoentes e a
somatéria Y, A; = 2.90596 x 1072, O valor da soma
dos expoentes maximos de Lyapunov é desprezivel por
ser da ordem de 107'2. Mas, vimos que o volume do
espaco de fase desse sistema nao é dissipativo. Portanto,
podemos considerar ), \; = 0, com um erro numeérico
da ordem de 1072,

Portanto, podemos concluir que sistemas compostos
por uma particula carregada sujeita ao campo magnético
de um dipolo com um momento de dipolo constante nao
tem possibilidade de existéncia de caos, pelo teorema
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de Arnold-Liouville, ao passo em que introduzindo uma
perturbacao temporal oscilante nas coordenadas z e y os
resultados mostram que o sistema se torna cadtico.

4.2. Movimento tridimensional

No movimento tridimensional, consideramos a dindmica
no plano equatorial e no plano meridiano. Nesse caso,
temos trés graus de liberdade (r, ¢, z). O espago de fase,
apriori, esté contido por um espaco F2" = F6, com seis
dimensoes. No entanto, a dimensionalidade do espago de
fase cai para F*, dado que a hamiltoniana e o momento
angular sdo constantes de movimento. Portanto, existe
a possibilidade desse sistema apresentar caos dado que o
teorema de Arnold-Liouville s6 garantem a estabilidade
de sistemas cujo espaco de fase possui duas dimensodes
ou menos.

Para verificacdo do caos, vamos reescrever a equacgao
, em coordenadas cartesianas, como um sistema di-
namico. Seja l@(x, Y, 2, Vg, Uy, V;) O sistema dindmico com
as varidveis (x,y, z, Uy, Uy, U;) equivalente ao sistema de
equagoes diferenciais e seja G (t) o vetor estado desse
sistema, dado matricialmente na forma

Gty =[z(t) y(t) =z(t) va(t) wy,(t) v (). (39)

Entao, o sistema dinamico 16(:1:, Y, 2, Ug, Uy, v;) é dado
pela derivada temporal de primeira ordem do vetor es-
tado, em termos das coordenadas da posicao, velocidades
e suas derivadas de primeira ordem, isto é

— d =
IC(IL',y,Z,UI,’Uy,UZ) = %G(t)a (40)
ou explicitamente,
Vg
Uy
Uz
’C(%%Zvvz,vyyvz) = [vy(x2+y272z2)+3vzzy} (41)
—Wo (@2 +y2+22)572
[vz(w2+y272z2)+3v2zm]
wo (22 1y2+22)572
_ 3woz(VyT—VY)
(a:2+y2+z2)5/2

Para uma analise da sensibilidade do sistema, vamos
representar trés planos do espago de fase: & versus ,
Uy versus y e 2 versus z. Considere uma se¢ao de Poin-
caré para cada plano, representando a evolucao temporal
das Orbitas do espago de fase, por meio dos pontos
gerados pela intersegao do plano com essas curvas, onde
usamos as condigdes iniciais z(0) = y(0) = 0.5,2(0) =
0,v5(0) = v, (0) = 0.015 e v,(0) = 0.01. O resultado séo
as segoes mostradas nas Figuras [14] [15] e [16]

As segdes de Poincaré, ilustradas nas Figuras[14] 15 e
mostram que os pontos estao distribuidos de forma
totalmente irregular. Os planos do espaco de fase repre-
sentado pelas se¢oes de Poincaré & versus x e § versus y,
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Figura 14: secdo de Poincaré para o plano gerado por
& versus x, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,y) — (0,0), com condicdes iniciais z(0) = y(0) =
0.5, 2(0) = 0, vz(0) = vy(0) = 0.015 e v.(0) = 0.01, ao
longo de um intervalo de tempo At = 100000, sendo o tempo
inicial to = 0.
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Figura 15: secdo de Poincaré para o plano gerado por
9 versus y, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,z) — (0,0), com condicdes iniciais z(0) = y(0) =
0.5, 2(0) = 0, v.(0) = vy (0) = 0.015 e v,(0) = 0.01, ao
longo de um intervalo de tempo At = 100000, sendo o tempo
inicial tg = 0.

aparentemente nao possuem nenhuma curva suave em
suas respectivas sec¢oes de Poincaré, indicando um espago
de fase disforme e preenchidos por curvas complexas.
Esse é um indicio de caos no sistema. Por outo lado,
embora a secao de Poincaré ilustrando os pontos do
espago de fase gerado por Z(z), posicionada no ponto « =
y = 0, mostre curvas irregulares, devemos considerar que
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Figura 16: secdo de Poincaré para o plano gerado por
Z versus z, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,y) — (0,0), com condi¢des iniciais z(0) = y(0) =
0.5, z(0) = 0, vz(0) = vy(0) = 0.015 e v,(0) = 0.01, ao
longo de um intervalo de tempo At = 100000, sendo o tempo
inicial to = 0.

as trajetérias no plano meridiano sao suficientemente
complexas, tal como mostra a Figura |7}, para que seja
de se esperar um espaco de fase disforme. Nesse caso,
temos indicio de caos nas varidveis (z(t),y(t)) e uma
investigacao mais profunda é necessaria para definirmos
a estabilidade da varidvel z(t). Tal investigacdo pode ser
executada por intermédio da observacao dos estados do
sistema quando as condigbes iniciais sdo variadas, ou
seja, a investigacdo da estabilidade do sistema. Consi-
dere, portanto, a variagdo Z(0) = 0.01 — 2(0) = 0.1,
o que resulta nas seg¢oes de Poincaré mostradas nas
Figuras [17} [I§ e [I9

Para o caso tridimensional, temos o equivalente a

relagao ,

= 1dU
VGt =5 = Z)\ (42)
através da qual podemos verificar a conservacdo do
volume do espago de fase.

Usando as condigoes iniciais 2(0) = y(0) = 1, 2(0) =
0, v;(0) = v,(0) = 0.015 e v,(0) = 0.01, um intervalo
de tempo At = 0.1 e um numero de passos k =
3000, calculamos numericamente os expoentes maximos
de Lyapunov A = (0.00783882, 0.0057872, 0.0025664,
—0.00113594, —0.0060048, —0.00905169). Dos seis expo-
entes, trés sao positivos e identificam o caos no sistema.
A somatéria resulta Y, \; = —8.43076 x 107'6. Em
nossas simulagoes numéricas, constatamos que quanto
maior o nimero de passos, mais proximo de zero é o
valor da soma dois expoentes. Isso estd de acordo com
o fato de que a hamiltoniana desse sistema dindmico é
uma constante, isto é, o espaco de fase é constante no

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210266, 2021

Uma anélise das regioes de confinamento cadticas descritas por uma particula

tempo e >, A; = 0, com um erro numérico da ordem
de 10716,

Além disso, outra constatacdo interessante foi o fato
que os expoentes de Lyapunov apresentam oscila¢oes até
proximo dos 1500 passos do calculo numérico. O grafico
dos expoentes de Lyapunov em fungdo do valor dos
passos k estd ilustrado na Figura
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Figura 17: secdo de Poincaré para o plano gerado por
& versus x, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,y) — (0,0), com condicdes iniciais z(0) = y(0) =
0.5, 2(0) = 0, v.(0) = v,(0) = 0.015 e v-(0) = 0.1, ao
longo de um intervalo de tempo At = 50000, sendo o tempo
inicial to = 0.
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Figura 18: secdo de Poincaré para o plano gerado por
9 versus y, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,z) — (0,0), com condi¢des iniciais z(0) = y(0) =
0.5, z(0) = 0, v+(0) = vy(0) = 0.015 e v,(0) = 0.1, ao
longo de um intervalo de tempo At = 50000, sendo o tempo
inicial to = 0.
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Figura 19: secdo de Poincaré para o plano gerado por
% versus z, onde cada ponto é gerado no evento caracterizado
por (z,y) — (0,0), com condi¢des iniciais z(0) = y(0) =
0.5, z(0) = 0, vz(0) = vy(0) = 0.015 e v,(0) = 0.1, ao
longo de um intervalo de tempo At = 50000, sendo o tempo
inicial to = 0.

Figura 20: grafico que representa o espectro de Lyapunov,
condi¢des iniciais z(0) = y(0) = 1, 2(0) = 0, vz(0) = vy (0) =
0.015, um intervalo de tempo At = 0.1 e um niimero de passos
k = 3000.

Observa-se pelo grifico da Figura 20| que os expoentes
de Lyapunov apresentam uma oscilacdo entre valores
positivos e negativos antes de convergirem para os
valores do niimero méximo de passos especificados, no
qual temos trés expoentes positivos e tés negativos. As
oscilagoes drasticas que encerram apdés k = 1500 ciclos
caracterizam um comportamento transiente nos expoen-
tes de Lyapunov. Portanto, os resultados mostram pelo
menos trés expoentes positivos, caracterizando o caos
para esse sistema.

5. Conclusao

Neste artigo foi realizado um estudo das regides de
confinamento descritas por uma particula carregada
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submetida ao campo magnético de um dipolo. Analisou—
se as trajetorias tridimensional, através das coordenadas
cartesianas pela segunda lei de Newton e cilindricas
pela hamiltoniana do movimento, e o caso particular
para trajetorias bidimensionais da particula, para dife-
rentes condigbes iniciais. Constatamos que a dindmica
tridimensional apresenta caos, enquanto que a dindmica
bidimensional é estavel mas se tornar cadtica para um
momento de dipolo oscilante no tempo.

Foi analisado as equagdes de movimento para o sis-
tema de uma particula deslocando—se sobre a regidao de
defluéncia do campo magnético de um dipolo. Verificou—
se que as trajetérias de confinamento sdo descritas
pela particula a uma determinada distancia do eixo z,
limitada por um plano que acompanha o movimento
ao redor desse eixo paralelamente, a distdncia entre o
eixo z e a 6rbita da particula é menor quanto menores
forem as condigoes iniciais para as coordenadas z e y.
No entanto, embora as trajetorias possam ser construi-
das a partir de condi¢des iniciais tdo menores quanto se
queira, fisicamente existem um limite que ndo pode ser
ultrapassado (no caso da particula movendo—se ao redor
do planeta Terra o limite é o préprio raio do planeta, se
for um aparato experimental o limite é a fonte e assim
por diante). Além disso, constatou—se que a energia
mecénica do sistema é uma constante, o que resulta em
uma hamiltoniana constante no tempo, a qual é indepen-
dente do dngulo entre o vetor posicao da particula e o
eixo equatorial nas coordenadas cilindricas. Portanto, o
momento angular é constante e isso elimina uma equacéao
do sistema dindmico resultante da hamiltoniana.

Verificou—se também a estabilidade do movimento no
plano equatorial e o caos no movimento descrito pelo
plano meridional. O plano equatorial permanece fixo
enquanto a particula descreve uma trajetéria restrita
a esse plano, no caso particular em que z(t) = 0.
Nesse caso, constatou—se que o sistema é estavel pelo
teorema de Arnold-Liouville e que qualquer perturbagao
temporal pode reconduzir a estabilidade do sistema
tornando—o caético. Além disso, observou-se que a di-
namica no plano meridional é cadtica através das sec¢oes
de Poincaré e dos expoentes de Lyapunov. Verificou—
se que, nesse caso, os pontos ilustrados nas secoes
de Poincaré, em todos os plano do espaco de fase
analisados, se distribuem em curvas irregulares e que a
soma dos expoentes de Lyapunov ¢é igual a zero, sendo
trés expoentes positivos no total de seis. Portanto, o
sistema com z(t) # 0, em que cuja a equagdo resulta
da hamiltoniana, é cadtico, com um volume de espago
de fase constante e conservativo.
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