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Apresenta-se uma estimativa numérica para a contribuicao das vibragoes da rede para o calor es-
pecifico de um sélido cristalino. O método Monte Carlo é utilizado tanto em sua forma original
quanto em sua versao mais moderna, que emprega a técnica da repesagem para extrair mais in-
formacoes de cada simulacao. Mostra-se como obter curvas continuas para grandezas como a energia
e o calor especifico em funcido da temperatura a partir de simulacao feita em apenas uma tempe-
ratura. Os resultados analiticos sdo incluidos para facilitar a comparacdo com os resultados da
simulacao.

A numerical estimate for the contribution of the lattice to the specific heat of a crystalline solid
is presented. The Monte Carlo method is used such in its original form as in its modern version
which explores the reweighting technique to extract more information from each simulation. One
reveals how to get continuous plots for quantities like energy and specific heat, in function of
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the temperature, performing just one simulation at a convenient temperature. For the sake of
comparison we present also the pertinent analytical results.

I Introducao

Nos 1ltimos anos, avancou bastante o conhecimento
a respeito de sistemas de muitas particulas que nao
podem ser descritos de forma analitica. O progresso
decorre, em grande parte, da rapidez com que os com-
putadores realizam os cdlculos necessirios para uma
simulacdo do tipo Monte Carlo, por exemplo. Aqui,
quando falamos em evolucao, estamos nos referindo ao
progresso obtido na eletronica (“hardware”). Houve,
porém, um enorme avanc¢o também na forma de ex-
trair resultados das simulagoes. Nesse caso, a evolucao
ocorreu na programacao ( “software”). Resumidamente,
um conjunto de operacoes que se repetia uma centena
de vezes passou a ser feita de uma tunica vez, seus re-
sultados dando origem a uma série de outros apenas
por um artificio de “repesagem”, que serd explicado na
seqiiéncia.

O objetivo principal desse artigo é introduzir essa
nova maneira de fazer simulacoes, partindo de um sis-
tema simples como é o cristal de Einstein (a primeira
aproximacao ao calor especifico de sélidos que prevé o
limite correto quando T' — 0). Para esse sistema, to-
dos os resultados exatos sdo exibidos na préxima se¢ao,
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podendo ser acompanhados por alunos de um curso in-
trodutério de mecanica estatistica. Na secao III, expli-
camos a técnica de simulagdo conhecida como algoritmo
de Metropolis ou Monte Carlo com amostragem por im-
portancia. Sao apresentadas estimativas para a energia
e o calor especifico em algumas temperaturas e com-
paradas com os resultados da secdo II. Na secdo IV, a
técnica do histograma com repesagem é apresentada e
os resultados da simulacdo, feita em apenas uma tem-
peratura, sao utilizados para obter curvas continuas da
energia e do calor especifico em um intervalo da tem-
peratura. Alguns comentdrios sio feitos para ilustrar
como essa abordagem tem evoluido nos ultimos anos.

IT O modelo

Considerar um sélido cristalino como um conjunto de
osciladores independentes, cada um deles com energia
kT, de acordo com o teorema da equiparticao, conduz
a uma capacidade térmica igual a 3Nok = 3R cal /mol,
independente da temperatura. Esse é o resultado da
aproximacao de Dulong-Petit que vale para sélidos a
temperatura ambiente. No entanto, quando a tempe-



104

ratura é reduzida, os resultados experimentais diferem
dessa constante e tendem a zero quando T — 0. Para
corrigir a distorcao da curva tedrica, Einstein propos,
em 1907 [1], a quantizagdo da energia dos dtomos que
vibram em torno dos sitios da rede. Seguindo uma idéia
usada antes por Planck (1900) para tratar a radiacdo
do corpo negro, ele imaginou que apenas alguns valores
seriam permitidos para a energia de cada oscilador, o
que ele escreveu como

e =nhv (1)

onde n é um inteiro ndo negativo, h é a constante de
Planck e v a freqiiéncia. Com essa hipdtese para a ener-
gia e tratando as vibracoes como sendo independentes
— todas com a mesma freqiiéncia — Einstein chegou a
expressao

g (B exp(Bhr) )
(exp(Bhv) —1)*

para a contribuicdo da rede com o calor especifico
do sélido. Para calcular essa grandeza, basta lem-
brar que, em contato com um banho térmico (ensemble
canonico), a probabilidade para um desses osciladores
ocupar um estado com energia € decresce exponencial-
mente com a energia (fator de Boltzmann). Assim, com

P(e) = exp(—B) /(D exp(=pe)) (3)

e ¢ dada pela equagéo (1), teremos para a energia média
de cada oscilador a expressao

00 h
ne*’n 14
{e) = n2=:0 (4)
hv x ’
Z e nBhv
n=0

onde § = 1/kT,T é a temperatura e k a constante de
Boltzmann. O produto de 3 por hv que aparece nas ex-
ponenciais costuma ser representado por 8 /T , onde
0r = hv/k é conhecida como a “temperatura” de Eins-
tein.

Observando que

S menon -2 (f} e‘"ﬁ’”> (5)
n=0 n=0

e que o somatdrio entre parénteses € uma progressao
geométrica de razio ¢ = e #" concluimos que

oo

Z e—thu —

n=0

1/[1—e Pt (6)

e, portanto,

2 = @
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De maneira andloga, pode-se obter o valor médio de
e? e, finalmente, através da seguinte expressdo

e(B) = 3kB>(() — (e)*). (8)

chegar & expressdo (2), lembrando que o fator 3 é prove-
niente dos trés graus de liberdade para os dtomos da
rede.

O célculo da energia média do conjunto de os-
ciladores pode ser feito langando-se mao da expressdo

%EQ(E)emp(—BE)
N S O(B)ean(—E)

onde a soma nao é feita sobre os estados quanticos
mas sim sobre os niveis de energia. Como a cada
nivel de energia estdo associados diferentes estados
dos osciladores, é preciso multiplicar o fator de Boltz-

mann pela degenerescéncia {2 do nivel de energia
3N

E = " n;e;, cujo valor exato é [2]
i=1

(E) 9)

(K +3N —1)!

AN, K) = “Gx

(10)
onde K = E/hv.

E importante observar que Q(E) é uma fungio cres-
cente da energia, enquanto o fator de Boltzmann é uma
funcdo que decresce exponencialmente com E. O pro-
duto de Q(FE) pelo fator exp(—BFE), daqui por diante
chamada P(FE), tem valores proximos de zero quando
a energia é baixa ({2 é pequeno) e também quando a
energia é alta (a exponencial vai assintoticamente a zero
para E — o00). O produto s6 tem valores aprecidveis
em uma faixa de valores de energia que engloba a ener-
gia média. Essa faixa é tanto menor quanto maior for
o nimero de osciladores. A Fig. 1 mostra o comporta-
mento da probabilidade P(E) de encontrar o conjunto
de 3N osciladores com energia igual a E, quando o
sistema estd em contato com um banho térmico a tem-
peratura 6g /T = phv = 1/3.

IIT O algoritmo de Metropolis

Para obter numericamente os resultados da secao ante-
rior, vamos primeiramente fazer uma simulacdo Monte
Carlo tradicional [3]. Essa técnica tem sido utilizada
em uma gama de situagoes que inclui minimizacao
de fungbes (método que ficou conhecido como “reco-
zimento simulado” [4]), o célculo de integrais multidi-
mensionais [5], transi¢des de fase estruturais em sélidos
[6], além de outras aplicagoes [7]. Iniciamos a simulagdo
com 3N osciladores (300 ja é um niumero razoavel).
A energia de cada oscilador é igual a um nimero in-
teiro de quantas de energia hv que expressaremos por
en/hv = n onde n € IN (a menos da energia de ponto
zero, hv/2). No inicio da simulacdo, as energias (em
unidades de hv) sdo escolhidas aleatoriamente entre 0
e um teto nyrax que estipulamos. Verificamos que 300
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é um bom numero para esse limite. A partir desse
ponto, vamos evoluir o conjunto de 3N osciladores du-
rante 2000 passos que servirao para termalizar o sis-
tema. Como fazer isso? Bem, um novo nivel é sorteado
para cada oscilador e, na seqiiéncia, comparado com o
nivel anterior. Se o nivel sorteado for menor que o ante-
rior (a energia decresce), o novo nivel é aceito com pro-
babilidade 1. Em caso contrério (Ae > 0), um nimero
aleatério entre 0 e 1 é sorteado e comparado com a razao
entre os fatores de Boltzmann dos niveis velho e novo
(probabilidade de transi¢édo do velho para o novo nivel).
Se o ndmero aleatério for menor que exp(—BAeg), o novo
estado é aceito. Se for maior, o oscilador continua com
a energia anterior. Um passo de Monte Carlo é con-
cluido quando todos os osciladores tiverem sido visi-
tados uma vez (se eles forem escolhidos de forma de-
terministica) ou quando 3N osciladores tiverem sido
visitados aleatoriamente (caso em que cada oscilador
também serad visitado uma vez por passo, na média).
Esse processo imita a troca de energia entre o sistema e
um banho térmico a temperatura T' e, de acordo com o
principio do balanceamento detalhado (veja [8]), depois
de vérias iteragoes desse tipo os estados serdo visitados
com probabilidade proporcional ao fator de Boltzmann
exp(—pfe). Esse algoritmo recebe o nome de Metropo-
lis, em homenagem ao primeiro autor de um trabalho
publicado em 1953 [9], cuja originalidade estava justa-
mente em propor a amostragem por importancia. Em
poucas palavras, trata-se de um método que despende

pouco tempo visitando estados de baixa probabilidade,
como é o caso dos estados cujas energias estejam fora
da regiao onde ocorre o pico da Fig. 1.
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Figura 1. Tlustracao da densidade de probabilidade da ener-
gia de 3N osciladores & uma temperatura Shv = 1/3.

Terminados os 2000 passos de Monte Carlo de ter-
malizacdo, o que significa que cada atomo foi visitado e
teve a possibilidade de trocar o seu estado 2000 vezes,
comecamos a medir a energia média (E) e também o
seu segundo momento, (E?). Para isso, 18000 passos
serdo executados, seguindo o mesmo procedimento an-
terior (resumido no quadro 1).

(2) Escolhe-se um dos osciladores

Monte Carlo com amostragem por importancia

(1) Sorteia-se uma configuragao inicial para os osciladores (0 < n < npax)

(3) Sorteia-se um novo nivel n,,,,. Calcula-se a variacao de energia resultante
da troca Ae = (Nnovo — Nwetno)hv. Se Ae < 0, 0 novo nivel é aceito.

(4) Se Ae >0, entao um nimero aleatério (0 <r < 1) é gerado e comparado
com exp(—BAe). O novo nivel é aceito somente se r < exp(—BAe).

(5) Escolhe-se um outro oscilador e repete-se o procedimento a partir de (3)

Quadro 1: Seqiiéncia de passos para a implementacdo do algoritmo de Metropolis.

A diferenca é que agora, ao final de cada passo, a
energia do sistema serd acumulada em uma varidvel
ETOT, que servird para estimar a energia média.
Também o quadrado da energia serd armazenado em
uma outra varidvel EQUAD, que servird para estimar
a energia quadratica média, apds o término dos 18000
passos. Como os estados pelos quais o sistema passa

obedecem & distribuicado de Boltzmann (o principio do
balanceamento detalhado garante isso), o célculo da
energia média pode ser feito como simples média arit-
mética das energias obtidas ao final de cada passo. O
mesmo se aplica ao calculo da energia quadratica média.
Dessa forma, a conhecida férmula para o calculo da
média da n-ésima poténcia da energia
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> E"Q(E)exp(—BE)

ny _ FE
(E") = > 0B)ep(~7E)

(11)

no ensemble canoénico, é substituida por uma sim-
ples média aritmética quando usamos o algoritmo
de Metropolis (simulagdo por amostragem de im-
portancia):

1 Nuce

> Ep. (12)

i=1

(B") = Nue

onde N ;¢ é o nimero de passos de Monte Carlo validos
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da simulacdo (nimero total menos o nimero de passos
utilizados para a termalizagéo).

Na tabela 1, apresentamos os valores para a ener-
gia média e para o calor especifico para dois valores de
temperatura, utilizando o método da amostragem por
importancia. O tempo de cada simulacao foi de 5 se-
gundos em um Pentium IIT de 933 MHz e 256 Mb de
memoria RAM, usando-se a linguagem Fortran [10]. Os
erros foram estimados executando-se o programa com
5 diferentes sementes, o que significa que foram obtidos
5 pontos para o calculo da média e do desvio-padrao da
média para cada temperatura. Os valores sdo compara-
dos com resultados exatos discutidos na secao anterior.

Tabela 1. Energia e calor especifico para Shy = 0.1 e 1.0

Bhyv | Energia | Valor exato | Calor Especifico | Valor Exato
0.1 | 9,505(7) 9.508... 0.99(1) 0.999...
1.0 | 0,586(5) 0.582... 0.93(1) 0.921...

A dificuldade com esse procedimento é que para le-
vantar uma curva de calor especifico, por exemplo, ha
necessidade de repetir a simulagdo para uma série de
valores da temperatura. Na proxima se¢do, nés vamos
mostrar como é possivel aperfeicoar a técnica e evitar
a repeticao do processo. Para isso, serd preciso gerar
um histograma que registre o niimero de vezes que cada
energia foi visitada, durante os Nj;¢ passos da simu-
lacdo.

IV Histograma e a técnica de
repesagem

Nos ultimos anos, ganhou forca uma abordagem que
visa extrair mais informacao das simulacées. A idéia
[11], ja4 proposta nos anos 60 ([12],[13]) , consiste em
separar o efeito de temperatura (que é um pardmetro
da simulacdo) dos efeitos entrépicos, caracteristicos do
sistema e independentes da temperatura. Explicando
melhor, quando se realiza uma simulacao amostrando
os estados por importancia (usando o algoritmo de
Metropolis, por exemplo), o niumero de vezes que
cada estado aparece obedece & distribuicdo de Boltz-
mann. Porém o nuimero de vezes que uma dada ener-
gia é encontrada serd proporcional ao produto do fa-
tor de Boltzmann pela degenerescéncia daquele nivel
de energia Q(E). Isso acontece porque a cada nivel
de energia estdo associados diversos estados quanticos
do sistema compativeis com ela e, quanto maior esse
numero, maior serd a chance daquela energia apare-
cer. Dessa forma, o que se obtém em uma simulacdo

com amostragem por importancia, na qual se constréi o
histograma Hg(E), é o numero de vezes que o sistema
apresenta energia igual a E em Ny passos de Monte
Carlo. Esse numero é proporcional & degenerescéncia e
contém o fator de Boltzmann, de forma que :

Hs(E) o Q(E)e™PF (13)

Deve-se ver, portanto, o termo Hg(E)/Nj¢c como
uma estimativa para a probabilidade de encontrar o
sistema com uma dada energia E, que no ensemble
canoénico é usualmente escrita como :

O(E) exp(—BE)

P5E) = S OB exp(—pE)
>

(14)

H(E)
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Figura 2. Histograma da energia. A simulagdo é feita em
Bhv =1/3.
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Na Fig. 2, esbogamos o histograma H (E) obtido em
Bhv = 1/3. O histograma foi obtido com Nyre = 20000
passos de Monte Carlo, dispensando 2000 passos para
termalizacao, e se compara bem com o resultado exato.
Podemos notar que a curva tem a mesma forma da Fig.
1 (linha cheia) e apresenta um pico na regido da energia
média (nesse exemplo, (E) = 300(e'/® —1)"'erg ~ 758
erg).

Na seqiiéncia, o que se faz é “repesar” o histograma
para obté-lo em uma outra temperatura T = 1/kf3,
sem precisar repetir a simulagdo. Ressalte-se que esse
procedimento tem limitacées e em alguns casos é re-
comendéavel obter o histograma em trés ou quatro tem-
peraturas para depois chegar & melhor estimativa para
Q(E). Voltaremos a essa discussdo no final desta secdo,
mas, por enquanto, vamos apenas mostrar como pro-
ceder para estender os resultados de um histograma
simples para outros valores de temperatura. Para isso,
basta seguir o raciocinio de Ferrenberg e Swendsen [11],
observando-se que para um 3’ # 3, tendo em vista a
expressdo (13), podemos escrever

Q(E) exp(—8'E)
Y QUE')exp(—B'E")

"Hy(B) exp(5B)E
S Hy () exp(B_B) B
El

Py (E) =
(15)

de forma que grandezas como a energia média e seus
momentos possam ser calculadas nessa outra tempera-
tura, utilizando-se simplesmente a equacio

(E™)g =) Py(E)E" (16)
E

Convém ressaltar que essa técnica foi utilizada com
sucesso em uma colecao de problemas de mecanica
estatistica [14] [15]. Na Fig. 3, esbogamos o calor
especifico e a energia média dos dtomos, em funcao
da temperatura, utilizando o método do histograma.
Nesse grafico, a simulacdo foi executada em Shrv = 1.0
e a repesagem foi feita para as temperaturas T/0p =
(Bhv)~! no intervalo [0.1, 1.0]. Podemos constatar que,
para altas temperaturas, a energia varia linearmente
com a temperatura, o que implica um calor especifico
constante (lei de Dulong-Petit), como realmente se es-
pera nesse limite. A curva obtida com a repesagem
coincide com a curva tedrica em todo o intervalo e apre-
senta, na regiao em que 7' — 0, a mesma tendéncia que
o resultado analitico. Vale ressaltar que a concordancia
entre as curvas ndo serd boa se o histograma for cons-
truido em uma temperatura mais baixa, pois nesse caso
niveis mais altos de energia dificilmente serao visitados.
Para determinar objetivamente o intervalo de tempera-
turas em que a repesagem é valida [16], é preciso exa-
minar a variagdo da energia média com a temperatura e
exigir que os extremos do intervalo estejam associados
a energias que estejam dentro de E + 20 onde o é o
desvio quadratico médio da distribuicio P(E).
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Figura 3. Calor especifico (¢/3k) e energia (e/hv) em fungao
da temperatura, obtidos pelo método do repesamento. O
histograma é obtido em T/8r = (Bhv)™* = 1.0.
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Figura 4. Densidade de estados para o conjunto de 3V os-
ciladores. A curva continua é a previsio tedrica.

O passo seguinte é extrair apenas as informagdes que
nao dependam da temperatura. Essa é a tendéncia dos
trabalhos mais recentes nos quais a busca é pela densi-
dade de estados, com a qual todas as grandezas podem
ser calculadas, seja qual for a temperatura. No pre-
sente caso, basta multiplicar o histograma Hg(FE) por
exp(BE) para eliminar o fator de Boltzmann (inico que
depende da temperatura) e ficar apenas com a densi-
dade de estados Q(E), fator entrépico que é indepen-
dente da temperatura. Na Fig. 4, esbocamos um gréfico
de Q em funcdo de F, obtido dessa maneira. Através da
expressdo (10), é possivel também obter a curva tedrica
para Q(E) e compard-la com a estimativa numérica.
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Note-se que a concordancia é razodvel em todo o inter-
valo de energia que foi explorado nessa simulacao.

Uma outra variante que pode ser explorada nesse
caso refere-se a dependéncia exclusiva com a tempe-
ratura. Para isso, devemos gerar um histograma da
energia individual dos osciladores. Procedendo assim,
nao estaremos levando em conta a degenerescéncia dos
niveis e mediremos, portanto, apenas a probabilidade
de encontrar um oscilador com energia €. O novo his-
tograma corresponde simplesmente ao fator de Boltz-
mann (conforme equagdo 3). O resultado dessa inves-
tigacdo, ja dividido por uma constante adequada, estd
mostrado na Fig. 5, onde também esta representada a
curva tedrica exp(—pfe) com fhv = 1/10.
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Figura 5. Histograma para um tnico oscilador comparado
com o fator de Boltzmann (curva continua) em funcéo da
energia para Shv = 1/10.

Finalmente, alguns comentdrios sobre a validade
dessa técnica e as inovagoes dos 1ltimos anos sao per-
tinentes. H4 uma limitacao da técnica do histograma
que é imposta pela auséncia de passagens pelos esta-
dos em que a probabilidade é muito baixa (asas da dis-
tribuigéo). E por essa razdo que o intervalo em que
fazemos a repesagem ndo pode abranger temperaturas
que conduzam a energias médias fora da regido onde
Ps(E) seja apreciavel. Também é preciso observar que
o préprio intervalo em que a distribuicdo de probabili-
dades é aprecidvel vai ficando menor, quando o numero
de particulas (IV) do sistema aumenta. Sendo assim, a
extensao dos resultados para o caso de sistemas maiores
deve necessariamente ser feita dentro de um intervalo
menor de temperatura. Essa limitacao fez com que ou-
tras abordagens fossem propostas para calcular a den-
sidade de estados. Uma delas foi introduzida por Fer-
renberg e Swendsen [17],[18]. Trata-se da técnica do
histograma miiltiplo, construido iterativamente a partir
de simulacoes feitas em uma colecdo de temperaturas.
Uma extensdo inteligente desse método foi proposta
por Berg e Neuhaus [19] e ficou conhecida como en-
semble multicanonico. Ela consiste em “experimentar”
cada intervalo de energia com um banho que privilegie
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o aparecimento de estados daquela faixa. Com isso,
a probabilidade de encontrar os estados daquele inter-
valo torna-se apreciavel e de mesma ordem de grandeza
que os estados de outros intervalos. E como se substi-
tuissemos a distribuicao da Fig. 1 por uma outra que
fosse um platé. Naturalmente que serd necessario re-
tornar a verdadeira distribuicao de probabilidades, arti-
ficialmente modificada pelos diversos banhos que com-
punham o ensemble multicanénico. Essa técnica tem
sido utilizada com relativo sucesso mas é de dificil im-
plementacdo [20]. Uma outra abordagem foi proposta
por P. M. C. de Oliveira, T. J. Penna e H. J. Her-
rmann [21] e ficou conhecida como “broad-histogram”.
Essa nova abordagem e suas generalizacoes tém pas-
sado por diversos testes para verificar se ela obedece
ao balanceamento detalhado. Tudo indica que, além de
um interessante estudo de casos no tocante a métodos
de amostragem estatistica, ela serd uma ferramenta de
pesquisa muito 1til ( [8],[22], [23]).

V  Conclusoes

Utilizamos neste texto simulagdes de Monte Carlo para
calcular a energia da rede e a sua contribuicao para o
calor especifico de um sélido isolante, de acordo com a
aproximacao de Einstein. Trabalhando primeiramente
com o método da amostragem por importancia (algo-
ritmo de Metropolis), fomos capazes de encontrar valo-
res tanto para a energia quanto para o calor especifico,
para alguns valores da temperatura. Os resultados en-
contrados numericamente comparam-se muito bem com
os resultados exatos.

Em seguida, introduzimos o método da repesagem
para obter curvas continuas para o calor especifico e
para a energia em funcdo da temperatura. Elas estio
em completo acordo com os resultados analiticos apre-
sentados na secao II. Vale a pena ressaltar que a ex-
tensao pela técnica da repesagem no presente caso deve
ser feita para temperaturas menores do que a da simu-
lagéo (valores de 8 maiores). Isso porque, fazendo-se a
simulacao com uma temperatura mais alta, os diversos
niveis de energia podem ser ocupados durante a simula-
¢d0. Verificamos pela curva da energia um crescimento
linear com a temperatura, no limite de altas tempe-
raturas. E esse comportamento que leva a um calor
especifico constante nesse mesmo limite, conforme es-
tabelece a Lei de Dulong-Petit. Mais interessante, no
entanto, foi observar a variacao do calor especifico com
a temperatura, conforme preconiza a teoria de Einstein
e garante a experiéncia. Os alunos saberdo explorar
esse modelo de brinquedo para testar as idéias funda-
mentais da mecanica estatistica. Ele tem a vantagem
de nao ter limitacao para os niveis de energia, como
ocorre com sistemas de spins.
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