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As ondas gravitacionais ndo-lineares sdo solugoes exatas das equagdes de Einstein que descrevem um campo
radiativo propagando com a velocidade da luz. A nao-linearidade das equagdes de Einstein torna dificil o
rastreamento de solugdes analiticas, sendo necessirias consideracdes sobre a simetria do problema. Destarte,
a obtencdo de solugbes radiativas, como as ondas gravitacionais de frente plana com raios paralelos — pp-waves
(plane-fronted gravitational waves with parallel rays), necessita consideragdes sobre a simetria e natureza dessas
solugdes antes das fungdes restantes serem introduzidas nas equagdes de Einstein. A obtencdo do tensor métrico
que descreve as pp-waves envolve avancados conhecimentos matematicos, tornando a estrutura das dedugdes nédo
intuitiva. O objetivo deste trabalho é a obtencdo do tensor métrico das pp-waves a partir de consideracdes simples
sobre a estrutura da congruéncia geodésica dessas ondas gravitacionais.

Palavras-chave: Ondas gravitacionais nao-lineares, Relatividade Geral.

The nonlinear gravitational waves are exact solutions of Einstein’s equations that describe a radiative field
propagating with the speed of light. The non-linearity of Einstein’s equations makes it difficult to track analytical
solutions, requiring considerations on the symmetry of the problem. Thus, obtaining radiative solutions, like the
pp-waves (plane-fronted gravitational waves with parallel rays), requires considerations about the symmetry and
nature of these solutions before the remaining functions are introduced into Einstein’s equations. Obtaining a
metric tensor that describes the pp-waves involves advanced mathematical knowledge, making the deductions
non-intuitive. The main object of this paper is to obtain the pp-waves metric tensor from simple considerations
about the geodesic congruence of theses waves space-time.

Keywords: Non-linear gravitational waves, General Relativity.

1. Introducao

A Fisica é uma ciéncia e, como tal, é essencialmente
experimental. Apesar do método cientifico ter passado
por embates entre as ideias de inducao e dedugao, a expe-
rimentacao prevaleceu como o método mor para se des-
cartar uma determinada hipé6tese. O objetivo do método
cientifico é chegar ao entendimento mais profundo da
natureza, ou seja, estabelecer leis universais. Nesse sen-
tido as hipdteses sao descartadas por cada experimento
a fim de delimitar determinadas teorias ou expandir o
limite de atuacdo de outras. Por séculos a Fisica foi
essencialmente indutiva e somente um ntimero infinito de
corroboragcdes experimentais seria capaz de provar cienti-
ficamente uma teoria, ou seja, estabelecendo-a como uma
lei universal. Porém, na virada do século XIX para o XX,
houve uma mudancga de paradigma na Fisica, a vertente
dedutiva assumiu definitivamente um lugar de destaque
no meio académico. A assim chamada Fisica Teérica
mostrou sua for¢a quando a Relatividade Geral teve suas
previsoes corroboradas por alguns experimentos como o
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desvio da luz. A Teoria da Relatividade Geral, introdu-
zida por Einstein e Hilbert [I] [2], surgiu como resposta
a diversos efeitos gravitacionais até entdo observados,
mas que nao podiam ser descritos pela teoria Newto-
niana da gravitagdo. Apesar da inovacgdo proposta pela
nova teoria, as equagoes dindmicas do chamado campo
gravitacional, conhecidas como equagoes de Einstein,
possuem um alto grau de nao-linearidade na varidavel
fundamental do campo, o tensor métrico. Nesta teoria, o
campo gravitacional é uma entidade geométrica, sendo
descrito pelo tensor de curvatura, ou tensor de Riemann,
que é construido a partir do tensor métrico, possuindo
dezesseis componentes independentes em uma variedade
(espago de dimensdo e assinatura arbitrdrias que se
assemelha localmente ao espago Euclidiano) com quatro
dimensoes. A equacdo de campo tensorial resulta em dez
equagodes para o tensor de curvatura. Portanto, a solucao
completa de um problema necessita consideragoes fisicas
adicionais sobre o mesmo, reduzindo o ntmero de
variaveis. A primeira solu¢do conhecida fora encon-
trada por Schwarzschild [3], que considerou a variedade
fisica, comumente chamada espago-tempo, possuindo
simetria espacial esférica e estatica, i.e., sem dependéncia
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temporal. Posteriormente, outras solugoes foram encon-
tradas e uma classificacdo dessas solugbes comegou a
ser feita 4], com algumas possuindo sentido fisico claro,
enquanto outras abstratas até os presentes dias [5]. As
corroboracoes experimentais da teoria foram feitas nos
anos seguintes, passando inclusive pelo Brasil [0].

Uma classe de solucbes das equagbes de campo des-
pertou o interesse de Einstein e Rosen [7, 8] que,
analogamente as ondas eletromagnéticas descobertas
no século anterior, representam uma propagagdo, na
velocidade da luz, de uma configuracdo da geometria
do espago-tempo. Por o efeito gravitacional manifestar-
se geometricamente na Relatividade Geral (RG), na
presenca de um campo gravitacional o tensor métrico,
que descreve a estrutura geométrica de uma variedade
em um sistema de coordenadas especifico, sofre uma
modificagdo em relagdo ao tensor métrico que representa
0 espaco-tempo plano neste mesmo sistema de coordena-
das. Devido & dependéncia da forma do tensor métrico
com o sistema de coordenadas, ele nao é adequado para
indicar se um espago-tempo é plano ou ndo, necessitando
o célculo do tensor de curvatura. A forma do tensor de
curvatura depende do sistema de coordenadas, mas a
sua nulidade em um ponto implica que o espago-tempo
é plano naquele ponto em particular. Isto ndo garante
que o espago-tempo seja plano globalmente e nem a
nao existéncia de efeitos gravitacionais, uma vez que o
fenémeno gravitacional é global e ndo local. Sendo assim,
inicialmente campos gravitacionais distintos podem ser
distinguidos entre si pelos escalares de curvatura, que sao
construidos a partir do tensor de curvatura. Entretanto,
os escalares de curvatura das ondas gravitacionais, que
sdo solucoes exatas das equagoes de Einstein, sdo nulos,
nao possibilitando a distingdo desses espacos-tempo do
espago-tempo plano de Minkowski por meio de tais
escalares apenas. Esse problema, além de outros como
a exigéncia, a época, da existéncia de um sistema de
coordenadas que fosse regular em toda a variedade,
levou a uma grande incerteza sobre a existéncia de tais
ondas. A incerteza perdurou até o fim dos anos cin-
quenta, com a negativa a existéncia sendo defendida pelo
préprio Rosen [8]. Em 1957, Bondi contestou a afirmagéo
“tais ondas [gravitacionais polarizadas] ndo poderiam
existir porque a métrica possuiria certas singularidades
fisicas” [9] de Rosen. Apesar da afirmagdo, Bondi néo
apresentou completamente sua discussdo, argumentando
que as ondas linearmente polarizadas carregam ener-
gia, mesmo sem haver um conceito bem estabelecido
de energia gravitacional na época. A complementagao
da discussdao veio em outro trabalho realizado com a
colaboragdo de Pirani e Robinson [I0], onde as on-
das gravitacionais planas foram propriamente definidas
como solucao exata das equagoes de Einstein, admitindo
a mesma quantidade de simetrias que as ondas ele-
tromagnéticas planas. Apesar das ondas gravitacionais
planas serem idealizacOes, assim como a contraparte
eletromagnética, ondas reais podem ser aproximadas por
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tais ondas quando analisadas a grandes distdncias das
fontes reais.

A histéria da deteccgdo de ondas gravitacionais é quase
tdo antiga quanto a sua proposicao. Por diversas vezes
a medicao foi anunciada mas depois nao confirmada.
A primeira vez foi devido a Weber , que utilizou
cilindros metélicos como detectores [I1]. A partir disso
diversos eventos ocorreram, inclusive medigoes indiretas
como aquelas advindas da observacdo de estrelas de
néutrons [I2, I3]. Diversos projetos foram implementa-
dos como o detector Schenberg em S&o Paulo [I4]. O
mais proeminente dessas iniciativas foi o LIGO que é um
projeto desenvolvido para usar interferometria para me-
dir a passagem das ondas gravitacionais. Dessa tentativa
resultou a famosa detec¢ao de 2016 [I5]. Apesar de exis-
tirem cientistas laureados com o prémio Nobel pelas con-
tribui¢oes no desenvolvimento da deteccao de ondas gra-
vitacionais, é preciso ter cautela e esperar medigoes inde-
pendentes para a confirmacao inequivoca da existéncia
de ondas gravitacionais. O antncio da deteccdo por in-
terferometria causou um grande interesse na comunidade
cientifica [I6]. Esse interesse levou a um grande nimero
de trabalhos recentes analisando o efeito memoria cau-
sado por tais ondas [I7THIY]. O efeito memdria é de suma
importancia na teoria de detecgdes, uma vez que uma
configuracdo de particulas é permanentemente alterada
ap6s a passagem dessas ondas. Estudos posteriores
mostraram que o efeito meméria é capaz de explicar
a propagacao dessas ondas por grandes distancias, sem
dissipac¢ao, e ainda permitir a detec¢ao a partir da troca
de energia localmente com particulas teste [20].

Apesar das ondas gravitacionais exatas serem solugoes
das equacoes de Einstein, existe uma categoria de on-
das gravitacionais que sao solucdes aproximadas das
equagoes de KEinstein, as linearizadas. Acredita-se que
a grandes distdncias as ondas gravitacionais possam
perder intensidade e apresentam-se como solucbes das
equacoes de Einstein linearizadas, i.e., considerando o
fenémeno gravitacional como um campo fraco sobre o
espaco-tempo plano. O tensor métrico que representa
tais ondas é mais simples de ser obtido e configura
exemplos em livros texto padrao [21},[22], assim como em
outros trabalhos ja presentes na literatura, e.g., veja [23].
Apesar da disponibilidade de textos introdutérios sobre
as ondas lineares, as ondas gravitacionais, que de fato
sdo solucoes exatas, sdo pouco exploradas em livros
texto. Destarte, o objetivo deste artigo é a construgao
do tensor métrico para as ondas gravitacionais que sao
solucoes exatas das equagoes de Einstein, e nao solugoes
aproximadas.

Este artigo esta dividido como se segue. Na secao
alguns aspectos bésicos (tensores, derivagdo em varieda-
des e geodésicas), necessérios & compreensao da dedugio,
sao revisados. Na se¢do [3] os conceitos de congruéncia
geodésica nula sdo descritos, com sua aplicagdo para a
determinacao do tensor métrico das pp-waves realizada
na se¢ao 4] Por fim, os comentdrios finais sobre o assunto

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0122



Carneiro and Ulhoa

e referéncias adicionais sdo apresentados na secdo [p| Ao
longo deste artigo, o sistema de unidades geometrizado
é utilizado, i.e., G =c= 1.

2. Teoria geométrica da gravitacao

Na teoria relativistica de Einstein, distintamente da
Galileana, o tempo ndo é absoluto, i.e., observadores
distintos podem medir intervalos de tempos distintos
entre dois eventos. Desta forma, como as coordenadas
espaciais, o tempo é relativo. Para fins de apresentacgao,
pode-se considerar uma variedade ficticia quadridimensi-
onal com trés eixos formados pelas coordenadas espaciais
e o restante pelo tempo [24]. Um ponto nesse espago
ficticio é chamado evento e uma curva, nele contida,
linha mundo. A consideragdo dessa variedade na RG,
chamada espago-tempo, torna necessario o tratamento
dos fendmenos fisicos com a geometria de Riemann.

A gravidade é estudada a partir da variacdo do
intervalo, no espacgo-tempo, entre dois eventos, ou seja,
através do elemento de linha no espago quadrimensional.

Nas coordenadas x# = (20,2%) = (20,2!,22%,23) o
elemento de linha é descrito por
ds® = g drtdz”, (1)

onde duas letras gregas contraidas indicam um so-
matério, de acordo com a convencdo de Einstein, e
as quantidades g,, sdo fungGes das coordenadas z* e
suas derivadas. Se o espago-tempo é plano, i.e., nao
hé efeito gravitacional, ele é chamado espago-tempo de
Minkowski. O espago plano pode ser descrito em coorde-
nadas Cartesianas (t,z,y, z) por g, = diag(—1,1,1,1),
onde o elemento de linha (1f) torna-se

ds* = —dt* + da* + dy® + dz>. (2)

Quando o espago-tempo plano é descrito por coordena-
das Cartesianas, temos goo = —1, gis = 1 e g = 0 para
w # v, onde i = 1,2,3. Com isso, um espaco-tempo é
dito plano se existe um sistema de coordenadas x’* em
que o elemento de linha pode ser escrito na forma
(12); o mesmo é dito curvo se ndo existe tal sistema de
coordenadas.

Tendo em vista a natureza tensorial da teoria rela-
tivistica de Einstein, faz-se necessario algum conheci-
mento sobre tensores. Alguns conceitos bésicos de tenso-
res sdo apresentados na subsegdo[2.1] Nos espagos curvos
o conceito usual de derivada deve ser generalizado,
sendo feito na subsecao Devido a trajetéria de uma
particula em um campo gravitacional ser resultado da
geometria do espago-tempo na RG, as particulas livres,
na auséncia de forga, possuem como linha mundo uma
curva geodésica nessa variedade. Destarte, o conceito de
geodésicas é apresentado na subsegdo [2.3] A presente
secao nao consiste uma revisao da Teoria da Relatividade
Geral, apenas o estabelecimento de alguns conceitos
geométricos que serdo utilizados ao longo do resto do
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trabalho. Revisoes didaticas da teoria e da geometria
Riemanniana podem ser encontradas nas referéncias [25-
7).

2.1. Tensores

Os tensores sdo generalizagoes dos vetores assim como
os vetores sao dos escalares. Tais entidades geométricas
podem ser definidas a partir das regras de transformacao
de coordenadas. Sejam x* e z'* dois sistemas de coor-
denadas arbitrarios, seus diferenciais estao relacionadas
por uma transformacdo de coordenadas do tipo [24]

ox*

dat = py dx”. (3)

Define-se as quantidades A* que se transformam como
na equagcao de quadrivetores contravariantes, ou
componentes contravariantes de um quadrivetor. Assim,
os componentes contravariantes A* de um quadrivetor
A sdo definidos como aqueles que se transformam como

ozt

A=
8(E,V

A", (4)
As quantidades A, que se transformam como

81:/11 ,
A= Gk, 5)
sdo chamados componentes covariantes A, do quadri-
vetor A. Um quadrivetor A pode ser escrito tanto
em funcdo de seus componentes covariantes quanto
contravariantes [21], i.e.,

A = A", = A, 0", (6)

onde g, e 0* formam um sistema reciproco de vetores

OVu#v

oro, =6 =
1Vu=wv.

(7)

Um escalar pode ser obtido a partir do produto entre
0s componentes contravariantes e covariantes, sendo
invariante sob transformagoes de coordenadas, i.e.,

" v
ArA, = oz* Ox

= g g A = ATAL®)

Sendo assim, qualquer entidade geométrica que satisfaz a
equacao ¢é chamada escalar. Os escalares e vetores sao
tensores de ordem 0 e 1, respectivamente. Generalizando
o acima exposto, pode-se definir tensores T de ordem
mais alta, cujos componentes T+" . g se transformam
de acordo com

ozt Oz¥ 0z 0x

o T s (9)

THY = .
=B Dt o' Oz Ozh

Um exemplo de tensor é o tensor unidade ¢#, descrito
pela equagdo (7).
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A quantidade dx*dx” na equagéo (1)) se transforma de
acordo com

o v
detda — ozt Ox

= 5070 5a'P da'*dz'?, (10)

logo, é um tensor. O quadrado do intervalo ds? é um
invariante, uma vez que a distdncia entre dois pontos
nao depende do sistema de coordenadas adotado. Logo,
os componentes g,, sao componentes de um tensor
simétrico, chamado tensor métrico. Os mesmos com-
ponentes fisicos podem ser representadas nas formas
covariantes e contravariantes, sendo essas conectadas
pelo tensor métrico como

Al = gMVAlM

(11)
AM = g,ul/Aya

com o tensor métrico atuando como operador de levan-
tamento e abaixamento de indices.

Destarte, por os tensores serem entidades geométricas,
independem de um sistema de coordenadas. As leis
fisicas sdo descrigoes linguisticas de fené6menos observa-
dos. Logo, tais leis ndo podem depender da descri¢ao
escolhida, i.e., do sistema de coordenadas. Essa seme-
lhanca torna os tensores a linguagem indicada para as
leis da fisica serem escritas.

2.2. Derivagao Covariante

As leis da fisica sdo independentes do sistema de co-
ordenadas utilizado. Assim, matematicamente, tais leis
sao melhores descritas por equacoes que nao dependam
da escolha de coordenadas. Tais equagoes sdo chamadas
covariantes. Um exemplo pratico é uma curva parame-
trizada v que pode ser descrita em fungdo de um sistema
de coordenadas x#()). A taxa de varia¢ao de uma funcao
escalar f(z#) ao longo dessa curva é dada por [28]

a0 Ay . (12)
d\x Ozt dA
A derivada da fung¢éo f em A é um escalar, sendo descrito
pela contragdo de um vetor (componente) contravariante
% = u* e de um vetor (componente) covariante z’foﬂ =
Ouf. O vetor contravariante é tangente a curva - em
todo ponto P e, distintamente do caso de uma variedade
plana, esse campo vetorial tangente nao esta contido no
mesmo espacgo que a curva 7y, como pode ser visto na
Figura [T} O conceito de derivada deve ser generalizado
para que seja possivel a derivagdo em um espago-tempo
nao plano.
A derivada de um vetor contravariante se transforma

como

O*a' 9P
0x*0zP Ozv

al A/M = aAIH _ 3x'“ 8(Eﬂ 8Aa
v ox'v Oz Ox'v OxP

(13)
A partir da equagdo acima, percebe-se que a quantidade
9, A’* nao é tensorial. Dessa forma, a derivada deve ser
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ut

Figura 1: Vetor tangente u* a uma curva v no ponto P em
uma variedade qualquer.

acrescida de um termo, também nao tensorial, que anule
o segundo termo da equagao . Devido a regra de
transformacdo do segundo termo & direita, esse termo
adicional deve possuir trés indices e satisfazer [28]

0%z 0z 02
Ox*dxP dz'r Ox'v’
(14)
Destarte, a derivada de um vetor que se transforma
tensorialmente, chamada derivada covariante, é definida
para os componentes contravariantes como

o 0x® Oz 8x”\F7
T R e A

V, A" = 8, A" +TH ,\ A (15)
e para os componentes covariantes como
vyAy, = auAp. - FA ,LLVA)U (16)

onde quantidade ndo tensorial T'* v chamada conexao
afim, deve se transformar sob mudanca de coordenadas
de acordo com a equagao . A regra de derivacao cova-
riante para vetores pode ser generalizada para tensores
de ordem mais alta, i.e.,

VATH = O\T* +TF \T7 + T \TH, (17)

onde para cada componente contravariante uma conexao
¢ somada e para cada componente covariante uma
conexao é subtraida.

O tensor métrico é um tensor de ordem 2, com sua
derivada covariante podendo ser calculada levando-se em
conta o fato da derivada covariante de um vetor também
ser um vetor. Logo, como 1,” = V, A", aplicando o
tensor métrico obtém-se

T = 9T = VAL = gV, AN
Como A, = g, A = Vi (g,,,\A)‘) = g,,,\VMA’\,
v)\g;w = aAgm/ +1I7 urGyv +17 vAGuy = 0, (18)

i.e., o tensor métrico possui derivada covariante nula. Tal
fato permite a conexao ser escrita como
- 1
A A A A A
Iy =T W_§(T;w +1,°,+T VM)’ (19)
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onde T v € a conexdo de Christoffel, que pode ser
descrita através do tensor métrico como

1
F)\ uy — 59)\7 (aug'yu + augzry - a’yg,uu) 3 (20)

e T uw € chamado tensor de torcdo da variedade,
definido por

™, =T*,, -T*,,. (21)
A Relatividade Geral é desenvolvida sobre espacos-
tempo com tor¢ao nula, i.e., cuja conexao é simétrica na
permutacao dos indices inferiores. Teorias construidas
em variedades com tor¢do nao nula sdo amplamente
estudadas nos presentes dias. Uma delas é o Teleparale-
lismo Equivalente & Relatividade Geral [29].

2.3. Geodésicas

As curvas geodésicas sdo uma classe de curvas privi-
legiadas no espago-tempo. No espago Euclidiano, uma
curva geodésica é facilmente identificada, sendo sempre
uma reta conectando dois pontos P e (). Entretanto,
em um espago curvo uma reta pode nao estar contida
nesse espaco. Logo, faz-se necessaria a generalizacao do
conceito de geodésicas, do espaco Euclidiano, para um
espaco-tempo curvo. Na RG, as curvas geodésicas sdo
classificadas em trés tipos: geodésicas tipo tempo se
ds? < 0; tipo espaco se ds? > 0; e nulas se ds? = 0. Para
a generalizacao, duas propriedades importantes devem
ser observadas acerca das geodésicas: (i) sdo curvas
que descrevem a menor distancia entre dois pontos;
(ii) possuem os vetores tangentes a elas todos paralelos
entre si [21].

Destarte, pelo critério (i), seja um conjunto de curvas
v descritas pelas relagdes x#(\) que passam por dois
pontos P e @, onde A é um pardmetro. Uma curva é
dita geodésica se ela torna extrema a distancia

Q Q
l:/ Ld) =/ +g,, Pz dN, (22
i L VE )

. 3 c LA . .
onde ¥ = %. A distancia extrema pode ser obtida

pelo principio variacional. Logo, a equagdo de Euler-

Lagrange é satisfeita. Sendo assim, pelas equagoes de
Euler-Lagrange, a curva v é geodésica se a relagao [28]

i TH 52%3" = K(N)EH (23)
é satisfeita, onde k() = 4L, Se k(A) = 0, o pardmetro

A pertence a uma classe privilegiada de pardmetros
chamados afim [21], e.g., o tempo préprio. Qualquer
relacdo linear com um pardmetro afim, também é um
parametro afim.

Se A é um parametro afim, a equagao pode ser
escrita como

= uY g 24
o= Vout =0, (24)
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onde o vetor tangente u* a curva «y é dado por

dxt
w2 25
ut = — (25)
e definimos o operador & = w"V,. Como d(u"u,)/
dA = 2(V,ut)uyu? = 0, a variagdo do vetor ut é

sempre ortogonal a ele. Sendo assim, uma vez que ele
nao varia com o pardmetro A, ele é dito transportado
paralelamente, satisfazendo o critério (ii).

Duas geodésicas inicialmente separadas por um vetor
&H em um espago-tempo plano mantém a separacao
constante ou linear na velocidade. Na presenca de um
campo gravitacional a alteracdo da geometria do espago-
tempo levara a uma variagdo ndo constante no vetor
de separacao, e.g., duas linhas que seguem paralelas
no equador da Terra encontram-se nos polos. Destarte,
pode-se computar a curvatura de um espago-tempo a
partir do chamado desvio da geodésica, i.e., a taxa
variavel no qual uma geodésica afasta-se de outra
geodésica padrdo. Assim, um espago-tempo é curvo
sempre que

2
D%*¢n _ D (W)
d\? dA
= (Va V") uu? — (VVac") uu?,

(26)

é nao nulo, onde A é um pardmetro afim. O fené6meno
gravitacional pode ser determinado a partir da néo
nulidade da equagao . Duas derivadas covariantes
nao comutam entre si, como ocorre com as derivadas
comuns. No caso do espago-tempo ser plano, as derivadas
covariantes tornam-se derivadas comuns, comutando e
tornando a equagdo acima nula. Logo, a curvatura do
espago-tempo relaciona-se a ndo comutatividade das
derivadas parciais, permitindo a definicdo do tensor de
curvatura

R* yop = (VaVs — VVa) (27)

que possui dezesseis componentes independentes. O ten-
sor de curvatura pode ser escrito a partir das conexdes
de Christoffel como

R* vaB = Do IH vB — 85]:‘# va +TH pan vB — T pﬂF” va-

(28)
Por o tensor de curvatura nulo em todo o espago-
tempo implicar a auséncia de campo gravitacional, é
possivel determinar se um espaco-tempo é curvo uni-
vocamente sem a necessidade da tentativa de infinitas
transformagoes de coordenadas que levam o elemento de
(1) ao elemento de linha ‘ Contraindo o primeiro e o
terceiro indices do tensor de curvatura, define-se o tensor
simétrico de Ricci R

s 1€,

R'uy = R’ npv: (29)

Contraindo os indices do tensor de Ricci obtém-se o
escalar de curvatura

R=g¢""R,.. (30)
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A partir dos tensores (29) e (30) é possivel definir o
tensor de Einstein G,
. 1

G;J,z/ - RMV - §guuRa (31)
cuja derivada covariante é nula, i.e., V,G** = 0. Como a
derivada covariante do tensor energia-momento 7}, dos
campos de matéria-radiacdo, que agem como fonte dos
campos gravitacionais, também é nula [21], tém-se

G;U/ = K/T,U,V; (32)

onde kK = 87 (87Gc™* no SI) é uma constante. As
dez equagoes sdo chamadas equagdes de Einstein e
descrevem a geometria do espago-tempo para um dado
tensor energia-momento de uma fonte.

3. Congruéncias geodésicas nulas

As equacoes de Einstein impoem algumas difi-
culdades de célculo por serem néo-lineares no tensor
métrico, além de serem dez equagdes disponiveis para
a determinacdo de dezesseis componentes do tensor
de curvatura. Tal estrutura das equagoes de campo
torna o rastreamento de solugdes analiticas uma tarefa
impossivel sem o uso de consideragoes adicionais sobre
as simetrias do campo gravitacional. O conceito de
geodésicas, apresentado na subsec¢ao fornece uma
maneira de contornar o problema.

Uma congruéncia geodésica é um conjunto de curvas
geodésicas, cujo campo tangente é descrito por u”, que
nao se interceptam [28]. Um exemplo de congruéncia é
apresentado na Figura A evolucdo da congruéncia
é medida considerando-se o desvio £* das geodésicas
(linhas pontilhadas) a partir de uma geodésica de re-
feréncia (linha continua). A congruéncia pode ser tipo
tempo se formada por geodésicas temporais; nulas se
formada por geodésicas nulas; e tipo espaco se formadas
por geodésicas espaciais. Como as pp-waves descrevem
uma configuracdo que se propaga com a velocidade

Figura 2: Congruéncia geodésica com campo tangente u" e
vetor de separacdo &V.
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da luz, o espago-tempo das pp-waves consiste em uma
congruéncia de geodésicas nulas. Destarte, o foco desse
artigo dar-se-4 em congruéncias nulas.

Um observador co-movente, cuja quadrivelocidade
possui apenas componente temporal em um sistema de
coordenadas, i.e., u* = (=1,0,0,0), obedece & relagio

utu, = —1. (33)

A equacdo acima é uma equagao tensorial, sendo vélida
em qualquer sistema de coordenadas, carregado pelo
observador que segue a geodésica ou nao. Por o vetor u*
ser identificado com a direcéo de evolugdo do parametro
afim, e.g., o tempo, convém separar o tensor métrico
em duas partes: uma paralela a u* outra perpendicular.
Para tal, ha a necessidade de introduzir-se um vetor nulo
k., ie.,

Kk, =0, (34)

chamado principal. Para a separagao ser realizada, é
necessario a introdugao de outro sistema de coordenadas,

no qual define-se uma coordenada nula principal u = t\;g
(orientada para o futuro) e uma coordenada nula auxiliar

v = tjg observando o que ocorre em uma geodésica nula

sobre um ponto P. As coordenadas nulas sdo ortogonais
entre si e as coordenadas espaciais x,y restantes. A
construcao pode ser visualizada observando o que ocorre
em uma geodésica nula sobre o ponto P na Figura[3] No
novo sistema de coordenadas, o elemento de linha do
espago-tempo de Minkowski fica escrito como

dS? = —dudv + dx? + dy*. (35)

Se k* é tangente as curvas u = constante, o elemento
de linha do espaco transverso se torna ds? = dz? + dy?.
Neste caso, introduz-se outro vetor nulo N*, chamado
de vetor nulo auxiliar, paralelo a k*, i.e.,

NN, =0 (36)

Z

Figura 3: Coordenadas nulas u e v em um diagrama tz.
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NtE, = -1, (37)

onde o sinal negativo indica que ambos apontam para o
futuro. A partir dos vetores nulos k* e N* é possivel
a construcdo de um tensor métrico que representa o
espago transverso as dire¢coes nulas. Denotando esse

tensor métrico por h,,, ele pode ser definido como [28§]

hyw = guv + kuNy + Nk, (38)

de forma a deixar o elemento de linha no espago
transverso como dS? = hy, drtdzr” = dz? + dy.

A métrica transversa dada pela equacao permite a
descrigcao das congruéncias nulas no espaco-tempo curvo.
Ela possui algumas propriedades, sendo elas que h,,

. é ortogonal a k*, i.e., h,, k" = 0;
. é ortogonal a N*, i.e., h,, N* = 0;
. possul trago 2, i.e., hf; = 2;
. projetado nele mesmo gera ele mesmo, i.e.,
h* ,hP, = h* .
P v v

= W N =

Decerto a escolha para a métrica transversa nao é tnica,
uma vez que para uma mesma direcao nula principal k*
existem infinitas dire¢Ges nulas auxiliares que satisfazem
as equagoes [28].

Na presenca de um campo gravitacional, as geodésicas
pontilhadas na Figura [ afastar-se-do da geodésica
de referéncia (continua). A taxa de afastamento das
geodésicas da geodésica de referéncia pode ser medida
pela variacao do vetor separacao

B,, =V.,k,, (39)

onde o tensor B, representa a falha de {# ser transpor-
tado ao longo da congruéncia, i.e., (V,E*)kY = B* £".
Apesar de B,,,, ser ortogonal a k*, ele ndo é a N*. Como
a separacao das curvas nulas ocorre no espago transverso,
é necessaria a remogdo dos componentes paralelos ao
vetor nulo auxiliar N#. Para tal, o vetor desvio pode
ser projetado no espago transverso, i.e.,

gh=ht " =" 4+ (NYE) kP (40)

A evolucao do vetor desvio transverso £* ao longo da
congruéncia é portanto

(V,EM) K = h* ,BP & + (V,N,) kMK . (41)

A expressdo acima possui componente na diregdo k.
Como o interesse ¢ uma velocidade transversal relativa,
novamente a expressao acima ¢é projetada no espago

transverso, obtendo-se
h, (V,EP) kY = h¥ b ,BP &
N
=B" ugyv

onde defini-se o tensor B,  projetado B*, =
h* ,hY ,BP . O tensor B*” ndo possui nenhuma sime-
tria, tornando sua interpretacao fisica mais intricada.
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Isto ocorre por o tensor B*” ser uma combinacio de trés
partes com propriedades simétricas distintas. Destarte,
o tensor B* pode ser dividido em uma parte diagonal
0,,©, uma simétrica o,, e uma anti-simétrica wy,.
Assim,

B,, = %th + O+ W (43)
onde
© = Bl =V, k", (44)
O = By — %@hw, (45)
Wi = B (46)
onde os os parénteses indicam simetrizacio A(,,) = %

(A, + Ayy) e os colchetes anti-simetrizacao Ap,,
3 (A — Auy).

A ndo nulidade da parte diagonal do tensor B*Y,
ie., 0,,0, produz um afastamento de um conjunto
de geodésicas inicialmente paralelas, sendo conhecido
como tensor de expansdo de uma congruéncia. Se a
congruéncia converge, e.g., no problema das linhas na
superficie da Terra, tem-se © < 0; se diverge, © > 0.
O seu efeito em uma congruéncia geodésica pode ser
visualizado na Figura [4 A expansio © ndo depende
da escolha do vetor nulo auxiliar N* [28]. O tensor
0., € conhecido como tensor de distensdo, com seu
efeito podendo ser visualizado na Figura [f] em um
conjunto de geodésicas perpendiculares ao plano &7, &Y.
O tensor de rotagéo wy,, rotaciona um conjunto de curvas
geodésicas que formam uma circunferéncia no mesmo
plano, conforme pode ser visto na Figura [6]

A evolugdo da congruéncia pode ser medida
computando-se a variagio da expansdo © com o

Y

Figura 4: Expansdo de uma congruéncia geodésica.
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Figura 5: Distensdo de uma circunferéncia de geodésicas
(pontilhada) em uma vis3o transversal.

&y

Figura 6: Rotacdo de uma circunferéncia de geodésicas (ponti-
Ihada) em uma vis3o transversal.

parametro afim A, i.e.,

doe y y

o —-B"B,, — R, k"E". (47)
E possivel mostrar que B*" B,,, = B’“’BW de maneira

a obter-se
DBY DO 1
e o YA 117 nv _ R
o = 2@ oo + W, — Ry kHEY.
(48)
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A equacao acima é conhecida como equacdo de Ray-
chaudhuri [28]. No caso de espagos-tempo cuja con-
gruéncia geodésica ndo possui rotagao, a relacdo

DB, <0 49
dr — (49)

é satisfeita desde que a chamada condi¢do de energia
nula R, k*EY > 0 seja satisfeita. Como para as fontes
conhecidas a condigcdo de energia nula é satisfeita, a
equagao , conhecida como Teorema do Foco, pode
ser interpretada como uma relacdo que os campos
gravitacionais reais devem satisfazer. Logo, espera-se que
nos espagos-tempos reais a congruéncia geodésica seja
convergente, i.e., 0s campos gravitacionais sao atrativos.
E interessante notar que nas proximidades de uma
singularidade o campo gravitacional pode se tornar
repulsivo [30]. Isso pode advogar contra a existéncia
fisica das singularidades nuas.

4. A métrica das ondas gravitacionais
planas

Usualmente as ondas gravitacionais sdo introduzidas
como uma aproximacgao de campo fraco das equagoes
de Einstein. Tal aproximagao é realizada pela seguinte
escolha da métrica

uv = Nuv + h/u/;

onde 7,, ¢ a métrica do espago plano e h,, é a sua
perturbacao de primeira ordem. Com isso a equagao de
campo se reduz a

VoV, = =2kT,,,

onde ¥, = hyy — %nm,h e h = h¥,. No vicuo essa
equagao se reduz a uma equagao de onda, ja que V,V® é
o operador dalambertiano, dai a motivagao para que tais
solugoes sejam conhecidas como ondas gravitacionais.
Nesse artigo queremos mostrar outra abordagem para a
introducao de ondas gravitacionais. Elas serao introdu-
zidas como solucoes exatas das equacoes de Einstein em
analogia as ondas eletromagnéticas planas. As equagoes
dindmicas do campo eletromagnético, conhecidas como
equagdes de Maxwell, admitem a existéncia de solugoes
na auséncia de fonte. Tais solugdes representam campos
eletromagnéticos que se propagam com a velocidade da
luz, chamadas ondas eletromagnéticas planas. Tais ondas
consistem uma idealizagdo, uma vez que nao se espera
sua existéncia sem uma fonte. Entretanto, solugoes reais
a grandes distancias podem ser aproximadas por ondas
eletromagnéticas planas. As ondas podem ser descritas
por curvas, que nunca se cruzam, paralelas a direcao de
propagacao. Destarte, a congruéncia dessas nao possui
expansao, distor¢ao e rotagao.

As equacbes de Einstein também admitem solugoes
dessa forma, as chamadas pp-waves (plane-fronted gra-
vitational waves with parallel rays), i.e., ondas gravita-
cionais de frente plana com raios paralelos. Conforme
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visto na subsecao [2.3] a nao-linearidade das equacdes
de Einstein impossibilita o rastreamento de solugoes
simplesmente colocando o vdcuo como fonte, i.e., T}, =
0. Para o tensor métrico ser simplificado, algumas
paridades com as ondas eletromagnéticas planas devem
ser feitas.

As pp-waves se propagam na velocidade da luz, logo,
como visto na se¢do [3] a congruéncia geodésica desse
espago-tempo deve ser construida a partir de duas
coordenadas nulas (u,v) e duas espaciais (z,y). Uma
congruéncia nula possui uma direcdo nula principal k*
e uma nula auxiliar N#. Se a coordenada nula u = z°
for identificada como sendo a coordenada que varia na
dire¢do nula principal da congruéncia, a dire¢ao k* pode
ser escrita como sendo o gradiente dessa coordenada [22],
ie.,

k, = 8,u = (1,0,0,0). (50)

Como o espago-tempo deve possuir raios nulos paralelos
normais as superficies espaciais da frente de onda plana,
esses raios paralelos, associados a diregao nula principal
k. da congruéncia, devem ser covariantemente constan-
tes [31]. Logo,

V. k, = 0. (51)

Sendo assim, pela equagdo , o tensor B*, é nulo.
A partir da nulidade do tensor B* ,, conclui-se que um
espaco-tempo que satisfaz a condigao nao possui
expansdo O, rotagdo w,, e distensdo o,,. Dessa forma,
pela equagao de Raychaudhuri , o tensor de Ricci

Ry, =0. (52)

As condigoes (HO51[52) representam as propriedades

requeridas de analogia com as ondas eletromagnéticas
planas. A solucao buscada para as pp-waves deve satis-
fazer tais condigoes.

Um mesmo espago-tempo pode ser descrito por ele-
mentos de linha distintos. O elemento de linha das
pp-waves é mais facilmente construido nas chamadas
coordenadas de Brinkmann [32], onde 29 = u, 2! =
xz, 2 = y, 2> = v. Como as ondas possuem uma
frente bidimensional plana, o espaco-tempo nas hiper-
superficies u = constante coincide com o espago-tempo
plano bidimensional. Dessa forma, o elemento de linha
das pp-waves deve ser um caso particular do elemento

de linha

ds® = goodu2—|—2go3dudv+2901dudx+2902dudy+dx2+dy2

(53)

onde, a principio, as fung¢bes do tensor métrico sdo

fungoes de u, z, y,v. Como u = cte = du = 0, a equagdo
torna-se, neste caso,

d52| = dz® + dy?, (54)

u=cte

i.e., o elemento de linha do espago-tempo bidimensional
plano. Destarte, as hiper-superficies u = cte denotam as
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frente planas da onda. A direcdo nula auxiliar IV, segue
a direcao do eixo gerado pelo gradiente da coordenada
nula auxiliar v, logo,

N, =0,v=(0,0,0,1). (55)
Dessa forma, substituindo e em obtém-se
k Nt =—1= g"k,N,=-1=¢g%=-1.  (56)

Invertendo o tensor métrico associado ao elemento de

linha , obtém-se go3 = 1/g"%. Destarte,

ds® = goodu® — 2dudv + 290, dudx +2goadudy + dz? + dy?.

(57)

Um vetor £" que indica uma direcdo de simetria no
espaco-tempo satisfaz a equagao

vugu + vuf,u =0, (58)

chamada equacéo de Killing. Como o espaco-tempo deve
ser o mesmo em todas as hiper-superficies u = contante,
ele deve possuir um vetor de Killing na dire¢ao k,. Sendo
assim, o vetor k* = ¢g"’k, = (0,0,0,1) deve ser um vetor
de Killing. Construindo as derivadas covariantes para o
elemento de linha (57) e substituindo o vetor k, nas
equacodes de Killing, obtém-se que o vetor k* é um
vetor de Killing se e somente se as func¢oes da métrica
nao forem fungoes da coordenada v. O elemento de linha
pode novamente ser reescrito, dessa vez definindo ggg =
H(u,z,y), go1 = a1(u, z,y) e go2 = as(u,x,y). Assim,

ds* = H(u,z,y)du® + a1 (u, z,y)dudz
+ az(u, 7, y)dudy + dz? + dy? — 2dudv. (59)
O elemento da linha acima é o elemento de linha das pp-
waves. Localmente, uma mudancga de coordenadas pode

ser realizada e o elemento de linha reescrito em outro
sistema de coordenadas, onde go1 = go2 = 0 [33]. Assim,

ds®> = H(U,X,Y)dU? + dX? + dY? — 2dUdV. (60)

Nas coordenadas (U, X,Y, V) o tensor métrico fica entéo
escrito como

H 00 -1
0 10 0

=10 01 0 (61
~1.0 0 0

Para a completa resolucao do problema, resta apenas
a determinagdo da fungdo H(U,X,Y). Entretanto, o
problema estd simplificado o suficiente, permitindo a
introducdo do tensor métrico nas equagoes de
Einstein. Os termos da conex@o de Christoffel podem
ser calculados diretamente a partir da equacao ;
e, a partir da conexao, os componentes do tensor de
curvatura e do tensor de Ricci . Substituindo
o tensor de Ricci nas equagdes de Einstein (32) com
T, = 0, ou diretamente na equagao , obtém-se [31]

O%H + 03 H = 0. (62)
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Vérias solucoes particulares, polarizacoes distintas, po-
dem ser construidas a partir da equagdo . As
equacoes de Einstein nao fornecem restri¢cbes sobre a
dependéncia na varidvel U da funcdo H. Essa liberdade
é justamente a escolha do formato do pulso da onda a
ser considerada.

A fungdo H(U,X,Y) determina a caracteristica e a
existéncia das ondas gravitacionais. Em sua auséncia,
o espago-tempo de Minkowski é recuperado, logo, para
H(u7 x’ y) = 07

ds* = dX?+dX?—dUdV = —dt*+dz*+dy*+dz>. (63)
Sendo assim,

—2dUdV = (dt — dz)(dt + dz) = dUdV

_ (dt — dz) (dt + dz) ' (64)
V2 V2
Como as frentes de onda sdao hiper-superficies nulas,
a frente de onda estard sempre na coordenada U = 0.
Logo, as coordenadas U,V podem ser identificadas,
no limite do espago-tempo plano, com as coordenadas
Cartesianas a partir das relagoes

t—=z

t+ 2z
V=——.
V2

A coordenada z nas equagoes acima representa a direcéo
de propagacao da onda gravitacional sempre que a
dire¢do nula principal da congruéncia for k*, i.e., o
gradiente da coordenada U.

(66)

5. Conclusoes

Apés a introdugdo da Teoria da Relatividade Geral,
grande parte dos livros texto apresentam a solugao
de Schwarzschild como exemplo padrao. Entretanto,
as pp-waves sao uma classe de solu¢bes simples das
equacoes de Einstein, possuindo clara analogia com o
eletromagnetismo. As suposi¢des sobre a simetria do
problema nao sdo dificeis de serem visualizadas e os
procedimentos de simplificacdo da solugdo, para o pos-
terior uso nas equagoes de Einstein, possuem o mesmo
nivel de complexidade que a solugdo de Schwarzschild.
Neste artigo o elemento de linha das ondas gravitacionais
planas fora apresentado a partir de uma extensao do
conceito de congruéncias geodésicas, utilizando propri-
edades fundamentais das ondas eletromagnéticas como
conceito subsungor.

As ondas gravitacionais linearizadas sdo amplamente
apresentadas em livros texto, mas ndo fornecem um
conhecimento introdutério sobre solugdes exatas das
equacgoes de Einstein. O estudo das ondas gravitaci-
onais planas auxilia tanto a exemplificagdo de algu-
mas solucgdes das equacbes de campo como fornece
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conhecimento sobre as mesmas. Conhecimento esse am-
plamente necessario nos presentes dias, dado o grande
nimero de pesquisas tedricas e observacoes experimen-
tais apresentados na literatura.

Dentro do contexto da RG, as ondas gravitacionais
representam uma configuracdo de curvatura em pro-
pagacdo. Em teorias de tor¢cdo como o TERG [29],
desenvolvidas no espago de Weitzenbock, as ondas gra-
vitacionais podem ser interpretadas como configuragoes
de torcdo em propagacao. Esta tltima interpretagao
possibilitou a descrigdo das ondas gravitacionais como
defeitos topoldgicos no espago-tempo [34], em analogia
aos defeitos presentes em cristais.

Localmente, os elementos de linha e sao
equivalentes. Entretanto, globalmente existem certas
escolhas que levam a efeitos globais distintos, como o
caso do elemento de linha

ds® = H(u, p, ¢)du® + dp® + p°d¢®
— 2J(u, p, ¢)duded + 2dudv, (67)

onde x = pcos¢ e y = psin ¢. As ondas gravitacionais
representadas pelo elemento de linha sao chamadas
de ondas giratonicas [33], B5H37]. O tensor métrico que
gera o elemento de linha é, localmente, equivalente
ao que gera o elemento de linha . Entretanto, como
o efeito gravitacional é um efeito global, conforme visto
na secao [2.3] ndo se pode argumentar que os campos
gravitacionais sejam equivalentes. Pesquisas sobre as on-
das giratonicas dentro do TERG levaram a obtencgao de
propriedades qualitativas distintas entre esses espagos-
tempo [38], corroborando a distingdo entre os campos
gravitacionais.

Destarte, o estudo das ondas gravitacionais planas for-
nece nao apenas um campo de estudo introdutério para
a RG, mas também um campo aberto de pesquisa para a
investigacao de resultados ainda nao bem compreendidos
na gravitagao como um todo.
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