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Neste artigo utilizou—se um campo magnético da forma B= B [cos(wt)% + sin(wt)j] + Bok como ordem zero
de uma expansdo, advinda de um campo magnético parabdlico, para descrever o movimento confinado de uma
particula eletricamente carregada sujeita a uma for¢a de Lorentz, com uma dindmica vélida para uma regido
especifica do espacgo. As equagdes de movimento obtidas sdo ndo-lineares e uma solugdo particular pode ser
extraida, na qual a particula realiza um movimento periédico. Além disso, através das segdes de Poincaré e
expoentes de Lyapunov, constatamos que o sistema é cadtico, e, portanto, admite deferentes forma de trajetérias
quase fechadas obtidas variando—se levemente os parametros e condi¢ées iniciais, a partir de uma solugdo numérica.
Palavras chave: Campos oscilantes, particula carregada, caos.

In this paper we used a magnetic field of the form B = B; [cos(wt)z—k sin(wt)ﬂ + Bok as the zero order of
an expansion, arising from a parabolic magnetic field, to describe the confined motion of an electrically charged
particle subjected to a Lorentz force, with a dynamics valid for a specific region of space. The equations of motion
obtained are nonlinear and a particular solution can be extracted, in which the particle performs a periodic
motion. Moreover, through Poincaré sections and Lyapunov exponents, we find that the system is chaotic, and
therefore admits different forms of quasi closed trajectories obtained by varying slightly the parameters and initial

conditions, from a numerical solution.
Keywords: Oscillating fields, charged particle, chaos.

1. Introducao

Na década de 1953, Wolfgang Paul criou um dispositivo,
constituido por dois eletrodos hiperbdlicos paralelos um
ao outro com um anel eletrodo cobrindo o espaco entre os
outros dois, capaz de gerar um campo elétrico oscilante
associado a um potencial da forma

_ Uy + V cos Qt

¢ 2d?

(222 g2 _y2)7

2 2
onde d = M + 22.

A proposta de Paul consistia em que o potencial
gerado pelo dispositivo estava associado a um campo
elétrico para o qual existia uma determinada amplitude
e frequéncia de oscilacao tal que uma particula carregada
submetida a uma certa regiao estaria sujeita a uma forga
restauradora nas trés dimensbées em dire¢do ao centro
da armadilha. Dessa forma, a particula descreveria um
movimento confinado.
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Frans Machel Penning prop6s em 1936 uma armadilha
com uma composi¢cdo de campos elétrico e magnético
estaticos, capaz de manter uma particula carregada em
um movimento confinado. Em 1959 George Derhmelt
aprisionou um elétron por alguns segundos, utilizando
um aparato semelhante a composicao de eletrodos de
Paul para reproduzir um quadruplo, associado a um
potencial responsével pelo confinamento axial do elétron
da forma

Uy

@zﬁ@f*xzfy?), (2)
2 2 —
onde d = M + 22, e um campo magnético B =

Bok gerado por um ima supercondutor.

As armadilhas de Penning possuem a vantagem de
fornecer medidas mais precisas da frequéncia de ciclotron
que as armadilhas de Paul. Mais informagées sobre o
contexto histérico do aprisionamento e sobre as armadi-
lhas de Paul e Penning podem ser encontradas em [TH3].

O movimento de particulas carregas é um tema pre-
sente em varias dreas da fisica como espectroscopia [4],
fisica do Plasma [5 [6], alguns fenémenos atmosféricos
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[7, 8], em aceleradores de particula tal como Sirius [9],
entre outras.

Uma das maiores dificuldades no aprisionamento
de particulas com campos magnéticos, principalmente
aqueles oscilantes no tempo, estd na adigdo de um
campo elétrico em que sejam solugoes das equagoes de
Maxwell e que constituam uma for¢ca de Lorentz para
a qual uma particula carregada sujeita descreva uma
trajetoria confinada. Em geral, a dependéncia espacial
do campo magnético tornam as equagoes de movimento
suficientemente complicadas para que nao se possa ex-
trair qualquer solugdo particular para uma andlise mais
significativa. Em alguns casos, é possivel trabalhar com
uma dindmica local em que a dependéncia espacial é
expandida em série de Taylor e considera—se apenas a or-
dem zero da expansao para o campo magnético. Isso esta
em conformidade com as equacoes de Maxwell e é um
problema fisico valido desde que a aproximagao para os
campos possa ser reproduzida experimentalmente. Além
disso, o tratamento tedrico considera um caso ideal,
onde o campo magnético é perfeitamente uniforme, o
que pode gerar uma complicacao experimental, dado que
os campos reproduzidos terdo uma dependéncia espacial
que, mesmo sendo desprezivel em relagdo aos parametros
das componentes, pode mudar drasticamente a trajetoria
se o sistema for cadtico. Portanto, investigar a dindmica
local de particulas confinadas, requer uma analise da
estabilidade do sistema através da teoria do caos, com
a qual podemos determinar a precisao que os aparatos
experimentais devem satisfazer ao reproduzir os campos.

Este artigo tem como objetivo analisar o confina-
mento de particulas carreadas submetidas a campos
oscilantes. A abordagem sera feita da seguinte forma:
na secdo [2 apresentamos alguns conceitos e ferramentas
matematicas muito tteis na Eletrodindmica Classica,
presentes nas bibliografias [I0H24]; em [3] utilizamos um
campo magnético oscilante no tempo e uniforme no
espaco (apresentado inicialmente em [25] [26]), obtemos
o campo elétrico associado, construimos as equacoes de
movimento e analisamos as possibilidades de trajetorias
em um sistema de coordenadas inercial e em um girante;
a secao [ é feita uma analise da esta estabilidade do
sistema; por fim, em [5] comentamos um possivel aparato
experimental para reproducao dos campos oscilantes.

2. Conceitos Fundamentais
da Eletrodindmica Cléassica

2.1. Sistemas girantes

O tratamento cldssico da dindmica de uma particula
carregada sujeita a campos oscilantes por vezes resulta
em equagoes com complicada dependéncia temporal.
Os sistemas girantes sdo uma poderosa ferramenta uma
vez que as equagdes de movimento podem ser transfor-
madas para um espaco gerado por bases que oscilam de
tal forma que a dependéncia temporal das equagoes é
simplificada.
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Seja um vetor A = A;é;, no sistema girante.
Derivando—o em relagdo ao tempo, obtemos

dA  dA; . dé;
E = dt €; + AZE (3)

Podemos reescrever o ultimo termo da equagao na
forma interessante
dé; - dé;

A (@-&) = A- 228, (4)
onde podemos ver que é;dé;/dt é a velocidade de giro dos
eixos descrita pelos préprios eixos e, como consequéncia,
suas componentes sao vetores. Espera—se, portanto, que
a taxa de variagdo temporal de um eixo seja nula em
relacdo ao proéprio.

Supondo que as componentes da velocidade de giro
seja dada na forma
dej

g=(7)-& = <dt>-éi:(aijéj)-éi, (5)

sabendo que é;-€; = 1, chegamos a conclusdo que a;; =
0 V ¢ = j. Portanto, de fato, a componente do giro de
um eixo descrita nele préprio se anula.

Outrossim, dado que é; - &; = d;;, entdo,

dé; . dé;

g = —f e —2 6

dt Tdt (6)
que é equivalente, pela equagao , a aj; = —aj.

Portanto, podemos construir a matriz dos oficientes

0 a2 —asi
Qi = —Qai2 0 ass . (7)
az1 —azz 0

Substituindo em ,

&125' — a31 ]AV)

au% + a31§' + a127;‘) X i
X 1. (8)

|
&~

Analogamente, as outras componentes de 77/ sdo obti-
das e podem ser compactadas na forma

ax oA, g
dt 6t

onde §A/5t = é;dA;/dt.

Portanto, a primeira derivada no sistema girante de
coordenadas é formada por uma derivada que s6 atua
nas componentes A;, o que é equivalente a velocidade de
A descrita nesse referencial, mais um termo proporcional
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a velocidade de oscilacdo dos eixos dada no proprio
referencial. Note que se A; ndo depende do tempo, a
equacao tem a mesma forma que da velocidade
de rotacdo, em um referencial inercial, de um vetor ao
redor de um eixo fixo. Nesse caso, dado um vetor de
modulo constante em um referencial inercial, em rotagéo
em torno de um eixo fixo, e estatico em um referencial
nao inercial girante, cujos eixos oscilam em torno de um
eixo fixo, as equacdes de movimento sdo as mesma.

Derivando a equagao , obtemos a segunda deri-
vada no sistema girante,

2 X 2 1 g -

M:ﬂ+2cﬁx%+(ﬁx (cﬁx[l’)+d—wx/¥. (11)

dt? 0t2 ot dt

2.2. Campos e potenciais eletromagnéticos

Campos elétricos e magnéticos dindmicos devem satis-
fazer as equacbes de Maxwell, as quais, na auséncia de
fontes e correntes, sao

£ = (12)
B = (13)

. 0B
VxE&= 5 (14)
V x g: ,uoéo% (15)

ot’

A equagdo (13) estabelece que o campo magnético
é solenoidal. Isto posto, podemos escrever o campo
magnético em termos do rotacional de um campo A,

B=VxA (16)

Em muitas literaturas no eletromagnetismo, o foco é
voltado para a obtencao do campo magnético dado um
potencial vetor, como em [10} 13} [14], [16] 17}, [24], embora
[10, 20] ainda evidenciem uma direcdo para o leitor do
procedimento inverso.

Para obter um potencial vetor a partir de um campo
magnético qualquer, é preciso resolver o conjunto de trés
equagoes acopladas advindas de ,

0A, BA
B. = oy 0z
0A, O0A,

By =5 ~ a2 (17)
04, 04,
B =5 ~ 5y

Fazendo A, = 0, podemos resolver imediatamente o
sistema para A, e A,

Az(x7yaz - _/ By(x/7y7z) dl‘l‘i'fl(y,Z)
0

Ay(a:,y,z) = / Bz(x/ayaz) d.’El +f2(yvz)a
0
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Ao substituindo A, e A, na expressao de B,, temos

. [ [ B 2) ' = sl z>]

_ % [/O B.(2',y,z) dz’ + fg(y,z)}

Bx(xvyaz) = -

:/zaBa:(xlayaz) dgc’ afl(ya ) af?(yaz)
0 ox' dy 0z

Dado que f2(y,z) é uma constante de integracao
na coordenada x, podemos definir-la como nula. Logo,
fily, z fo 4(0,y',2) dy’ e o potencial vetor é
determlnado Como

— </ B.(z',y,2) dx’)j’
0
+ (/ By (0,9, 2) dy —/ By(z',y,2) dm’) k.
0 0

(18)

Note que a solugao ndo é tnica. Outra solugdo
poderia ser obtida anulando A, ao invés de A,. Em
particular, o potencial vetor possui uma solucdo para
campos uniformes da forma

Alr) = _% (7x B). (19)

a qual pode ser facilmente verificada,

V><A:—§V><(r><l§)
=5 [(B-9)r— (V)B4 7(v-B) - B(v-7)
:—%(E-v)r %B(V-F) B
—_——— ——
—B/2 35/2

Uma das vantagem de trabalhar com o potencial vetor
é a liberdade de adigdo do gradiente de uma funcao
escalar sem alterar as propriedades do campo magnético,
uma vez que o rotacional do gradiente de uma funcéo
escalar qualquer é nulo. Esse procedimento recebeu o
nome de liberdade de calibre e é utilizado para adequar
problemas de tal forma que facilite a resolu¢ao. Usando
o calibre, pode—se fazer um potencial vetor qualquer
satisfazer divergéncia nula. Seja uma fungdo escalar
[(7t),se V-A#0e VI = -V - 4,

V-A”:V-(J+VF)=0. (20)

A liberdade de calibre é utilizada especialmente na ele-
trodindmica para o entendimento dos campos. A niveis
mais fundamentais, é necessario a quantizagao dos cam-
pos através de métodos fornecidos pela teoria quéantica
de campos [27]. Outras aplicagoes fundamentais dos cali-
bres no eletromagnetismo podem ser encontrado em [28].
Vale ressaltar, também que o potencial vetor nao pode
ser mensurado e ndo possui qualquer significado fisico,

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210003, 2021



€20210003-4

uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em
[29].

O potencial vetor carrega consigo toda informacao
do campo magnético. Portanto, Substituindo a equagio

em 7 obtemos

E=—22-V, (21)

onde ® é o potencial escalar.

O calibre para os potencials que descrevem o campo
elétrico sdo dados por A’ = A+ VI'e &' = — 9I'/0t.
2.3. Lagrangeana para forca de Lorentz

Uma particula de carga @ sobre efeito de campos elétrico
e magnético, esta sujeita a forca de Lorentz,

sz(§+?xE). (22)

As equactes de movimento para esse sistema podem
ser obtidas pelas equacoes de Euler-Lagrange,

d (9T\ OT
a4 ( aq) - —an (23)
onde,
U\  oU
Qi__i <3qz> o (24)

é a forga generalizada do sistema.

A forga de Lorentz deve assumir a forma da equacéo
para que a Lagrangeana seja expressa. Substituindo
os campos pelos potenciais na (22, temos

—

F=Q —V¢—aa—f+r;>< (Vx/f)

—

Sabendo que A = A(z,y,z,t), entdo sua derivada

temporal é

t t ot
Loy o, 04
ou,
0A . - dA

Substituindo a derivada temporal do potencial vetor
na forca de Lorentz, temos

—

3} : dA .
F=Q|-Vo+ (7 )A—%+TX(V><A>
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Note que A ndo depende da velomdade o que permite
A= V(i A), de modo que V = Zam +-]8y k— Assim,

a forca assume a forma

F= Q{V¢+ (?'V)/_ff%w(?ﬂﬂ +7x (V x A)}.

A expressdao pode ainda ser modificada mediante a
propriedade vetorial
0
. . L T .
V(i A) = (7 V)A+ (A V)F+7x Vx

—

A+ AV P
N—_——
0

= (V) A+ x Vx A

Obtemos, portanto, a equagao da forca na forma

Foafv(ia-o)- Ao ()}

Note que V é uma derivada direcional que atua sobre
termos que sao fungdo da velocidade. Logo, se o potencial
escalar ¢(',t) nao depende da velocidade, ¢ invariante
em relacao a area de atuacao de V. Isto posto, pode—se
definir V (F A- qb) = V(f’ ff), de forma que a forca

Feafv(ra-o) -G lo(a-o))
:{V(Q?’-E—CM)—(Z{v(Q?'g_Q@”

[VU -4 (VU)} (25)

onde U = Q? A - Q¢ é a forca na forma generalizada
. Como os campos estdo em termos dos potenciais,
a expressao também é conhecida como potencial
generalizado.

Por fim, somando U a energia cinética T, obtemos a
Lagrangeana da Forca de Lorentz,

L=T+Qr A-Q¢ (26)

2.4. Frequéncia de ciclotron e teorema
de Larmor

As frequéncias de Ciclotron e Teorema de Larmor sdo
ferramentas poderosas para obtencdo de solugbes que
expressem o confinamento. A primeira é relativa a uma
particula cuja trajetéria é uma hélice de secdo reta,
por um circulo de raio r; A outra, um movimento de
processao mediante um campo magnético fraco, expresso
num sistema girante de coordenadas.

Considerando um campo magnético uniforme By ge-
rado por uma particula de massa m e carga ¢, a qual
desloca—se pelo espaco, a forga que essa configuracao
apresenta sera

F =gt x B, (27)
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onde a velocidade ¢ pode ser decomposta em paralela ao
campo magnético (v}|) e perpendicular (/). Portanto,
a equagao (27)) tornar—se

ﬁ: q_’J_ X E, (28)
ou
F=qu,B. (29)

Em um movimento circular, a velocidade é devida-
mente descrita mediante ¥ = 7 + rff. Para o caso que
estd sendo tratado, no qual v é perpendicular ao campo,
constata—se a caracterizacdo da aceleragdo centripeta,

2 .
% = rf2. Assim, a equacio l} assume a forma

vf_ _qu.B

r m

; (30)

ou

v, ¢B
We=—="—, (31)
r m
onde w, é chamado frequéncia de ciclotron da particula.
Portanto, a partir da equagao , a frequéncia de
oscilacao é determinada em

f=22 (32)

2mm’

Para enunciar o teorema de Larmor, devemos ter em
mente o mesmo é valido em um referencial girante.
Portanto, igualando a equagao a segunda lei de
Newton e aplicando as transformagoes e (L)), temos

2> s _» —
gt;":ﬁ[mg . (gﬁg) L@ x )% (B—F;)}
(33)
onde 8 = g/m.
O segundo termo do lado direito é denominado Forca

de Coriolis e o terceiro For¢a Centrifuga.
Se na equagao for definido

G=-, (34)

a Forca de Coriolis ndo estaria presente nessa confi-
guragdo, ou seja, a trajetéria nao sofreria desvio, mas
ainda estard presente a Forca Centrifuga na expressao,
com uma contribuicdo no sentido radial do movimento
circular, como mostra a equagao .

2 - N
(;t;:ﬁ[E+(cU><F)><B+(cU><F)><;], (35)
ou
F . B s N =
@:ﬂE—Z(er)xB. (36)

O segundo termo da equacao poderia ser colocado
na forma

%éx(éxf):ﬁx(@xf). (37)
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Note que o termo expresso na equagdo (37) é a
aceleracdo centripeta, a qual contribui no sentido oposto
ao radial do movimento circulas. Se o campo magnético,
portanto, for fraco suficientemente para que se possa
desprezar as quantidades proporcionais a B? em com-
paragdo com os primeiros termos da equacdo (36]), ou
uma forga externa contrabalanceando essa contribuicao,
o resultado serd que o movimento na presenca de um
campo magnético em um referencial inercial (fixo), serd
o mesmo quando analisado na auséncia de um campo
magnético num referencial ndo inercial (girante), em
torno do centro de forgas, equacao .

&F
52
Note que a frequéncia de Ciclotron ¢é o dobro da
definida na equacao (34)).
O enunciado formal do teorema de Larmor é apresen-
tado em [I8§].

BE. (38)

3. Confinamento Magnético
de um Isétopo Triplamente Ionizado
de Uranio

Esta se¢ao terd como objetivo seguir os passos apresen-
tados para obtencdo do confinamento de uma particula
carregada em uma trajetéria periddica em [25]. Além
disso, como uma extensao do periédico [26], faremos uma
abordagem mais detalhada do problema com obtengao
de novos confinamentos néo periédicos e acrescentando
uma analise da estabilidade do sistema.

3.1. Campos e equagdes de movimento

O campo magnético, no sistema do laboratério (cha-
maremos assim o referencial inercial fixo), usado serd
uniforme em uma direcdo que é perpendicular ao plano
em que é oscilante,

B=5B [cos (wt) 7 + sin (wt) ﬂ + Bok (39)

O campo magnético (39) ndo possui um campo
elétrico associado que satisfaca a todas as equagoes
de Maxwell. No entanto, os campos experimentais pa-
rabodlicos, quando expandidos em ordem zero, recaem
em , satisfazendo todas as equacbes de Maxwell,
de forma que esse representa um campo fisico numa
regiao de 20% do espago entre as bobinas. Esse questao
¢é abordada com mais detalhes na segéo 5

A transformacédo do sistema de coordenadas do labo-
ratério para o referencial girante é dada por

i cos (wt) —sin(wt) 0 i’
j| =|sin(wt) cos(wt) 0Of |7 (40)
i 0 0 1) \F

A transformagao (40]) vai de um sistema inercial para
um referencial que oscila em torno de um plano, uma
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transformagdo semelhante é dada em [22]. Analoga-
mente, uma transformacdo que mantém o médulo da
velocidade invariante é dada por [I1]

Va cos (wt) —sin(wt) 0 Vg
Vy | = | sin(wt) cos(wt) O Vy (41)
V. 0 0 1 Uy

Como em , a executa oscilagoes no plano zy.

Reescrevendo a velocidade em termo do espaco,
obtemos as relacdes das coordenadas em ambos os
referenciais, por meio de uma integracao,

X = zcos(wt) — ysin(wt)

¢ t
w {/ x sin(wt’)dt’ —I—/ ycos(wt’)dt']
0 0

= zsin(wt) — y cos(wt)

t
w /ysm (wt")dt' — /zcos(wt/)dt'] (42)
0 0

_|_

+

Note as constantes de condig¢do inicial se anula porque
as posicoes coincidem em t = 0.

Podemos obter o campo elétrico através do potencial
vetor, dado pela equacao ,

- 1 A~ 1 A
A= 3 [By — Z By sin(wt)] ¢ — 3 [Z By cos(wt) — X Byl j

1 ~
~35 [X B sin(wt) — Y By cos(wt)] k.
Fazendo o potencial escalar nulo, temos

! [cos(wt) + sin(wt)]

+ WTBl [X cos(wt) + Y sin(wt)] k. (43)

Utilizando a segunda lei de Newton, determinamos as
equacgoOes de movimento no referencial do Laboratorio,

X =y _—%ZwBl cos(wt) + Y By — ZB; sin(wt)]

) (44a)
Y =4 _—%ZOJBl sin(wt) — XBy + ZB; cos(wt)]

) (44D)
Z=v %wBl (X cos(wt) + Y sin(wt)) + X By sin(wt)

— Y By cos(wt)|. (44c)

O sistema (44) possui uma dependéncia temporal que
torna suficientemente complicado extrair uma solucéo
particular exata. No entanto, explicitamos, trabalhando

como um sistema dindmico, a solu¢do em série de Dyson

em termo da matriz U(t) na secdo tercidria
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A lagrangeana do movimento é dada por

1 . . .
L= 5m(X2 +Y?% 4 2?)

T % X [ZBy sin(wt) — Y By
+ %Y [XBy — ZB; cos(wt)]
+ %Z'Bl [Y cos(wt) — X sin(wt)],

Aplicando as relacées de transformagcdes do sistema de
coordenadas do laboratorio para o girante

Z =z
X cos(wt) 4+ Y sin(wt) =z
Y cos(wt) — X sin(wt) =y
X sin(wt) — Y cos(wt) = —(§ 4+ wz)
XY —YX =y — yi + w(z? + 3°)

X2+ V2 =i 4+ + 0 (2 + ) + 2w(ay — yi),
a lagrangeana serd dada por

1
Lef= Em(j:Q + 9%+ z'2)
_ Qiy QBlyz
B -
7 +2 5 2

+ % |:£E (Bo + 2;)) — ZB{|
QwBixz

A terminologia L.y é designada & lagrangeana efe-
tiva, aquela cuja forma mantém—se invariante por
transformacao. Portanto, identificamos potencial escalar
efetivo, imediatamente, como

Dos(7) = (Bo ; 5) (2 +42) + 2822 ()

2

Note que o potencial possui uma certa seme-
lhangca com o potencial usado na armadilha de Pen-

ning .
Através de Euler-Lagrange, o sistema de equagoes que
descrevem o movimento no sistema girante é dado por

2 2 B
P~ |:y (BO+;") + aw (Bo—i— 7“) —Zw2 1} (47a)

2 2
g=" |:Z.'B1 - (Bo + ;J> + yw (Bo + ,:J)] (47b)

B
Z=—y (?JBlerw 1>-

Algumas bibliografias como [19], coloca a extenséao de
validade das equagoes de Euler—Lagrange sobre referen-
ciais inerciais. Mesmo o sistema e coordenadas girantes
sendo nao inercial, as equagoes de Euler—Lagrange sao

(47¢)
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validas para lagrangeana efetiva, onde os termos de
Coriolis e Centrifuga sao acrescentados a mao. No en-
tanto, esses termos surgem naturalmente se aplicarmos

as transformagoes (10) e (L1)) na forga de Lorentz e a
(40) nos campos (39) e (43), resultando em
827 =, 0T (=, 20 oL S, W

onde, & é constantes e os campos E’ e B’ s40 os campos
no sistema girante

. 1 ~ ~
B= (—szli’ n owlk') (49)
B' = By + Byk'. (50)

E facil ver que de resultam as equacdes 1'
(47b) e (47c). A frequéncia de Ciclotron e Larmor para
esse sistema sao, respectivamente,

we. = —yBy (51)
B
W= % (52)

3.2. Solucao das equacgdes de movimento

Nesta subsecdo, iremos encontrar uma solugdo em ter-
mos da série de Dyson para o referencial inercial e
uma solugao particular, onde consideramos a ressonancia
w = w,, para o referencial girante.

3.2.1. A solugdao em termos da serie de Dyson
para o referencial inercial

O sistema de equagao diferenciais parciais acopladas no
referencial inercial, claramente nao possui uma solugao
geral analitica. Na forma em que se encontra, pode-
mos apenas analisar dados de uma solu¢do numérica.

0 0 0
0 0 0
0 0 0
Uuft) = 0 0 — o cos(wt)
0 0 —osin(wt)
ocos(wt) psin(wt) 0
X(t)
Y (¢)
Mo = | 74
Vy(t)
Va(t)

sendo ¢ = ywBy /2.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2021-0003

€20210003-7

No entanto, alguns sistemas similares tem uma solugao
particular analitica advinda da convergéncia da série de
Dyson [12]. O sistema tratado estd ilustrado em (53)),

.. [ 1 . .
X=v —§ZwB1 cos(wt) + Y By — ZB; sin(wt)]
) (53a)
.. [ 1 . .
Y =» —§Zw31 sin(wt) — X By + ZB; cos(wt)}
) (53Db)
. M )
Z =~ §WB1 (X cos(wt) + Y sin(wt)) + X By sin(wt)

— Y Bj cos(wt)|. (53c)

Podemos reescrever o sistema (53] em fungdo das
velocidades, como um sistema dinamico,

. (1

Ve =7 —§ZWB1 cos(wt) + V, By — V. By sin(wt)]

) (54a)
. (1

Vy, =7 —éZwBl sin(wt) — V, By + V. By cos(wt)]

(54b)

. 1
V.=~ §wBl (X cos(wt) + Y sin(wt)) + V,, By sin(wt)

— VB cos(wt) |. (54c)

Utilizando a notagdo matricial para o sistema de
equagoes diferenciais acima, obtemos a equacgao

M=Ux M (55)
onde
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 ~vBy —~Bj sin(wt)
—vBy 0 ~Bj cos(wt)
By sin(wt) —~vBj cos(wt) 0

O sistema possui seis varidveis nessa forma. Note
que poderiamos fazer uma sétima variavel ¢(t) = wt, isso
ja evidencia a nao linearidade da dependéncia temporal
nas equagoes e impossibilita a obtencdo da matriz U(t).

A solugdo tnica de M(t) é dada em termos de su-
cessivas integrais em produto com respectivos intervalos
de tempo da matriz U(t). Esse resultado é denominada
série de Dyson, a qual é muito eficiente no tratamento
de teoria de perturbagdes [30]. Temos D(t,s) e D(t)
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duas representagoes da série de Dyson, mostradas nas
respectivas equacoes,

D(t,s)-l+i/gl-'~/:nl /:"U(tl)-..u@n_l)

( dtndtn 1° d (56)
- 1+Z / / . / (1)~ Ultn 1)
( n)dtndtn_l ety (57)

Uma caracteristica importante da série de Dyson, é
absolutamente covergente. Portanto, é muito ttil para
solugdes numéricas de problemas muito complexos.

A solucédo unica do sistema é dado na forma,

t
M(t) = D(t) Mo +/ D(s,t)F(s)ds (58)
0
A solugao . é para casos gerais onde o sistema de
equagoes é M = UM + F(t), onde My é a matriz que
expressa a condic¢ao inicial do problema. Em nosso caso,
F(t) =0 e a solugdo fica M(t) = D(t)My, ou seja,

= <1+;/0 /O /O Uty) - Ultn_1)
X L{(tn)dtndtn_l cee dt1> MO (59)

Para casos nos quais um sistema de equagoes acopla-
das possui uma solucao particular tinica, a série de Dyson
converge para fungdes, as quais sdo representadas pelas
varidveis da matriz M(t). No entanto, constatamos que
a U(t) tem dependéncia temporal, tal que M(t) é nao
linear, est4 em termos de fungbes que impossibilitam a
convergéncia.

3.2.2. Uma solugao particular para o referencial
girantes

Para resolver o sistema (47), utilizaremos a notacao
matricial

X = DX + WX (60)

onde as matrizes D, W e X, com w; = 7B, sdo definidas
como:

_ 0 2w—w:) 0
D=[-(2w-—w) 0 w1 (61)
0 —Ww1 0
_ w(w — we) 0 —wwi /2
W = 0 w(w — we) 0 (62)
—wwy /2 0 0
x
X=y]. (63)
z
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A equagao ¢ a mesma de osciladores harmoénicos
acoplados com amortecimento anisotrépico. Nesse tipo
de oscilagdo, é comum que algumas grandezas tenham
uma dependéncia com a dire¢io das oscilagdo. O tra-
balho [31] trata oscilagdes harmonicas anisotrdpicas em
campos e faz uma abordagem a um campo magnético
idéntico ao . A solucao da equagao é uma matriz
de termos constate multipla da funcao exponencial,

X = Xoe, (64)

onde X é a matriz com as condicdes iniciais.
Derivando (64) e substituindo em (60)), resulta que

A1 — AD — W = 0. Para obter A da solugio, devemos
ter
Det [A\’T— AD - W| =0, (65)
ou
A adt A% 4 =0, (66)
onde

a=w+w+(Ww-—w)?

3 2
b=w? [(w—w0)2+wl}
4
1 55
c= Zwlw (w—we).

Se a frequéncia de ciclotron da particula estiver em
ressonancia com a oscilagdo do referencial, ou, ainda,
com a oscilagdo dos campo,

2 2
ap = w; + wy
3wiw?

by = 4

C():O.

determinando as raizes da equagéo ([66)), temos

A1) = £0
)\{3’4’&6} _ i\/—ao + \/Qag — 4b07
ou
M=o =
Ny = A= %\/k(m,wc) — (@} +w?)
A5 = —A¢ = %\/lﬂ(wl,wc) + (wf + w?),

onde k(wy,w1) = \/wi + wt — wiw?.

Portanto, a solucdo geral da equagao é uma
combinacgao linear das solucdes dadas apara cada raiz,

6
)= AX{e et (67)

n=1
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e sua derivada é

6
)= ApAa XS et (68)

n=1

n s ~
O termo Xé } 6 um auto vetor e a equacao 1@)
representa o polindémio caracteristico e suas raizes sdo
os auto valores.

Abrindo as equacéo (]@ e , temos

X(t) = (Ay + Agt) XD At

+ AgX({)S}e’\{3}t + A4X({)4}e’\{4}t
+ AsX STt 4 AKX et et

= [AQ + A{I,Q} (Al =+ A2t)} X(‘gl,Q}e)\{l,z}t
+ A AsX T @t 4 g A X P Mt
+ )\{5}A5X({)5}6>‘{5}t + )\{G}AGX({)G}eA{G)t

X(t)

Utilizando a aproximagdo, que é comummente feita
em RMN [32], w, > w1, temos que

k(wr,we) = w? —wi/2, (69)

e os autovalores sao simplificados para

A3 = —Ag = Twh (70)
)\5 = 7/\6 = iwc (71)
Aplicando a condi¢do de ressonancia, w = w., na

equacao ()\21 — D — W) = 0, encontra—se uma
relagdo para os termos do auto vetor,

2
[%AQ + wcwl] zo + [/\ + wl} Ayo =0 (72)
w1 2 w1

ou
|:>\72 + (.d1:| A

To=—=—FF———=—
{)\2+ 2]&16

w1

Yo- (73)

E, por analogia, o termo 2y é determinado em

2\ [)‘i-i-wl] A2
—_ 1 e R

0 —
w A2
1 |: _|_2:|(72

w1

Yo- (74)

Especificando yy = 1, a matriz auto vetor terd a forma
evidenciada na equagédo ([75)).
)\2
_ [Ere]r
2 w
[3*1'*‘71] we

X, = 1 (75)
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Substituindo os auto valores na equagao (75)), os auto
vetores sdo determinados em

0 {w‘jl
xiH = 1] x8 = 1
0 iv3 (1 + dwl)
—Z\é;“zl
X = 1

Definindo as condigbes iniciais z(0) = 0, y(0) = 0,
z(0) = 0, (0) = 0, y(0) = 0 e £(0) = vy; substituindo
os auto valores nas equagdes (67) e (68), encontra—se o
sistema,

0 0 ‘2@21
0] = A1 1] + A3 1 )
0 0 iv3(1+5)
fwl
2wc
+ Ay

—iV3 (1 + %)

2 2
—9i (e
2w2—w?

+ As 1

+A6 1 )

4w2[ <w2w2>}
— cli1-2 —~-—— As =0
w1 202 % 5 0-

onde Az é determinado imediatamente em
Vo

w?—w? 4027’
|:6w1 (ng—wf + w1

Como o sistema estd sobre a condi¢do w. > wi,
expandindo As em w; e desprezando termos de ordem

As = —
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mais altas, os coeficientes sdo determinados em

2’[}0 W1V

Al = Ay = 0;
1 3&]1 26&)2 y 412 )
A3:A4%_070'A5=A6z W1V

) - PN

3w1 4w?
Substituindo os autovetores, autovalores e os coefi-

cientes encontrados na equagao @, estabelecemos as

solugdes das equagoes acopladas,

x 0 i—‘ég“’l
(2w AN (R R | eivBert/2
vl 3w 22 3w
z ' ¢/ \0 EAEAVE]
_ 3 \/gwl
t 2we i/Bwit/2
+ 1 e VIt
—1v3
—1 1
_ W1Vo 1 eiwct 4 1 e—iwct
e |\ g 0 ’

onde, fazendo uso das identidades 2cosf = e 4+ e~ ¢

2isinf = e — e~ obtém-se

x(t) ~ \éiio sin (ﬁ;ﬂ) - L;i:go sin (wet) (76)

y(t) = —% |:COS (\/§2wlt) - 1] - C;ij}go [cos (wet) — 1]
(77)

2(t) = 2;/(3;)0 sin (ﬁ;1t> (78)

Lembrando que as solugbes particulares sao validas se
satisfizerem duas condigbes: w, >> w1, 0 que implica
By >> By, e a ressonancia w = we.

3.3. Anailise da solugao

Uma vez que a solugdo é obtida, podemos afazer si-
mulagdes computacionais do trajeto que é descrito por
uma particula carregada submetida a esses campos.
Para simular o isétopo de urdnio 23°U3+, substituiremos
a razdo carga—massa vy = 1,231 MHz/T, sobre a

acdo dos campos uniformes com By = 1 T e By =
0,01 T, os quais resultam na frequéncia de oscilacao
w. = —1,231 MHz/T, e velocidade vg = 10* m/s.

A trajetéria que a solugdo , e descreve é
periédica, como mostra a Figura [I]

A partir da Figural[T] é possivel prever que no sistema
do Laboratério o movimento é senoidal em Z(t) e
circular no plano XY, curvas acentuadas no referencial
girante sdo, também, sdo acentuadas nas corresponden-
tes do referencial do Laboratoério. Utilizando a solugao
numérica do sistema , a trajetéria correspondente no
referencial do Laboratério é mostrada na Figura

Fizemos uma animacdo do isétopo 23°U3* descre-
vendo a trajetéria ilustrada na Figura [2| disponivel
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00

zm

Figura 1: Trajetéria periédica circular do uranio 23°U3T no

sistema girante em, um intervalo de tempo tiniciat = 0 € thna =
590 ws.

10
05
00

Figura 2: Trajetéria periédica ressonante do urénio ***U3T no

sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tiniciat =
0 e tyinat = 590us, com os parametros e condicdes iniciais
By =1T,B1 =0,01T, w = —1,231MHz/T, X(0) =Y (0) =
Z(0) = X(0) =Y (0) =0 e Z(0) = 10*m/s.

no YouTube, com o nome |Simulacao do confinamento
de particula carregada sujeita a um campo magnético
oscilante Mathematica, ou, também, |Simulacao confi-
namento de particula carregada sujeita a um campo
magnético oscilante Mathematica 2.

O movimento da trajetéria periddicas em frequéncia
ressonante, Figura [2] apresenta o fenémeno batimento,
como mostra a Figura [3]

Tanto a velocidade quanto a aceleragao estao oscilando
em torno de um intervalo que varia periodicamente
com o tempo, no plano XY, isto é, as componentes
X(t) e Y(t) atingem picos diferentes, de uma oscilacio
para outra, ao longo de uma repeticado do movimento.
Ambas as componentes da velocidade sdo positivas no
inicio do movimento e com aceleragdo crescente. Por
volta da metade do eixo X, no primeiro quadrante, Y(t)
comeca a decrescer e atinge seu minimo, onde é nula,
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Figura 3: Componente X(t) da velocidade, aprisionamento
ressonante do urdnio 23037,

enquanto que X (t) atinge seu primeiro pico de oscilagao.
No segundo quadrante, Y (t) e Y (t) sio negativos ao
passo em que X (t) é crescente até o inicio da oscilagdo
em direcdo ao pico negativo de X (t), a qual ocorre
por volta da metade do eixo Y e atinge o minimo
quando a componente Y (t) atinge o méximo. A cada
quadrante, os picos de velocidade aumento até atingirem
0s pontos maximos, os quais correspondem aos trajetos
mais externos de[2] e, posteriormente, retornam aos picos
minimos os quais velam a particula ao ponto do qual
partiu no inicio do movimento.

A Figura [2] mostra que o is6topo descreve uma
trajetéria periddica quando estd na frequéncia resso-
nante de oscila¢ao. Outros confinamentos de movimentos
aleatérios, realizados sobre uma superficie semelhante a
forma da trajetéria da expressa na Figura [2] podem ser
obtidas com frequéncias nao ressonantes, como mostrado
nas Figuras [ e 5}

Pode—se perceber a partir das Figuras [4] e [f] que o
confinamento mantém a forma da trajetéria ressonante,

Figura 4: Trajetéria n3o ressonante do urdnio 2*U3% no

sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tiniciar = 0
e tfinat = H9I0us, parametros By = 17, By = 0.1T,
w=-1,231MHz/T e condi¢des iniciais X(0) = Y (0) =
Z(0) = X(0) =Y (0) =0 e Z(0) = 10"m/s.
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Figura 5: Trajetéria n3o ressonante do urdnio 2*U%T no

sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tinicial =
0 e tfinar = 700us, pardametros By = 17, By = 0.05T,
w=—1,231MHz/T e condi¢des iniciais X(0) = Y(0) =
Z(0) = X(0) = Y(0) = 0 e Z(0) = 10*m/s.

235 U3+

Figura 6: Trajetéria n3o ressonante do uranio no
sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tinicial =
0 e tyinat = 300us, parametros By = 17, B 0.17,

w = 1,7234MHz/T e condi¢des iniciais X(0) = Y(0) =
Z(0) = X(0) =Y (0) =0 e Z(0) = 10*m/s.

embora nao sejam periédicos, porém em uma escalar
menor. Outros delineamentos variados também podem
ser obtidos dentro da escala de validade da aproximagao
do campo uniforme, os quais sdo mostrados no referen-
cial do laboratério seguido do equivalente no referencial
girante, usando dados da solucdo numeérica do sistema
([@7), como mostram as Figuras e[l3

Ajustando o pardmetro w na ressonincia da frequéncia
de Larmor, a particula é ejetada rapidamente da regido
de validade das equacdes de movimento, em direcao ao
eixo z, como mostra Figura

Lembrando que as equagbes de movimento que estao
sendo analisadas sdo validas em uma regido em torno

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210003, 2021



€20210003-12

IS\\

ST
I 7N
"A\ e

7\

“\'.x

0.004

Figura 7: Trajetéria n3o ressonante do uranio 23°U3T, equi-
valente a Figura |?_)'| no tempo tinicial = 0 € tfrinai = 590us,

representa no sistema girante.

Figura 8: Trajetéria n3o ressonante do urdnio 2¥°U3% no
sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tiniciar = 0
e tfinat = 4ms com pardmetros e condigdes iniciais By =
0.1T, B, = 0.1T, w = —1,231 MHz/T, X(0) = Y(0) =

Z(0) = X(0) = Y(0) = 10*m/s e Z(0) = 10*m/s.

Figura 9: Trajetéria n3o ressonante do uranio 23°U3" | equiva-

lente a Figura [8] no tempo tiniciat = 0 € tfina = 300us no
sistema girante.
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Figura 10: Trajet6ria n3o ressonante do urinio
sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tiniciar = 0
e tfinal = 500us, parametros By = 0,57, By = 0,47, w =
—1,231 MHz/T e condi¢des iniciais X (0) = Y (0) = Z(0) =
X(0) =Y (0) = 10*m/s e Z(0) = 10*m/s.

Confinamento de uma particula carregada submetida a um campo magnético oscilante em um plano (xy)

235 U3+ no

Figura 11: Trajetéria n3o ressonante do urinio 23°U>* | equi-
valente a Figura |§| no tempo tinicial = 0 € tfinar = 300us no

sistema girante.

de um metro da origem em qualquer dire¢cdo, com exce-
lente aproximagao. A trajetéria ilustrada na Figura
transpassar essa regiao de validade grosseiramente em
um intervalo At = 200 ps. Portanto, a frequéncia
de Larmor nao vela a particula & um movimento
confinado.

Podemos sintonizar os campos na frequéncia de ciclo-
tron do isétopo de 23°U3* e disparar um feixe com as

particulas 23303+, 234[73+ 235[3+ 236773+ o 238[73+
cujo valor de =y (Mj{{z) vale, respectivamente, vy =

1,242, ~vo = 1,237, v3 = 1,231, v = 1,226, v =
1,216. O resultado é que o 23°U3t permanece em
no confinamento enquanto que as outras particulas
sdo ejetadas, como o grafico no referencial girante na

Figura [T5]
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Figura 12: Trajetéria n3o ressonante do uranio 2*°U3T no

sistema do laboratério, em um intervalo de tempo tiniciar = 0
e tfinal = 350us, parametros By = 17, By = 0,017, w =
—1,3541M Hz/T e condi¢gdes iniciais X (0) = Y (0) = Z(0) =
X(0)=Y(0)=0e Z(0) = 10*m/s.

Figura 13: Trajet6ria n3o ressonante do uranio 235U, equi-

valente a Figura [12] no tempo tinicial = 0 € tfina = 3ms no
sistema girante.

4. Identificando Caos

Na seg¢do [3] foram obtidas algumas trajetérias de con-
finamento para uma particula carregada submetida a
campos oscilantes que sao aproximadamente solucdes
das equagoes de Maxwell. Tais aproximacoes caracteri-
zam mudancgas nos parametros By e By, as quais podem
trazer mudangas drasticas no movimento previsto pelas
equacoes dependendo da estabilidade do sistema.

A estabilidade de um sistema dindmico estd re-
lacionada com o comportamento das trajetorias na
vizinhanga de um ponto fixo. Se dois estados vizi-
nhos separam-se exponencialmente, entdo esse sistema
é cadbtico.

A nao-linearidade é uma condicdo necessaria para
que um sistema apresente caos. Portanto, o primeiro

passo ¢ escrever as equagdes (44a)), ([@4b) e (44d) como

um sistema dindmico. Portanto, as novas varidveis do
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Figura 14: Trajetéria ressonante na frequéncia de Larmor do
uranio Z2°U3t no sistema do laboratério, em um intervalo
de tempo tiniciat = 0 € tfinar = 200us, parametros By =
1T, B1 = 0,017, w = —0,6155M Hz/T e condi¢ces iniciais
X(0) =Y(0)=Z(0) = X(0) =Y(0) =0e Z(0) = 10*m/s.

2z(m)

Figura 15: Trajetéria dos is6topos de urdnio submetidos aos
campos oscilantes em ressonicia com 2*°U3*, onde a linha
pontilhada laranja representa 23U37", a linha pontilhada azul
representa 238U3%, a linha vermlha representa 22°U37T, a linha
azul representa 24Ut e a linha preta representa 233U3", com
os parametros e condigdes iniciais Bo = 17, B1 = 0,017, w =
—1,231MHz/T, X(0) = Y(0) = Z(0) = X(0) = Y(0) =
0e Z(0) = 10*m/s.

sistema de primeira ordem serdo dadas por

V,=Y

V.=2

b=w

Vi = [~1ZéB, cos(¢) + V,By — V. By sin(¢)]

1
2
—3 2By sin(¢) — Vo By + V. By cos(¢)]

19By (X cos(¢) + Y sin(¢)) + Vo By sin(¢)
— VB cos(9)],

(79)
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ou
onde

Riri,,Vi)=[X Y Z ¢ Vi V, V. w]"

(81)

o vetor estado do sistema.

Portanto, é um sistema de primeira ordem com
8 varidveis, onde ¢(t) é uma complicada dependéncia
temporal e que introduz a nao-linearidade, representado
pela equagao .

A pesar na nao-linearidade ser uma condigdo ne-
cesséaria, nao é suficiente. O caos do sistema sera definido
através da secdo de Poincaré e dos expoentes maximos
de Lyapunov.

4.1. Secoes de Poincaré

Podemos identificar o caos analisando os diagramas de
fase, velocidade em funcdo das coordenadas espaciais
da trajetéria da particula, V,,(7,). Serdo utilizadas as
secoes de Poincaré para projetar pontos em um plano de
interesse do espaco de fase, visto que

{FB(ri Vi) € RS/ t = f/(B(ri, Vi), (ri, Vi) € A,

onde A ¢é o dominio da funcdo, ndo tem representagdo
geométrica.

As Figuras[16} [T7] e [I§ mostram as se¢oes de Poincaré
nos planos XX, YY e ZZ do espago de fase, com
Y (t) =0 ou X(t) = 0, para o confinamento ressonante
expresso na Figura [2]

Devemos ponderar as Figuras [I6] [I7] e [I§] em buscas
de irregularidades. Movimentos periddicos geralmente
apresentas poucos pontos nas se¢oes de Poincaré, o que é
equivalente a um espago de fase simplificado. No entanto,

6000

2000

2000

6000

Figura 16: Seg3o de Poincaré com 50 vezes o intervalo At =
590us, sendo to =0, e Y (t) = 0.
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6000

2000

Yi)

2000

6000

Figura 17: Secdo de Poincaré com 50 vezes o intervalo At =
590us, sendo to = 0, e X (t) = 0.

10000 -

5000

5000 -

410000 |-

Figura 18: Secdo de Poincaré com 50 vezes o intervalo At =
590us, sendo to =0, e Y (¢) = 0.

é possivel que alguns sistemas sejam cadticos mesmo
que o espaco de fase seja simples, isso depende das
condigoes iniciais e pardmetros utilizados nas equagoes
[21]. Embora a Figuras e 18] apresentem muitos
pontos, a complexidade do movimento ¢é tal que seja de
se esperar um espaco de fase disforme. Sendo assim,
se considerarmos que essas secoes de Poincaré sejam
aquelas, tendo em vista a periodicidade do movimento,
em que o espaco de fase é simples, em relacdo a
esse sistema, devemos ter maiores irregularidades para
diferentes condigoes iniciais e pardmetros do que as quais
sao ilustradas nas Figuras e

Mantendo os parametros de ressonancia e variando as
condigoes em (Xg,Yy) — (0.1,0.1), obtemos a secdo de
Poincaré ilustradas nas Figuras [I9] 20] e 21}

Podemos observar que variando levemente as
condigoes iniciais do sistema, o espaco de fase torna—se
ainda mais disforme. As secoes de Poincaré e
mostram uma grande extensao de pontos, quase como se
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-120000

130000

-140000

150000

160000

170000

180000

Figura 19: Segdo de Poincaré com 100 mil vezes o intervalo
At = 590us, sendo to =0, e Y(¢) = 0.

re

100000

50000

Yi)

50000

-100000 |-

Figura 20: Secido de Poincaré com 100 mil vezes o intervalo
At = 590us, sendo to =0, e X(¢) = 0.

10000

5000

5000

-10000

Figura 21: Sec3o de Poincaré com 100 mil vezes o intervalo
At = 590us, sendo to =0, e Y (t) = 0.
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formassem curvas continuas em algumas regices. Além
disso, note que ouve uma mudanca significativa na escala
das velocidades e na forma do espago de fase no plano
XY, implicagdo direta de uma mudanga no movimento
feitas leves alteragoes nas condigbes inicias. Portanto, o
sistema tem indicios de caos.

4.2. Expoentes maximos de Lyapunov

Dois estados diferentes se distanciam por um fator d,, =
ee™, onde € é a quantidade que difere da condicéo inicial
e A é o expoente de Lyapunov. Logo, se A > 0 duas
trajetérias na vizinhancga de um ponto fixo se distanciam
exponencialmente, caracterizando forte sensibilidade de
um sistema dindmico a mudangas nas condigdes iniciais.

Um sistema dindmico possui tantos expoentes de
Lyapunov quando varidveis e somente um expoente
positivo é suficiente para identificar o caos. Isto posto, o
sistema possui sete expoentes de Lyapunov, os quais
foram calculados numericamente [33] conforme mostra a
Figura [22]

Portanto, com base no calculo numérico, todos os
expoentes sao positivos e independentes das condi¢oes
iniciais e pardmetros, A = (3449.51, 3449.42, 3445.77,
3442.63, 3438.62, 3431.69, 3076.23).

Através dos expoentes de Lyapunov, podemos enten-
der mais a fundo o comportamento do espago de fase no
tempo. Seja ®; : RV — RN um mapeamento definido
como fluzo de fase ®4(Ro) = R(t) [35], temos [23]

- = —

V- f(R(ri, 6, Vi) = V- f(@4(Ro)) (82)

A partir da equagdo (82), a taxa de varia¢do temporal
do volume U do espago de fase é dada por [23] 34]

J B ~ N
%%:vf@®m=;M (83)

Para o caso particular em que a somatoéria dos expo-
entes de Lyapunov se anulam, o fluxo de fase matem
o volume constante e, portanto, o sistema dinidmico é
conservativo. Se o somatério for negativo, o sistema
é dissipativo e o volume do espago de fase se contrai

2490 }

3430 -

LCes

3470 4

3480

3450

Steps

Figura 22: Expoentes méaximos de Lyapunov determinados para
1000 termos.
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0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0008 0.0008

Figura 23: Taxa de variagdo da energia calculada nume-
ricamente para o movimento periédico ressonante, com os
pardmetros e condigdes iniciais By = 17, By = 0,017, w =
—1,231MHz/T, X(0) = Y(0) = Z(0) = X(0) = Y(0) =
0e Z(0) = 10*m/s.

tendendo para subespagos denominados Atratores. Por
fim, em nosso caso, o somatério dos expoentes de
Lyapunov sao positivos. Dessa forma, o sistema dindmico
possui um volume de espaco de fase que expande
com o tempo e, por consequéncia, é dissipativo, isto é,
a energia apresenta dependéncia temporal, ou derivada
nao nula, o que pode ser comprovado pelo grifico da

Figura 23]
5. Campos Oscilantes Experimentais

Campos magnéticos uniformes no espago e oscilantes no
tempo, sdo inconsistentes com as equagoes de Maxwell.
No entanto, é possivel gerar campos magnéticos pa-
rabdlicos, em uma determinada regiao, do tipo

B(z,y,z,t) = [ax® 4 b2* — cy?] cos (wt)1

+ [ay® + b2 — c2?] sin (wt)j,  (84)

com duas bobinas tipo Helmholtz retangulares, cons-
tituidas de fios AWG, postas ortogonalmente (esta
composicdo de bobinas é a mesma utilizada para o
estudo de propulsdo de plasma em [36], mas com outras
condicoes) e conectadas de tal forma que as oscilagoes
da corrente conduzida por um gerador de frequéncias
acontecem com uma defasagem de 90° entre elas. Antes
da correte percorrer as bobinas, passa por um capacito,
formando um circuito RLC, como mostrado na tese [25].
Aproximagdes como essa, de campos validas para uma
regido finita do espago, foram utilizadas no sistema
Wigglers [37].

O campo magnético estd relacionado pela Lei de
Amprere com o campo elétrico

= 2b ~ 2b A
E(x,y,2,t) == cos(wt)i + et sin(wt))
w w
2 ~
+= [ cos(wt) + ysin(wt)] k. (85)
w
Definindo as constantes b = —7314“2 e c = Blwz

1
obtemos exatamente o campo elétrico . A Lei de
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Faraday, no entanto, resulta no campo magnético
B(t) = By cos(wt)i + By sin(wt)]. (86)

Fazendo uma expansao em série de Taylor do campo

B1(2+w?
, definindo a constante a = M, temos que

2

Bz, y,z,t) = B{t)+ - (87)

Portanto, o campo magnético é solucao das
equagoes de Maxwell em ordem zero. Note que as
oscilagdes sdo como rotagoes temporais. Um caso inte-
ressante é o estudo da corrente de triagem advinda da
inducao de um campo magnético rotativo ao longo de
uma coluna de plasma [38].

O trabalho [25] reproduziu o campo oscilante
com uma uniformidade de 95% em relagao a variagao
espacial em torno da origem no plano zy e com uma
componente k que difere em um valor desprezivel em
relagdo ao campo constante By em torno da regiao de
consideragao (segmento pelo qual o feixe de {ons desloca—
se 1o eixo z).

O campo magnético constante By pode ser gerado
por um solenoide, dispositivo composto por enrolamento
de N bobinas de raio r centradas ao longo do eixo z.
A simetria dessa composicao anula as componentes do
plano xy. Assim, a expressdao para a componente éz do
campo é dada por

B _ uoNI 2 r2deodz
z 47TL / / /[(ZO—Z)2+T2]3

A primeira integral de é imediata. Podemos
escolher a conveniente substituicdo u = rcotf e du =
—rcscl, onde u = zp — z, 0 que resulta em

(83)

- NI o) 051 ~
Bu(z) = 27 [COS 12“’8 Q}k, (89)

na qual o interior do solenoide é representado pelos
tridngulos nos quais temos

L—Zo
(z0 — L)% +1r2

cos by =

20

Dessa forma, podemos aproximar f = ++— e 6} =
zZ0 Z(]
se o raio do solenoide for pequeno em comparagiao com o
seu comprimento Dessa forma, concluimos que se zg =
Ler= 10, pode—se desprezar os termos quadraticos da
expansao de cosfy e cosf; com um erro de 2%.

cosf; =

2

6. Conclusao

O campo magnético utilizado nas simulagoes é solucao
em ordem zero das equacoes de Maxwell. Portanto, a
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dindmica de uma particula carregada sobre o efeito
desse campo é valida na regido de um metro ao redor
da origem, com excelente aproximagao. Por esse motivo,
todas as trajetérias significativamente fora do espaco de
validade das equacéo ndo sdo confidveis, como é o caso
da simulagdo numérica para particula na frequéncia de
Larmor.

Além disso, todos os confinamentos encontrados, para
os diferentes pardmetros e condigoes iniciais, possuem
uma frequéncia maior ou igual a de ciclotron, do con-
trario a particula é ejetada. Como pode ser visto na
secdo |3, podemos fazer s = A2 no polinémio de sexta
ordem para o autovalor, obtendo um de terceira ordem,
cujas unicas possibilidades que mantém os coeficientes a
e b reais positivos sdo duas raizes complexas conjugadas
e uma real ou as trés raizes reais. Em qualquer um desses
casos, se w < W, temos que o coeficiente ¢ é positivo e
isso leva a raizes reais positivas, as quais geram termos
exponenciais na solu¢do que ejetam a particula, em geral
na dire¢do do eixo Z. Isso também é o que acontece na
frequéncia de Larmor, ja que w = 2w,.

Outra importante questao tratada foi a determinagao
do caos. As aproximacgtes que validam as equacoes de
Maxwell para os campos oscilantes no tempo e uniformes
no espaco muito dificilmente sdo obtidas por qualquer
aparato experimental razoavel. Toda leve variagao es-
pacial dos campos caracterizam uma leve variacdo nos
parametros By e By, as quais podem mudar drastica-
mente a trajetéria da particula, uma vez que o sistema é
cadtico. Através das secbes de Poincaré, podemos cons-
tatar que o espago de fase, para trajetéria ressonante,
expande quando B; é variado para valores menores e
contrai para valores maiores. Essa primeira consequéncia
é a mais perigosa, visto que o movimento estd saindo
da regido de aproximacao; a segunda, mantém a forma
sobre um volume menor, mas sem o carater perioédico.
O parametro By é o mais cadtico, o espago de fase se
aproxima daquele na ressonancia a uma variagdo de um
bilionésimo. Portanto, a trajetoria ressonante tem uma
liberdade de erro acessivel no parametro B; e a precisao
de By deve ser de uma parte em um bilhao, e, mesmo as-
sim, o movimento néo serd periédico, mas serd confinado.

Averiguamos, também, que se a frequéncia de os-
cilagao dos campos estiver sintonizada com a de ciclotron
da particula, podemos disparar um feixe de Aatomos
ionizados na regidao de consideragdo e manter no con-
finamento o isétopo da ressondncia, enquanto que os
outros sdo ejetados. Essa andlise pode ser feita de forma
mais imediata no sistema girante, a partir de simulacoes
com a solugao particular. Portanto, o campo magnético
utilizado, tem aplicagGes na separacdo isotépica (isso foi
realizado em [25]).
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