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A abordagem do problema da queda livre no espago-tempo de Schwarzschild por meio de diagramas espago-
tempo permite uma compreensdo mais satisfatéria do comportamento das func¢des do tempo coordenado e do
tempo préprio de um corpo massivo em queda, enfatizando o valor diddtico destas ferramentas em ilustrar
graficamente linhas de mundo e relagoes entre eventos, bem como a interpretagdo das singularidades na métrica
de Schwarzschild. Nesse trabalho apresentam-se os resultados da investigacdo do problema e suas representagoes
em diagramas de Kruskal, assim como dois estudos de caso acerca das percepcoes de observadores em queda
livre, ora partindo do mesmo raio coordenado em tempos coordenados distintos e ora saindo de raios coordenados
diferentes no mesmo tempo coordenado. Ao longo do movimento, os observadores trocam sinais eletromagnéticos
entre si, sendo o recebimento destes a base das percepc¢des de cada um. Estes aspectos sdo discutidos com o auxilio
de diagramas, e deixam evidente que em ambos os casos as conclusdes de cada observador, baseadas unicamente
nas percepgoes dos sinais recebidos, é divergente. Por outro lado, a andlise em termos dos eventos e intervalo
invariante permite evidenciar sem ambiguidade quem de fato chega primeiro ao horizonte do buraco negro.
Palavras-chave: Queda livre, buraco negro, métrica de Schwarzschild, diagrama de Kruskal, Kruskal-Szekeres.

The analysis of the free-fall problem in Schwarzschild spacetime via spacetime diagrams offers a rigorous
framework for understanding the behavior of coordinate and proper time functions associated with massive bodies
undergoing radial free fall. This methodological approach underscores the pedagogical and analytical utility of such
diagrams in representing worldlines, delineating causal relationships between events, and interpreting the nature
of the Schwarzschild singularities. This study presents a detailed investigation of the free-fall scenario employing
Kruskal-Szekeres diagrams, along with two case studies focusing on the relativistic perceptions of observers in
free fall—either departing from the same radial coordinate at different coordinate times, or from distinct radial
coordinates at a common coordinate time. During their trajectories, the observers exchange electromagnetic
signals, and the reception of these signals forms the basis of their respective observational frameworks. The
analysis reveals that, in both scenarios, the inferences drawn by each observer, relying solely on received signals,
are mutually inconsistent. However, an interpretation based on invariant spacetime intervals and event-based
analysis allows for an unambiguous determination of which observer crosses the event horizon first. The results
highlight the significance of diagrammatic tools in elucidating key relativistic phenomena and in clarifying common
misconceptions related to black hole physics.

Keywords: Free fall, black hole, Schwarzschild metric, Kruskal diagram, Kruskal-Szekeres.

The problem of radial free fall into a Schwarzschild black hole and its representation in Kruskal diagrams

1. Introducgao

O problema da gravidade, mais especificamente da queda
livre dos corpos, é um dos mais marcantes da histéria da
Fisica, remontando até mesmo & antiguidade e nomes
como Aristételes e Platdo. Seus pensamentos foram
bastante influentes na Europa ocidental até a idade
moderna, e parcialmente moldaram as concep¢des sobre
espaco, tempo e movimento em iniciativas cientificas
para compreender estes conceitos e fenébmenos. Embora
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seja bastante dificil descrever com precisdo o desenvol-
vimento historico de tais concepgoes, é lugar comum
mencionar personagens associados a chamada revolugao
cientifica e seus papéis na compreensao mais abrangente
sobre a interagdo gravitacional, como Galileu e Newton.
A popularidade da falsa narrativa da “maca de Newton”
é um reflexo desse processo [1].

A teoria gravitacional newtoniana se baseia na hi-
potese de que corpos pontuais massivos atraem-se com
uma forga diretamente proporcional ao produto de suas
massas (gravitacionais) e inversamente proporcional ao
quadrado da distdncia entre eles. A partir dessa for-
mulagao, foi possivel entender a gravidade, em especial
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a queda dos objetos, ndo apenas como uma interacao
entre corpos, mas como um fendmeno essencialmente
conectado aos conceitos de espago e tempo. De fato,
as nogoes de “espaco absoluto” e “tempo absoluto” sao
centrais ao fundamentar asserc¢oes envolvendo “tempo de
queda” e “altura de queda” dentro da fisica newtoniana.
Para Newton, nao hé ambiguidade sobre “qual tempo”
ou de “qual altura” um determinado corpo cai [2].

Com o advento das teorias relativisticas no inicio do
século XX ha uma nova compreensao sobre gravidade,
espaco e tempo. Recuperando a expressao newtoniana
para forca gravitacional no limite assintético, as cha-
madas equacbes de campo de Einstein mostram que
a relacdo entre gravidade, tempo e espago é agora
dindmica e mais complexa. A interacdo gravitacional é
entendida nido mais exatamente como uma forga entre
corpos, mas sim como a interacao destes com o espago-
tempo. Para Einstein, ndo ha mais lugar para nogoes
absolutas de tempo e espago (no sentido newtoniano),
e assergoes sobre “tempo de queda” também nao tém
mais um carater absoluto, e dependem diretamente do
sistema de coordenadas utilizado [3].

Uma maneira de verificar esse carater ndo absoluto do
tempo de queda de um corpo é por meio de situagoes
ou exemplos envolvendo quedas livres em diregdo a
buracos negros [4]. Sendo objetos extremamente densos
que distorcem intensamente o espago-tempo, buracos
negros sao assim chamados pois no interior de seus
horizontes de eventos a velocidade de escape é superior
a velocidade da luz, tornando impossivel até mesmo que
ela “escape” dele. Essas e outras caracteristicas levam
ao extremo as consequéncias sobre a questao do tempo
de queda de um corpo ao buraco negro. Para alguns
sistemas de coordenadas esse tempo de queda pode
assumir valores finitos, enquanto para outros ele pode ser
infinito. Essas diferencas s@o apenas mais um exemplo
de como as teorias relativisticas demandam o abandono
da ideia de tempo absoluto e universal.

Nesse trabalho se abordard o problema da queda
livre dos corpos a buracos negros, empregando-se o
modelo mais simples destes, o chamado “buraco negro
de Schwarzschild”. No espago-tempo de Schwarzschild
considera-se uma singularidade de densidade infinita
na origem do sistema de coordenadas, sem carga ou
rotacdo intrinseca. O problema da queda livre, nesse
caso, pode ser entendido como o exercicio de, em um
sistema de coordenadas adotado e com as condigoes
iniciais de interesse, determinar a expressiao para o raio
coordenado, r, em funcao do tempo “coordenado”, t.
Contudo, a solugdo analitica resulta em uma relacio
implicita, assim o problema a ser resolvido se torna
encontrar as expressoes do tempo coordenado em funcéo
do raio coordenadﬂ t(r), e do tempo préprio em

1 Neste trabalho, a mencdo a tempo ou raio coordenados estaré
sempre se referindo ao “tempo coordenado de Schwarzschild”
e “raio coordenado de Schwarzschild”, respectivamente, salvo
afirmacdo contréaria no préprio texto.
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fungdo do raio coordenado 7(r), de um corpo teste
massivo E| em queda livre a partir de uma posigao inicial
(esta sendo finita ou ndo). Com essas fungdes mais as
condicoes iniciais consideradas, pode-se obter o “tempo
coordenado de queda livre” e o “tempo proprio de queda
livre” associados a duragdo da queda do corpo até a
singularidade fisica presente em r = 0.

Ainda que o “tempo préprio de queda livre” seja
invariante sob transformacgoes generalizadas de coorde-
nadas, diferentes observadores que eventualmente usem
sistemas de coordenadas distintos chegarao a conclusoes
divergentes acerca da durac¢do de queda livre radial de
um corpo massivo. Esta é uma caracteristica marcante,
dado que no contexto da gravitagdo newtoniana o
“tempo de queda livre de um objeto” é um invariante
sob transformacdes de Galileu [5], isto é, diferentes
observadores concordarao entre si sobre ele.

A expressdo para t(r) pode ter caracteristicas particu-
lares dependendo do sistema de coordenadas utilizado,
e, eventualmente, a tarefa de compreender seu compor-
tamento ao longo da trajetoria de queda pode tornar-se
nao trivial. Nesse sentido, representacoes graficas através
de diagramas de espago-tempo sdo ferramentas particu-
larmente tteis na compreensao fisica dos fendmenos ou
casos estudados.

Os diagramas de espago-tempo foram desenvolvidos
com o propésito de representar, de forma grafica e
geométrica, as relagbes entre eventos e as linhas de
mundo no contexto de um espago-tempo descrito por
um sistema de coordenadas. H&4 pouco mais de um
século, Hermann Minkowski (1864-1909) [6], na confe-
réncia em que discutiu suas consideracoes de “tendéncia
radical” sobre o espaco-tempo, apresentou exemplos do
que se conhece hoje como diagramas de Minkowski.
Tais diagramas estao bastante presentes em livros-texto,
manuais e em produgdes cientificas na area. Referéncias
classicas em manuais de Relatividade Geral exploram
as potencialidades dos diagramas de espago-tempo e
incentivam seu uso para uma melhor compreensao da
teoria [5, [7HI].

A proposta central deste trabalho é apresentar aquilo
que é conhecido na literatura como diagrama de Krus-
kal e discutir as suas potencialidades no problema da
queda livre radial no espago-tempo de Schwarzschild.
De inicio sera discutida a solucdo analitica do problema
de queda livre radial de um corpo teste massivo no
espago-tempo de Schwarzschild (com as coordenadas de
Schwarzschild), isto é, a determinagao das fungoes t(r) e
7(r) referentes ao corpo em queda. Em seguida, expoe-
se como o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres
e sua representacdo em um diagrama de espago-tempo
favorecem a interpretacao fisica da queda livre radial
rumo ao buraco negro de Schwarzschild pela auséncia

2 Considera-se aqui que o corpo teste em queda tem uma massa
suficientemente pequena para se poder desprezar a perturbacio
gravitacional que este possa causar ao espago-tempo e ao buraco
negro.
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de singularidades de coordenadas. Por fim, apresenta-
se dois estudos de caso com observadores em queda
livre radial e que podem trocar sinais eletromagnéticos,
em diferentes condigbes iniciais de t e r (mas sempre
com mesmo 6 e ¢), e entdo discute-se as medidas e
perspectivas de um com relagdo ao outro com o auxilio
dos diagramas de Kruskal. Pretende-se mostrar neste
trabalho que tais diagramas podem ser extremamente
uteis a compreensao fisica do problema em questao,
propiciando uma interpretacdo grafica relativamente
intuitiva e tornando menos dificil a compreensdao do
formalismo envolvido. De forma mais geral, defende-se
que o ensino de Relatividade Geral no nivel superior
pode ser beneficiado por mais estratégias envolvendo a
associagdo do formalismo com representacoes graficas
e diagramas, dado que abordagens pautadas somente
(ou quase exclusivamente) no formalismo matemdtico
podem ser incompletas e rapidamente desencorajar os
estudantes [10].

2. Coordenadas de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild, apresentada em 1916 por
Karl Schwarzschild (1873-1916), representa um marco
historico fundamental da Relatividade Geral, sendo a
primeira solucao exata apresentada para as equagdes de
campo de Einstein, no caso, uma solucdo estatica no
tempo e esfericamente simétrica no espaco. Ela descreve
o campo gravitacional externo a um corpo massivo sem
rotacdo e com carga elétrica nula, como uma estrela
(em primeira aproximagao, dado que estrelas realistas
possuem rotacao e devido a isso nao sdo plenamente
esféricas), ou o chamado buraco negro de Schwarzschild.

As coordenadas de Schwarzschild sao, portanto, natu-
ralmente interessantes a descricdo de um espago-tempo
esfericamente simétrico e estatico, além de permitirem a
discussao de alguns sistemas rotativos com boa aproxi-
magao. Elas permitem a obtencao de estimativas teéri-
cas bastante proximas das medidas experimentais para
diversos problemas associados ao movimento planetério
do Sistema Solar, como é o caso, por exemplo, da
precessao secular do periélio de Mercurio [5]. Posteri-
ormente, sua contribui¢do inspirou a busca por outras
solucoes das equacbdes de campo, como a métrica de
Reissner-Nordstréom para corpos com carga elétrica e
sem rotagao, a métrica de Kerr para corpos rotativos e
a métrica de Kerr-Newman para corpos rotativos com
carga elétrica [7]. Em 2016 celebrou-se o centendrio
da publicagdo da solugdo de Schwarzschild [I1I], em
reconhecimento a importancia de sua contribuicao, que
permanece relevante até hoje como uma ferramenta
essencial para a compreensao da gravitagdo e um ponto
de partida para investigacdes mais profundas sobre a
natureza do espago-tempo.

No chamado sistema de coordenadas de Schwarzs-
child, (2% 2% 2%,23) = (ct,r,0,¢), a métrica de

2

Schwarzschild, adotando a assinatura (—,+,4+,+), é
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dada por:
—(1-) 0 0 0
-1
0 1— L= 0 0
9o = 0 ( or) 2 o |0
0 0 0 72sen?d

com 75 = 2MG/c? o raio de Schwarzschild (ou raio do
horizonte de eventos), M a massa do buraco negro, G a
constante gravitacional newtoniana e ¢ a velocidade da
luz no vacuo.

Usando a métrica na definicdo de elemento de
linha [7]:

ds? = gop dz® dz? (2)

obtem-se o elemento de linha no espago-tempo de
Schwarzschild:

s dr?
ds® = — (1 - ) c2dt? + 1= d — 4+ 202, (3)
r .

em que dQ? = df? + sin®0 dp? P

E possivel identificar na expressao a presenga de
duas singularidades: uma localizada em r = r; e a outra
em r = 0. A primeira delas trata-se de uma singularidade
nao-fisica, ou singularidade de coordenadas, uma vez
que impoe uma dificuldade de ordem matematica na
solugao do tempo coordenado para a queda livre, com-
prometendo sua interpretagao fisica. Ja a segunda delas
é uma singularidade fisica, portanto inevitavel enquanto
caracteristica da solugdo.

A singularidade de coordenadas é, como o nome
sugere, particular do sistema de coordenadas adotado.
Isso significa que pode-se eviti-la por meio de uma
escolha diferente de sistema de coordenadas. O principio
da covaridancia geral, um dos alicerces da Relatividade
Geral, garante a liberdade de escolha de sistemas de
coordenadas a formulagdo e descricao de leis fisicas,
ainda que o compromisso com um sistema escolhido
possa estar condicionado a sua utilidade e/ou capacidade
de facilitar interpretacoes fisicas sobre uma determinada
situagao ou problema. Em outras palavras, é natural se
reconhecer que hé sistemas de coordenadas preferiveis
frente a outros em razao de caracteristicas especificas do
espago-tempo que devem ser interpretadas.

3. Constantes de Movimento e Condicao
Inicial na Queda Livre Radial de Um
Corpo Teste

A identificagdo de simetrias ou constantes de movimento
em problemas de fisica tendem a reduzir a complexidade
destes, bem como a quantidade de célculos envolvidos
para se alcancar determinadas solugbes. Isto nao é

3 Optou-se nesse trabalho em néo se utilizar as unidades naturais
(isto é, o sistema de Planck, comc=1e G =1).
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diferente com a Relatividade Geral, e o formalismo la-
grangiano ¢ particularmente 1til por relacionar simetrias
com leis de conservagao. Nesta secao serd apresentada a
relagdo de energia total para uma particula no espago-
tempo de Schwarzschild, fundamental na determinacao
das fungoes t(r) e 7(r).

Considera-se um corpo teste massivo em um espaco-
tempo de Schwarzschild, a principio localizado no ponto
de coordenada r = Ry, que iniciard um movimento de
queda livre em diregdo a singularidade (r = 0) partindo
do repouso. Sera discutido neste trabalho apenas quedas
livres radiais, o que implica, portanto, em 0 e ¢ fixos, e,
consequentemente, d€2 = 0. Sendo assim, adotando como
parametro afim o tempo préprio 7, a lagrangiana para o
corpo em queda radial nas coordenadas Schwarzschild,
(ct,r,0, ) terd a forma [5]:

1
L= {— (1—E)c2i2+(1—ri) 17%2}2, (4)
r r
com f = dt/dr e # = dr/dr.
Escrevendo a equagao de Euler-Lagrange para a coor-
denada temporal ¢, chega-se na constante do movimento
k, fundamental ao problema da queda livre radial:

- (1 - ’L) 2=k (5)

r
A constante k é identificada como &, a energia total por
unidade de massa do corpo [7}, [12], conforme brevemente

justificado no apéndice A. Assim, fica-se com:
- (1 - i) =€, (6)

r

A expressao acima permite obter uma relacdo para
t em funcdo da energia total por unidade de massa do

corpo:
. & e\ 1
i==a(-7) g
Por outro lado, sabe-se que a velocidade prépria
é o vetor tangente a linha de mundo de um objeto,
portanto definida no plano tangente & variedade em um
determinado ponto considerado desta, cuja normalizacao
para a assinatura empregada é dada por [§]:

Nuutu” = —c2, (8)

sendo 7 a métrica de Minkowski. Cabe lembrar que a
relagdo acima é geral, dado que mesmo em um espago-
tempo curvo, pode-se, pelo principio da equivaléncia,
considerar localmente o espaco-tempo nas vizinhangas
de um ponto como plano (o que justifica o uso da
métrica de Minkowski na equacao ) Ademais, do
célculo tensorial tem-se que a norma de um quadrivetor
é invariante sob transformagoes gerais de coordenadas,
o que evidencia o carater geral da expressao .

Da relacdo entre as equagoes e (8), encontra-
se a expressao classica que envolve tempo préprio e o
elemento de linha ds:

ds? = —c?dr? (9)
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Aplicando a métrica na quadrivelocidade prépria pa-
rametrizada por 7, e usando as relagoes e @D, chega-
se no resultado:

,(1,7;5)_1572+<17%)_17*2:702, (10)

r

(11)

é:é(i—&). (12)

A expressao resulta diretamente das simetrias do
espago-tempo — no caso, o espago-tempo de Schwarzs-
child — e dos principios da Relatividade Geral, em
particular da conservagao de energia associada a simetria
temporal da métrica. Como a métrica de Schwarzschild é
estatica (isto é, ndo depende explicitamente do tempo),
existe um vetor de Killing temporal, o que implica
a existéncia de uma quantidade conservada ao longo
da trajetéria geodésica de um corpo massivo. Trata-
se, portanto, de definicdo de uma grandeza fisica real e
mensuravel, que corresponde a energia total da particula
(incluindo energia cinética, potencial gravitacional e de
repouso), normalizada pela sua massa.

Cabe chamar atencao para o fato de que a relagao
é bastante semelhante a expressdao de energia total
para uma particula na gravitagao newtonianaﬂ Com ela
é possivel estabelecer diferentes condigoes iniciais, em
particular, para queda livre radial de um corpo partindo
da posigao inicial » = Ry com velocidade inicial nula:

com

Ts C2

£ —
2Ry’

(13)

A relagao acima sera util a obtencdo das expressoes
das funcoes t(r) e 7(r).

3.1. Tempo coordenado de Schwarzschild

O tempo coordenado (de Schwarzschild) é usualmente
associado as medidas de tempo feitas por observadores
externos ao horizonte de eventos utilizando os “relégios
de Schwarzschild”, sendo estes dispostos em todos os
pontos do espago-tempo para r > r,. Diferentemente
dos “relégios de Minkowski” no espago-tempo plano,
eles estao constantemente dessincronizados em razao da

4 De fato, tomando rs = 2MG/c? e tornando explicita a massa
da particula na relagio £ = E/m (com E sendo a energia total da
particula) tem-se:
mi2  GMm

2 T
A relagdo s6 nao é idéntica aquela da gravitacdo newtoniana em
razdo da presencga da derivada de r no tempo préprio (ainda que,
no contexto da mecanica newtoniana, ndo exista distin¢do entre
tempo préprio e coordenado).

FE =
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dilatacao gravitacional do tempo. Isto é, seja para um
observador a uma distancia fixa do horizonte de eventos
ou para um observador distante do buraco negro, se no-
tara que relégios mais préximos do horizonte “marcham”
mais lentamente do que aqueles mais afastados, impos-
silitando qualquer manutengao de sincronicidade entre
eles. Por essa razao, é usual se propor a associagdo
das coordenadas de Schwarzschild somente as medidas
feitas por observadores distantes do buraco negro, pois
nesse caso o espago-tempo de Schwarzschild se torna
assintoticamente plano e os relégios de Schwarzschild
marcham como relégios de Minkowski [I3]. Entretanto,
a associagdo das coordenadas de Schwarzschild com
as medidas feitas por um observador distante é mais
oportuna do que natural, e ndo evita as consequéncias
da singularidade de coordenadas em r = rg; sobre o
comportamento de ¢(r) em regides préximas ao horizonte
de eventos.

Busca-se nessa se¢do determinar a expressao do
tempo coordenado em fungdo do raio coordenado, ¢(r).
Para isso, serd aplicado na equacgao @ a igualdade
t = (dt/dr)?, junto com a definicio apresentada na
equagao e a condigdo inicial da expressao , 0
que leva a seguinte relagdo entre o tempo coordenado e
raio coordenado [I4]:

Ts

1—- ==

1 Ry
dr -ty [l
T r Ry

Separando as varidveis e integrando ¢’ de tg a t, e 7’
de Ry a r, obtém-se:

¢ 1 r 1
[ a
to cV rg Ro (1 T @_1

B F) r/
(14)

A resolucdo das integrais da equagdo acima leva ao
resultado abaixo (conforme detalhado no apéndice B):

1 /Ry
t = — 7_1
R, R,
x |(Rp + 2r) arctan \/07_1 +r 0 _4
r r

T | VTBo 1) £ Vs (Bo — 1)
c \/T(Rofrs)—\/rs(Ro—r)

+ to

(15)

A expressao carrega a singularidade de coordena-
das em r = rg, 0 que introduz obstaculos na resolucao
da equacao , e também dificulta a interpretagao do
comportamento fisico do tempo coordenado em deter-
minadas situacées. Para r = rg, por exemplo, nota-se
que o tempo coordenado tende a infinito. A interpre-
tagdo usual é a de que para um observador externo
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ao horizonte de eventos, utilizando as coordenadas de
Schwarzschild, um corpo em queda livre leva um tempo
coordenado infinito caindo sobre o horizonte de eventos.
Quaisquer sinais eletromagnéticos emitidos pelo corpo
nessa situacdo no sentido oposto ao horizonte sofreriam
um redshift infinito. O redshift gravitacional é uma
previsao fundamental da Relatividade Geral, o que da
sustentacdo a esta interpretacdo na forma como posta
acima [I3]. Porém, permanecendo-se nas coordenadas
de Schwarzschild, a ideia de “travessia” do horizonte de
eventos nio é bem definida (ver apéndice B), tampouco
o movimento de um corpo além deste.

Na regiao r < 74 a derivada da expressao em fun-
¢ao do raio coordenado é positiva. Isso implica que com
o decréscimo da coordenada radial além do horizonte de
eventos (isto é, com o corpo caindo inexoravelmente &
singularidade fisica em r = 0) o tempo coordenado tem
um comportamento retrégrado. As coordenadas r e t de
Schwarzschild acabam por “trocar” suas caracteristicas:
t se torna uma coordenada tipo espaco, enquanto r se
torna uma coordenada tipo tempo. Uma interpretagdo
literal desta vez precisaria conter elementos indesejados
para uma descricdo fisica mais satisfatéria, como a
ideia da particula “voltar no tempo” do infinito para
entdo alcancar a singularidade em um tempo coordenado
finito.

Ainda que eventos na regiao r < rs sejam inacessiveis
a observadores externos, é razoavel se procurar algum
sistema de coordenadas que forneca ao menos uma
menor dificuldade de interpretacao fisica das solugoes
do problema de queda livre radial em qualquer regido.
De fato, existem sistemas de coordenadas que cumprem
este objetivo, como o de Kruskal-Szekeres.

3.2. Tempo proéprio

O tempo proprio de queda livre refere-se ao intervalo
de tempo necessario para um corpo cair desde a posi¢ao
inicial » = Ry até a singularidade fisica medido pelo
observador em queda utilizando o seu proéprio relo-
gio. Medidas feitas por observadores em seus sistemas
de referéncia inerciais locais (conceito esse sustentado
pelo principio da equivaléncia) tém um carédter distinto
daquelas associadas a raios e tempos coordenados de
diferentes sistemas de coordenadas, principalmente no
que se refere & medida do tempo proprio, pois se trata
de um invariante. Naturalmente, isto nao significa que
os referenciais inerciais locais sao sistemas de referéncia
privilegiados.

Para encontrar a expressdo do tempo proprio em
funcao do raio coordenado, 7(r), parte-se das mesmas
condicbes utilizadas na subsecdo anterior. Com
em pode-se obter a relacao entre raio coordenado e
tempo préprio:

(16)
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Integrando separadamente em r’ de Ry a r, e em 7’ de
To a 7p, chega-se em:

T 1 /R " 1
/ dT/Z—*q/fO/ —dr’ (17)
To ¢ s JRy Ry
ol

A solucao para a integral em r’ acima é apresentada
no apéndice C, e resulta em:

T(T):EH& Ry arctan \/&—1
cV rs r

R
+r 7071 + 70 (18)

Pode-se assumir que o observador prestes a entrar
em movimento ajusta seu relégio para zero no mesmo
instante em que inicia seu movimento, neste caso 79 = 0.

O resultado da expressdao leva diretamente a um
intervalo de tempo préprio finito para a queda livre
radial partindo do repouso desde a posi¢ao r = Ry, no
instante de tempo 7 = 0, até a singularidade fisica em

r=0:
. 7TRO RO
7(0) =l 7(r) = 574/ (19)

que é, curiosamente, idéntica a previsao do tempo de
queda livre na gravitagdo newtoniana para uma posicao
Ry qualquer.

O comportamento do tempo préprio em fungdo do raio
coordenado é claramente mais facil de interpretar do que
aquele do tempo coordenado. Nao ha pontos singulares
antes de » = 0, tampouco comportamento retrégrado de
7(r) em qualquer regido. Para um observador qualquer
em queda livre radial de uma posicao r = Ry em direcdo
a singularidade fisica utilizando seu reldgio proprio, os
tempos necessarios tanto para atravessar o horizonte de
eventos como para atingir a singularidade em r = 0 serdo
finitos.

Importante salientar que a relacgao nao deve ser
tomada como um tempo definitivo de queda livre radial
a partir de uma posicio Ry, ou como uma medida
mais objetiva que aquelas de outros observadores com
outros sistemas de coordenadas. Diferentes observadores
obterdo medidas distintas sobre o tempo necessario
para a queda, em fungdo de quais sistemas de coorde-
nadas considerarem, e essas medidas serdo legitimas.
Por outro lado, assim como se argumentou no caso
do tempo coordenado, associar diretamente as medi-
das do relogio préprio de um determinado observador
a este préprio observador é uma consideragdo antes
mais oportuna do que natural. O observador em queda
livre poderia, a principio, utilizar as coordenadas de
Schwarzschild para realizar suas medidas sobre eventos,
ainda que notasse as discrepancias com os valores dos
relogios de Schwarzschild em seu relégio préprio. Este é
um ponto crucial na compreensdao e também no ensino
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de relatividade a nivel superior, dado que a tendéncia
de misturar tais conceitos (sistemas de coordenadas e
sistemas de referéncia) por vezes nao é incomum e pode
levar a confusbes conceituais [I5].

3.3. Diagramas de espago-tempo de
Schwarzschild

Um diagrama de Schwarzschild é representado grafi-
camente por eixos ortogonais ¢t e 7 (tempo e raio
coordenados de Schwarzschild, respectivamente). Ape-
sar de seu valor didatico em representar graficamente
conceitos como eventos e linhas de mundo, o diagrama
de Schwarzschild acaba por carregar consigo o compor-
tamento singular em r = rg, e isso é evidente em suas
ilustragoes. A Figura [I] traz as diferentes solugoes para
o tempo de queda livre radial: do tempo coordenado e
do tempo proprio, aqui apresentadas de forma analitica
nas segoes e @ respectivamente. Na figura mostra-
se a geodésica de um corpo teste massivo em queda
livre radial partindo do repouso de uma posicdo finita
Ry = 1.5r,. A linha continua foi calculada utili-
zando o tempo coordenado como pardmetro, conforme
a equagao , enquanto que a linha tracejada foi
determinada usando o tempo préprio como parametro,
conforme a equagdo . O comportamento da linha
de mundo tendo como parametro o tempo coordenado
apresenta as caracteristicas ja descritas na interpretacao
da equagao : o tempo coordenado tende a infinito em
r = rg, “decresce” na regido r < rg, e em r = ( assume

10 .

cr(r)
ct(r)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

rirs

Figura 1: Geodésicas de um corpo massivo, partindo do repouso
na posicdo Ry = 1.575, em queda livre radial, d2 = 0, em
direcdo ao centro de um buraco negro, representadas em um
diagrama de Schwarzschild para as regies interna e externa.
A linha continua (em azul) traz a curva do tempo coordenado
em func3o do raio coordenado, equacdo , e a linha tracejada
(em vermelho) traz a mesma curva, mas para o tempo préprio
em func3o do raio coordenado, equacao .
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um valor finito. Por outro lado, o comportamento da
linha de mundo referente ao tempo préprio como para-
metro apresenta caracteristicas mais simples de serem
interpretadas: na perspectiva do observador em queda
livre, ele simplesmente atravessa o horizonte de eventos
e cai em diregdo a singularidade. Nota-se claramente
aqui que essas caracteristicas acerca do tempo de queda
de um corpo em queda livre sdo mais claras de serem
apresentadas por meio de diagramas como o da Figural[l]

do que por meio apenas das expressoes e .
4. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Um tépico amplamente discutido em manuais de Re-
latividade Geral refere-se justamente a comparagdo do
sistema de coordenadas de Schwarzschild com outros tais
como de Eddington-Finkelstein, de Gullstrand Painlevé,
de Novikov e Kruskal-Szekeres, particularmente no que
se refere as singularidades de coordenadas [7HO, [12].
Pelo principio da covaridncia, nenhum destes sistemas
de coordenadas é mais significativo que o outro, por
outro lado, ndo se pode ignorar o fato de alguns deles
oferecem vantagens interpretativas em contextos didati-
cos ou computacionais, mesmo quando envolvem maior
complexidade formal.

O sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres,
apresentado independentemente por ambos em 1960
[16, [I7], é neste sentido particularmente interessante.
Com as coordenadas de Kruskal-Szekeres é possivel
estender a solugdo de Schwarzschild para além do
horizonte de eventos, eliminando a singularidade de
coordenadas presente nas coordenadas de Schwarzschild.
Essa caracteristica crucial das coordenadas de Kruskal-
Szekeres deixa evidente que o ponto r = rg nao
representa uma singularidade fisica real, permitindo que
se descreva tanto a regido fora quanto a regiao dentro do
buraco negro em uma tnica estrutura. E nesse sentido
que essas coordenadas sdo a maxima extensao analitica
do espago-tempo de Schwarzschild [5]. Isto é, de maneira
mais livre, as coordenadas de Kruskal-Szekeres mapeiam
de forma mais ampla o espago-tempo em questao quando
comparadas com as préprias coordenadas de Schwarzs-
child, e proporcionam uma descri¢cao continua e global do
espaco-tempo de Schwarzschild, inclusive para a regido
r < rs. Por outro lado, tal extensao expoe estruturas
tedricas nao imediatamente sugeridas anteriormente,
como a singularidade do passado (ou buraco branco), o
horizonte do passado e a ponte de Einstein-Rosen. [§]

As coordenadas de Kruskal-Szekeres (2, 2%, 22, 23) =
(v,u,0, ) sdo definidas em termos do tempo e raio
coordenados de Schwarzschild (ct,r). Para a regido
exterior ao horizonte de eventos (r > ry), tem-se [§]:

T 1/2 ct
— -1 "/2s cosh 20
(7“5 ) e cos <27“s) (20)
1/2
(T - 1) e"/?ssenh ( ct > , (21)
T 2rg
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enquanto que para a regido interior, (r < rg):

r 1/2 r/2r ct
u(t,r) = (11— — e"/“"ssenh 5 (22)

Ts
1/2
r o ct
v(t,r) = (1 - ) 67/2“‘cosh( ) , (23)
Ts 2r
sendo que em r = 7, ocorre |u| = |v|, conforme serd
discutido na secao [5}

A métrica da equagédo pode ser escrita nas co-

ordenadas de Kruskal-Szekeres usando a relagdo de
transformacao [9]:

dx* 0P
ks = Jop —— —, 24
75 g ﬁ ay—y ay(s ( )
o que leva ao resultado:
_Ars g/ 0 0 0
4r? —r/rs
kab = 0 e 0 0 25
‘ 0 0 20 25
0 0 0 r2sen?d

Com a métrica da expressdo aplicada na defini-
¢do da equagéo (mais exatamente, reescrevendo a
equagao com (y°,y% 9%, 9%) = (v,u,0,6) tal que
ds® = gop dz®daP = kg, dy® dy®), obtém-se o elemento
de linha nas coordenadas de Kruskal-Szekeres:

d52—4—r§

e~/ (—=dv® + du?) + r2dQ?, (26)
,

em que r é agora uma func¢do implicita de v e u.

No elemento de linha da expressao pode-se notar
a auséncia da singularidade de coordenadas em r = r,
explicita no segundo termo da expressao . Por outro
lado, é facil identificar a persisténcia da singularidade
fisica em r = 0.

Ainda que sejam menos intuitivas e mais complexas
do que as coordenadas de Schwarzschild, as coordenadas
de Kruskal-Szekeres tém um importante valor formal,
descritivo e também didatico, particularmente com sua
representacdo em diagramas. Do ponto de vista fisico,
conforme serd discutido adiante, linhas de mundo de-
senhadas por meio dessas coordenadas s@o suaves no
horizonte de eventos r = r,, deixando evitente que
ele é apenas uma fronteira causal, e ndo uma “parede
infinita”, como pode ser erroneamente inferido a partir
de uma andlise superficial de representacoes como a da
Figura[] Isto é, essas coordenadas permitem representar
trajetorias de particulas atravessando o horizonte regu-
larmente.

Por fim, cabe mencionar que as coordenadas de Krus-
kal-Szekeres sdo um passo intermedidrio crucial no ca-
minho para construir o diagrama de Carter-Penrose (ou
diagrama conforme), que é uma representacao compacta
e global do espago-tempo de Schwarzschild.
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5. Diagramas de Espaco-Tempo de
Kruskal

Uma vez que as coordenadas de Kruskal-Szekeres nao
contém singularidades de coordenadas, é esperado que
seu uso para descricdo de eventos e linhas de mundo em
diagramas espagco-tempo sejam de mais facil compreen-
sdo do que aquelas do diagrama de Schwarzschild. De
fato, as transformagdes , , e permitem
identificar algumas relagdes tuteis a compreensdo da
estrutura daquilo que é conhecido na literatura como
diagrama de Kruskal.

Para a regido externa ao horizonte de eventos, apli-
cando as defini¢oes e na identidade trigonomé-
trica hiperbdlica fundamental, obtém-se a expressao:

u? — v = <T — 1) e/ (27)
Ts

A equagdo acima tem uma consequéncia direta na
interpretagdo das linhas de mundo no diagrama de
Kruskal. Ela mostra que para corpos em posicoes fixas
em relagdo a singularidade fisica do buraco negro de
Schwarzschild, suas linhas de mundo no diagrama de
Kruskal sdo hipérboles entre o quarto e primeiro qua-
drantes. No entanto, pela natureza quadratica da relacao
acima, temos que hipérboles entre o segundo e terceiro
quadrantes também s@o solugbes, como mostrado a
Figura 2] Essa representacio ¢ diferente do que se
tinha no diagrama espago-tempo nas coordenadas de
Schwarzschild, no qual as linhas de mundo de corpos
em posicoes fixas em relagdo a singularidade fisica eram
representadas por linhas verticais, Figura

De forma anéloga, para a regido interna, tem-se:

v —u? = (1 - T) er/ms (28)
Ts

u

Figura 2: Linha de mundo no diagrama de Kruskal para um
corpo fixo na posicdo r = 1.197s.
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u

Figura 3: Representacdo do horizonte de eventos no diagrama
de Kruskal.

que é, na verdade, a mesma expressao para r > rg,
e, cuja solucdo também sao hipérboles. Porém, nova-
mente pela natureza quadratica, tem-se na verdade um
conjunto de duas solugdes, uma para o futuro, entre o
primeiro e segundo quadrantes, e outra para o passado,
entre o terceiro e quarto quadrantes.

Uma outra consequéncia direta das relagoes e
é que para r = rg, tem-se:

|uf = ],

0 que mostra que o horizonte de eventos é representado
no diagrama de Kruskal por meio de retas que passam
pelo origem e com inclinagoes de 45° e 135° em relagao
ao eixo horizontal, como ilustrado na Figura [3] J& a
Figura [I] mostra que esse horizonte é definido por uma
linha vertical no diagrama de Schwarzschild.

Ainda, considerando separadamente os pares de trans-
formagoes para as regioes interna e externa, usando
novamente a identidade trigonométrica hiperbdlica fun-
damental, e por fim tomando r = 0, encontra-se:

1)2—112:17

Essa expressao leva a uma hipérbole entre o primeiro e
segundo quadrantes, e outra entre o terceiro e o quarto,
que representam as singularidades fisicas, Figura [4]
Aqui, no entanto, temos duas singularidades fisicas, a
primeira delas corresponde ao buraco negro, ja apre-
sentado no contexto das coordenadas de Schwarzschild,
e que no diagrama de Schwarzschild estd representado
como uma linha vertical que passa pela origem r = 0.
Ja a segunda é o que ficou conhecido na literatura como
buraco branco [§].
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-2 -1 0 1 2

u

Figura 4: Representacdo do buraco negro (primeiro e segundo
quadrantes) e do buraco branco (terceiro e quatro quadrante)
no diagrama de Kruskal.

Para a regiao externa ao horizonte de eventos, r > ry,
a divisdo da equacao (20)) pela equagao (21]) leva direta-
mente a:

v = tanh (;t> u, (29)

enquanto que para a regiao interna ao horizonte de
eventos, 7 < rg, a razdo entre as equagoes (22) e (23
leva a:

v
tanh (£2)

As duas relagoes acima evidenciam que em um ins-
tante de tempo t fixo, v e u seguem uma relacdo
linear. Assim, em um diagrama de Kruskal, eventos que
acontecem em um mesmo instante de tempo coordenado
devem estar sobre a mesma reta, que de acordo com as
equagoes e , deve passar pela origem do sistema,
Figura [}l J4 no diagrama de Schwarzschild eventos que
acontecem em um mesmo instante de tempo estao todos
localizados em uma mesma reta horizontal, Figura

Com as consideragoes acima pode-se entdao construir
o diagrama de Kruskal e visualizar diretamente algumas
de suas caracterfsticas. A Figura [f] ¢ cldssica nos livros
textos e traz cada uma das estruturas aqui discutidas de
forma separada.

Ao invés de quadrantes, também é util se referir as
regides A, B, C' e D do diagrama, conforme ilustrado na
figura. A regido A compreende o exterior do buraco ne-
gro, e ja é bem descrita pelas coordenadas de Schwarzs-
child. J& as regides B, C e D sao resultados da maxima
extensdo analitica com as coordenadas de Kruskal-
Szekeres. No segundo e terceiro quadrantes se representa

u. (30)

v =
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-2 -1 0 1 2
u
Figura 5: Linha representando a posicao no diagrama e Kruskal

de todos os eventos que acontecem no instante de tempo
t=0.657r5/c.

2 LI LU B B B B B i '/' T
\ \ //,/
A - _—
l L L =
B y
C A
N 0 :
/ D )
P . N\
_2 1 1

-2 -1 0 1 2

u

Figura 6: Diagrama de Kruskal para o buraco negro de
Schwarzschild. As linhas pretas espessas com inclinacées de
45° e 135° com relacdo a horizontal representam o horizonte
de eventos do buraco negro e do buraco branco. As hipérboles
sombreadas que limitam a parte superior e inferior do diagrama
sdo as singularidades fisicas. As hipérboles em linhas finas
representam posicdes fixas, enquanto que a linha inclinada fina
representa um instante de tempo fixo.

0 que seria um universo “espelho” ou “paralelo” aquele
descrito no primeiro e quarto quadrantes, e seu contetido
fisico em manuais é por vezes questionado ou apenas
ignorado [8].

E de interesse da discussdo da secdo seguinte iden-
tificar ainda mais duas estruturas em um diagrama de
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Kruskal: a linha de mundo de um f6ton e a linha de
mundo de um corpo teste massivo em queda livre, ambos
em movimento radial em direcdo a singularidade fisica.

Para tratar da linha de mundo do féton em movi-
mento radial no diagrama de Kruskal, considera-se na
equagao ds =0, e dQ2 = 0, j& que o movimento em
estudo é radial. Esses dois pontos levam diretamente a:

dv = +dv (31)

A relagdo acima deixa claro que, no diagrama de
Kruskal, a linha de mundo de um raio de luz em
movimento radial “para fora” da singularidade fisica é
representado pela reta v = u, enquanto que a linha de
mundo de um fé6ton em movimento radial “para dentro”
da singularidade fisica é representado pela reta v = —u.
A Figura [7] ilustra essa situacdo para um raio de luz
emitido no instante de tempo t = 0.657,/c da posi¢ao
r = 1.197, em movimento radial, tanto “para fora” da
singularidade fisica quanto “para dentro”.

Para construir a linha de mundo de um corpo em
queda livre radial em direcdo & singularidade fisica,
parte-se da mesma equagao usada para representar essa
linha de mundo no diagrama de Schwarzschild, Figural[T]
a saber, equagao . A partir da equagao é possivel
obter um conjunto de valores de tempo coordenado t em
funcdo do raio coordenado r. Esses valores sdo, entao,
aplicados nas expressées que defininem v e u nas regioes
interna, equacoes ( ), e externa ao horizonte de
eventos, equagoes ‘, uma vez que v = v(t,r)
eu=u(tr) Com isso é possivel se obter os valores de
v em funcdo de u para um corpo em queda. A Figura
traz a linha de mundo construida dessa maneira para
um corpo partindo do repouso da posicao r = 1.19r, no

-2 -1 0 1 2

u
Figura 7: Linha de mundo de um féton em movimento radial
emitido no instante de tempo ¢t = 0.65r,/c da posicdo r =

1.19 7, se deslocando “para dentro” da singularidade fisica (linha
tracejada) e “para fora” da singularidade (linha pontilhada).
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Figura 8: Linha de mundo de um corpo massivo em movimento
radial partindo do repouso no instante de tempo t = 0.65r5/c
da posicdo r = 1.19 7, se deslocando em direc3o a singularidade
fisica.

instante de tempo ¢t = 0.657s/c em movimento radial
em direcdo a r = 0.

Os diagramas das Figuras [7] e [§] ilustram ainda uma
vantagem adicional acerca da interpretacao fisica dos
fenémenos quando eles sdo representados em um dia-
grama de Kruskal: esses diagramas mostram de forma
simples e mais clara, quando comparados com o dia-
grama de Schwarzschild, as geodésicas da luz e a estru-
tura causal do espago-tempo. Todo corpo que cruzar o
horizonte de eventos acabara alcancando a singularidade
fisica em um intervalo que ser4 finito quando se considera
o tempo proprio, sendo que nesse cruzamento a linha de
mundo do corpo em queda livre radial, que mostrava um
comportamento singular na regido r = rg no diagrama
de Schwarzschild é agora completamente regular e
continua no diagrama de Kruskal.

6. Estudo de Caso

Para explorar as potencialidades ilustrativas e também
didaticas do diagrama de Kruskal, serdo apresentados
dois estudos de caso envolvendo situagoes de queda livre
radial em um buraco negro de Schwarzschild. Uma vez
que se trata de uma queda livre radial, para todas as
situacoes tratadas considera-se que os corpos partem
sempre da mesma posi¢ao 0 e ¢, sendo alterado apenas
as coordenadas r e t em cada um dos casos. Em
cada situagdo serd mostrado um diagrama de Kruskal e
outro de Schwarzschild, para fins de anélise e discussao.
As situacoes consideram dois observadores, que podem
trocar sinais eletromagnéticos entre si, e que estarao em
queda livre a partir do repouso e de posi¢des iniciais
definidas.
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O recebimento dos sinais de um pelo outro fun-
damenta o que se tomarad aqui como “percepcao” de
um determinado observador sobre o outro, o que nao
pode ser confundido com medicoes realizadas por esses
observadores sobre os eventos em discussdo. No caso
de sinais de radiacdo visivel, percep¢ao aqui seria tao
somente a “impressao visual” dos observadores, isto €,
o0 que eles veem. As medidas sobre um evento, por
outro lado, estao relacionadas com processos nos quais
os observadores fazem comparacdo com algum padréo
(seja de tempo ou de posigdo, neste caso) e que resultam
na obtencao de valores, em particular, das coordenadas
deste evento, para um determinado sistema de coorde-
nadas considerado. Um exemplo simples dessa distingao
pode ser feito com o conhecido caso da supernova 1987A:
ao passo que ela foi vista pela primeira vez em 24 de
fevereiro de 1987, por meio de processos usuais mediu-
se onde e quando o evento em si ocorreu (cerca de 170
mil anos atras, na Grande Nuvem de Magalhaes). Ainda
que se limitar as percepgdes possa gerar consideragdes
objetivamente frageis, isto acaba por fornecer certo tipo
de imersdo aos casos a serem apresentados, tal como
ocorre em exemplos de divulgagdo cientifica e obras
audiovisuais com essa temética [I§].

Como se notard, as consideragdes dos observadores
com base unicamente em suas percepc¢oes dos sinais
recebidos geram “ambiguidades” sobre a questao da
ordem dos acontecimentos. No entanto, é importante
enfatizar desde ja que se tratam de falsas ambigui-
dades, justamente por estarem baseadas unicamente
em percepgoes e nao afirmacdes fundamentadas nas
medidas de eventos. A andlise do diagrama de Kruskal
junto com a investigacdo do intervalo invariante entre
os eventos (referentes & passagem sobre o horizonte
de eventos & colisdo com a singularidade fisica) serdo
centrais as conclusoes acerca da ordem cronolégica dos
acontecimentos.

Em suma, para cada caso a seguir se elabora o que
seria o entendimento de um observador acerca do estado
do outro com base nos sinais trocados, e o que cada
um concluiria (com base unicamente em suas percepgoes
e medigoes) acerca de questdes como quem atravessou
primeiro o horizonte de eventos e quem alcancou pri-
meiro a singularidade fisica. Os estudos de caso vao
envolver, inclusive, ponderagoes sobre percepcoes dos
observadores mesmo para a regiao r < rg, isto é, além
do horizonte de eventos. Ainda que quaisquer eventos
ou sinais emitidos 14 sejam completamente inacessiveis
ao exterior, a Relatividade Geral enquanto teoria deter-
ministica pode fornecer descri¢oes fisicas também para
esta regido. Assim, seria um desperdicio ndo considera-
los para uma melhor compreensdo dos casos [19].

Como se pretende mostrar, os diagramas de Kruskal
oferecem uma representagao particularmente 1til para os
sinais eletromagnéticos também para esta regiao interna
ao horizonte de eventos. As suas representagoes favore-
cem interpretacdes mais diretas dos processos de trocas
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de sinais, levando a exercicios e discussoes semelhantes
aos diagramas de Minkowski na Relatividade Especial.

6.1. Caso 1: dois observadores em queda livre
desde posig¢oes radiais iniciais diferentes mas
de eventos Schwarzschild simultaneos

Neste primeiro caso considera-se dois observadores, cha-
mados aqui de A e B, em queda livre radial desde
posicoes r diferentes, mas de posigoes 0 e ¢ iguais e fixas,
e de eventos Schwarzschild simultdneos (isto é, eventos
com mesmo tempo coordenado de Schwarzschild). Para
fins de ilustragao, considera-se como posicoes iniciais dos
observadores, em termos do raio de Schwarzschild 7,
como Rgyg = 1.197, e Ryp = 1.36r,. Com a mesma
justificativa, considera-se que os observadores iniciam
a queda livre no instante de tempo coordenado tps =
tOB = —1.37"5/0.

Os valores concretos de Roa ¢ Rgp dependem dire-
tamente da massa do buraco negro considerado. Apenas
como exemplo, considera-se o buraco negro supermassivo
MS8T7* no centro da galaxia Virgo A, com massa de
bilhdes de vezes a massa solar e raio de Schwarzschild
mais do que cem vezes a distdncia Terra-Sol. Nesta
situagao os valores de Rys e Rop seriam da ordem de
bilhoes de quilémetros, e o tempo de queda medido
no relégio proprio destes observadores, com base na
equagcao , seria da ordem de horas. Porém, dado
que M87* nao é um buraco negro de Schwarzschild,
esses valores devem ser tomados apenas a titulo de
exemplificacdo.

Na Figura [0 nota-se que antes do instante t, =
—1.375/c os observadores estavam em uma posicao fixa
em relacdo ao horizonte de eventos. Isso implica na
representacao da linha de mundo dos observadores A e B
como hipérboles (linhas continuas cinzas). Do ponto de
vista dindmico, a manuten¢ao de uma posicgao fixa exige
uma aceleragdo prépria desses observadores no sentido
de compensar a atragao gravitacional do buraco negro.
No instante to = —1.3r4/c os observadores iniciam seus
movimentos de queda livre radial, o que é representado
pelos eventos A; e Bi, sendo suas linhas de mundo
em seguida representadas pelas curvas pontilhada (ver-
melha) e de ponto-tracejada (azul), respectivamente.
Importa salientar que a simultaneidade desses eventos
A1 e By é referente as coordenadas de Schwarzschild.
Para um observador distante, o relégio de Schwarzschild
na posicdo do evento A; estd sempre atrasado com
relagdo aquele na posicao do By, em razao da dilatacao
gravitacional do tempo.

Os eventos Ay e By sdo referentes as entradas dos
observadores A e B, respectivamente, no horizonte de
eventos. Por razao de conveniéncia, representa-se como
B* o evento em que o observador B envia um sinal para
A, tal que o recebimento deste sinal por A coincide
justamente com o evento As. Ainda que para um
observador externo e distante do buraco negro este sinal
leve um tempo (coordenado) infinito para alcangar o
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Figura 9: Linhas de mundo para dois corpos massivos que
caem em direcdo a singularidade fisica em r = 0 partindo de
r distintos, mas mesmo 6 e ¢, no mesmo instante de tempo.
A curva tracejada (vermelha) corresponde a linha de mundo
do corpo A que parte de Ry = 1.197; no instante de tempo
to = —1.37s/c, enquanto que a curva ponto-tracejada (azul)
mostra a linha de mundo do corpo B que parte de Ry = 1.36 75
no mesmo instante de tempo. Notar que no diagrama de
Schwarzchild n3o é possivel representar de forma distinguivel
os eventos Az e Ba. a) Representacdo do caso 1 no diagrama
de Kruskal. b) Representacdo do caso 1 no diagrama de
Schwarzschild.

observador A, este o recebe em um tempo (préprio)
finito. Em termos de percepc¢ao, o observador A notaré
que, ao passo que ele percebe que esta atravessando
o horizonte de eventos, o sinal recebido do observador
B lhe sugere que este ainda estd distante do raio de
Schwarzschild, julgando assim ter alcancado primeiro o
horizonte do buraco negro.
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A perspectiva do observador B, em termos dos sinais
recebidos de A, é diferente. Para ele, os sinais emitidos
por A sofrem gradativamente mais redshift (também
notaria o periodo deles cada vez maior, caso fossem
sinais periédicos), e A parece “congelar” aos poucos
sobre a superficie do horizonte de eventos. E| Similar ao
que ocorre para com o observador A, o observador B
nota que leva um tempo (préprio) finito, medido em
seu relégio, para que alcance o horizonte de eventos,
representado pelo evento Bs. Ate 14, B tem a percepgao
(em razdo dos sinais que recebe de A) que estd quase o
alcangando, mesmo A tendo iniciado a queda livre em
um raio coordenado menor.

Pelo diagrama de Kruskal da Figura [0} nota-se que
o observador B pode receber um sinal emitido por A
em A, A* exatamente sobre o horizonte de eventos.
Recebendo esse sinal em Bs, o observador B teria
a impressdo de atravessar junto a A o horizonte de
eventos. Em termos das coordenadas de Schwarzschild,
os eventos As e By ocorrem na mesma posicao radial e
em tempos coordenados singulares (tendendo a infinito),
Figura @(b), de tal forma que para um observador
externo e distante, lhe parece de fato que ambos che-
gam assintoticamente juntos ao horizonte de eventos.
J& no diagrama de Kruskal, os eventos A; e By sdo
representados de forma distinta, possuindo coordenadas
v e u também distintas. E, mais do que uma vantagem
de representacdo grafica, isto indica uma consideracdo
relevante sobre a ordem cronoldgica dos eventos.

Pode-se notar pelo diagrama que os valores das coor-
denadas u4, e v4, sdo menores do que as coordenadas
up, € vp,. Ademais, o intervalo entre os eventos é do
tipo luz, dado que ambos estao sobre o horizonte de
eventos. Eventos distintos com intervalo tipo luz, assim
como os de tipo tempo, podem conter uma relagao causal
entre si, o que implica necessariamente na prioridade (em
termos cronoldgicos) de um sobre o outro. Logo, nesse
caso é possivel afirmar que é o observador A que alcanga
primeiro o horizonte de eventos, apesar das impressoes
de cada um em termos dos sinais recebidos.

Ultrapassado o horizonte de eventos, os observadores
externos perdem qualquer contato com os observadores
A e B. Porém, como sugerido pelo diagrama de Kruskal,
A e B ainda conseguem trocar alguns sinais eletromag-
néticos antes do encontro com a singularidade fisica, e
novamente pode-se resumir os conjuntos de impressoes
sobre o movimento de queda livre de um sobre o
outro. Assim como na parte anterior, alguns eventos
de interesse estao destacados no diagrama da Figura [0
A3 e Bs, por exemplo, representam, respectivamente,
os eventos em que os observadores A e B encontram a
singularidade fisica em r = 0, e encerram seu movimento

5 A metéfora do “congelamento” de uma particula em queda
livre sobre o horizonte de eventos para um observador distante,
referente ao comportamento singular do tempo coordenado em 75,
foi popularizada por Nokinov e Zeldovich [13] ainda em meados do
século passado. Naturalmente, esse termo deve ser tomado apenas
no sentido figurativo.
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de queda. Por conveniéncia, considera-se como B** o
evento em que B envia um sinal para A de tal forma
que o sinal chega a ele quando alcanca a singularidade
em Az. Também, considera-se o evento A** aquele em
que A transmite um sinal para B, sendo que o alcanca
somente quando B atinge o centro do buraco negro, Bs.

E possivel notar pelo diagrama da Figura [9| que o
observador A, prestes a atingir a singularidade, recebe
o sinal de B emitido no evento B**, sendo que para ele
parece entao que B sequer cruzou o horizonte de eventos.
Antes do derradeiro fim de sua linha de mundo, A é
levado a concluir, com base em suas percep¢oes apenas,
que ele chegou primeiro ao centro do buraco negro. Por
outro lado, o observador B, que recebe o sinal de A
emitido no evento A** , tem a percepcao de que é ele que
chega primeiro & singularidade (enfatiza-se, com base em
suas percepgoes dos sinais recebidos).

Enquanto os eventos sobre o horizonte, As e By, com
intervalo do tipo luz, nao carregam ambiguidade acerca
de sua ordenacao, o mesmo nao pode ser afirmado sobre
Az e Bs. Dado que o tensor métrico sobre a singularidade
é divergente, a determinacao da natureza do intervalo
entre A3 e Bz neste caso é impossibilitada, assim como
é qualquer afirmagao sobre causalidade envolvendo tais
eventos sobre a singularidade fisica » = 0. Contudo, é
possivel explorar a relagdo entre dois eventos A% e Bj,
muito préximos de Az e Bs, respectivamente, mas fora
da singularidade, (r > 0). Para esta situac¢do o intervalo
entre A e B} é do tipo espago, e isto, por sua vez in-
troduziria uma ambiguidade acerca da questao de quem
alcancaria primeiro a singularidade. E importante salien-
tar, entretanto, que esta colocacao é bastante limitada,
por estar baseada em eventos “muito proximos” daqueles
sobre a singularidade, e ndo nos préprios eventos As e
Bj3. Ademais, conforme ja mencionado, do ponto de vista
empirico, eventos que ocorrem além do horizonte sdo
inacessiveis a observadores externos. Assim, quaisquer
consideragoes nesse sentido, neste trabalho, devem ser
compreendidas no contexto dos diagramas de Kruskal.

O sumaério das percepgoes é, entdo, o que se segue:
o observador A, que inicia a queda livre em uma
posigao radial (raio coordenado) menor, conclui que
chega primeiro tanto ao horizonte de eventos como na
singularidade; o observador B, que comeca seu movi-
mento de queda livre mais distante, tem a impressao
visual que salta em queda livre antes de A, chega
junto a esse sobre o horizonte de eventos, e alcanca
primeiro a singularidade. J& em termos de medidas
e coordenadas, ha dois casos de interesse especial: os
eventos A; e Bj, sendo Schwarzschild simultdneos, sdo
portanto do tipo espago, o que introduz ambiguidade
sobre a ordem cronoldgica dos eventos (cada observador,
com base o que vé, acredita que iniciou primeiro a queda
livre); os eventos sobre o horizonte, Ay e By, tém o
intervalo entre si do tipo luz, o que permite afirmar
que A atravessa o horizonte primeiro; ja para os eventos
préximos a chegada & singularidade fisica, A, e B}, o
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intervalo invariante é tipo espaco, o que impede qualquer
afirmacao categorica sobre ordem de eventos.

6.2. Caso 2: Dois observadores em queda livre
radial desde posicoes iguais mas em eventos
Schwarzschild nao-simultaneos

Neste segundo caso considera-se também dois observa-
dores, novamente chamados de A e B, em queda livre
radial, agora desde raios coordenados iguais, além de
mesmo 0 e ¢, mas de instantes de tempos coordena-
dos diferentes. As posigoes iniciais dos observadores,
em termos do raio de Schwarzschild rg, sdo Rga =
Rop = 1.197,. Os observadores iniciam a queda livre nos
tempos coordenados t4 = —0.57;/cetp = —1.3r4/c.

Assim como no caso anterior, elenca-se alguns eventos
de interesse ao estudo das percepecoes de cada observa-
dor: A, e Bo, referentes as entradas deles no horizonte de
eventos; Az e Bs, referentes as chegadas dos observadores
a singularidade fisica; A* e B*, referentes a eventos em
que cada um deles emite um sinal para outro de tal forma
que este o alcanga exatamente nos eventos de entrada no
horizonte de eventos (A4 e Bs), e; A** e B**| referentes a
eventos em que cada observador, ja dentro do horizonte
de eventos, emite um sinal para outro de tal forma que
este o alcanga exatamente nos eventos de colisdo com a
singularidade fisica (As e Bs), ver Figura

De inicio, a principal diferenca em relacdo ao caso
anterior reside no fato de, desta vez, ndo haver ambi-
guidade entre observadores sobre quem iniciou a queda
livre primeiro. Quaisquer dois eventos na hipérbole de
Ry =1.1975 terdo intervalo tipo tempo, ji que para
quaisquer par de eventos, o evento posterior sempre
estard dentro do cone de luz do anterior, logo, a ordem
dos eventos A; e By serd mantida em diferentes sistemas
de coordenadas. O desenvolvimento da situacdo, entre-
tanto, é bastante similar ao caso anterior. Com o recebi-
mento do sinal emitido por A no evento A*, o observador
B tem a percepcao de que cruza primeiro o horizonte de
eventos. Por outro lado, A tem a impressdo de cruzar
junto com B o horizonte de eventos, baseado no sinal
eletromagnético que ele recebe de B nesse momento.
Aqui, mais uma vez, a disposi¢ao dos eventos By e Ag
destacados no diagrama da Figura [L0(a) indica que néo
hé ambiguidade sobre quem chegou primeiro ao raio de
Schwarzschild.

Dentro do horizonte de eventos, pode-se notar pela
representacdo dos eventos A**, B**, A3 e B3 que a
resolucdo do caso anterior se repete: cada observador
julga por suas percepcdes na recepgao dos sinais que
chegard primeiro a singularidade fisica em r = 0.
A diferenca neste caso é que ambos terao a percepgao
visual de que o outro ja terd cruzado o horizonte de
eventos na ocasiao em questao.

Um tultimo estudo de interesse envolve a reconside-
racdo do caso 2 a situagdo em que os observadores
iniciam a queda livre em instantes de tempo coordenados
muito préximos, t4 &~ tg, mas com t4 > tp (isto é,
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Figura 10: Linhas de mundo para dois corpos massivos que caem
em direcdo a singularidade fisica partindo das mesmas posicdes
r,0 e ¢, mas em instantes de tempo coordenados distintos.
Ambos partem da posicio Ry = 1.197s. No diagrama de
Kruskal, a curva ponto-tracejada (laranja) corresponde a linha
de mundo do corpo A que parte no instante to = —1.37,/c,
enquanto que a curva tracejada (verde) mostra a linha de mundo
do corpo B que parte do instante to = —0.575/c. Embora
o diagrama de Schwarzschild represente de uma maneira mais
intuitiva a diferenca entre os instantes de tempo do inicio das
quedas dos observadores, novamente n3o se pode representar
de maneira razoavel nele os eventos A, e B;. a) Representacio
do caso 2 no diagrama de Kruskal. b) Representacdo do caso 2
no diagrama de Schwarzschild.

o observador A salta logo depois de B). Nessas condi-
¢oes, pode-se assumir que os observadores compartilham
aproximadamente um mesmo referencial inercial local,
pelo menos até a chegada ao horizonte de eventos [19].
Dessa forma, tanto o observador A quanto o observador
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B conseguem desta vez medir, com suas proprias réguas
e relégios, as coordenadas dos eventos As e Bs, e nao s6
depender de percep¢oes com base nos sinais trocados.

Considerando que o observador B envia um sinal
para A ao atravessar o horizonte de eventos, tem-se
entdo que este sinal alcanga o observador A em As.
Como ocorre no caso 2, com base na recepcdo desse
sinal o observador A tem a impressdo de ter cruzado
o horizonte de eventos junto de B. Mas, desta vez, ele
consegue medir as coordenadas de Bs, de tal forma que
ele nota em seu relégio préprio que decorreu um pequeno
intervalo de tempo desde o evento Bs até o sinal chegar
a ele (Asg). Isso levaria & conclusdo, a despeito de ter a
percepcao com base nos sinais trocados, de que foi B
quem atravessou primeiro o horizonte de eventos.

Importa salientar que nos dois casos anteriores os
observadores também poderiam medir as coordenadas
dos eventos A, e By, mas nao seria fisicamente ra-
zoavel o fazerem com suas préprias réguas e reldgios.
Diferentemente da Relatividade Especial, na qual um
observador pode “impor” seu tempo préprio para todo
0 espaco-tempo, em casos mais gerais da Relatividade
Geral as medidas de um observador com suas réguas
e relogios s6 tém validade local [20]. Utilizando as
réguas e reldgios de Schwarzschild para medir As e Bo,
os observadores teriam dificuldade em distinguir suas
coordenadas devido a singularidade de coordenadas em
r = rs. Porém, estando préximos entre si durante a
queda (isto ¢, estando em um mesmo referencial inercial
local), ambos podem considerar as coordenadas normais
de Riemann e utilizar suas réguas e relégios para efetuar
medidas sobre os eventos destacados.

7. Consideracoes Finais

Neste trabalho propos-se ilustrar algumas das poten-
cialidades didaticas do diagrama de Kruskal-Szekeres
aplicadas ao problema da queda livre radial de corpos
testes no espago-tempo de Schwarzschild. Primeiramente
foram deduzidas as solugbes para o tempo coordenado
e para o tempo proprio em func¢do do raio coordenado
para corpos em queda livre radial. A presenca da sin-
gularidade de coordenadas no raio de Schwarzschild foi
discutida, assim como sua manifestacdo em diagramas de
espago-tempo com coordenadas de Schwarzschild, mais
especificamente, no comportamento singular do tempo
coordenado em r = r,. Por ndo conterem a singu-
laridades de coordenadas, as coordenadas de Kruskal
forneceram uma descricao visual mais fluida ao problema
tratado por meio de seus diagramas espago-tempo.
Apresentaram-se dois casos de estudo envolvendo dois
observadores em queda livre radial rumo a um buraco
negro de Schwarzschild. Os observadores trocavam sinais
eletromagnéticos ao longo de suas trajetorias, de tal
forma que foi possivel elaborar o que seria o conjunto de
constatacoes de cada um deles com base exclusivamente
nas percepc¢oes dos sinais recebidos. Os casos foram

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2025-0090



Barros e Noronha

apresentados por meio de diagramas de Kruskal e de
Schwarzschild, nos quais foram ilustrados tanto as linhas
de mundo dos observadores como as dos sinais trocados.
Po6de-se notar as discrepancias entre as percepgoes de
cada um deles, em especial no que se refere a ordem
cronologica de quem chega primeiro ao horizonte de
eventos e a singularidade fisica. Longe de ser uma incon-
sisténcia da Relatividade Geral, tais discrepancias sao
apenas efeitos de perspectiva. A natureza do intervalo
invariante entre os eventos de entrada no horizonte de
eventos esclarece de forma objetiva sobre a ordem entre
eles, o que pdde ser compreendido com base nos proprios
diagramas apresentados.

As coordenadas de Kruskal-Szekeres nao séo as tnicas
a eliminar a singularidade de coordenadas em r = r;.
Outros sistemas de coordenadas podem naturalmente
ser aplicados ao problema da queda livre radial e
representados graficamente via diagramas de espago-
tempo. Um exemplo sdo as coordenadas de Gullstrand-
Painlevé, que tém como pardmetro afim o tempo préprio
de um observador em queda livre desde uma distancia
infinita [7]. Elas, assim como as de Kruskal-Szekeres, néo
carregam a singularidade de coordenadas, e fornecem
uma descricdo razoavel em termos de diagramas para
situacoes como as dos casos analisados. Porém, enquanto
nos diagramas de Kruskal as geodésicas de luz sao
representadas de formas mais simples, nos diagramas
de Gullstrand-Painlevé elas tém diferentes inclinagoes
em fungdo da posi¢do radial. Ainda assim, também com
estes ultimos é possivel explorar os eventos considerados
e as percepcoes dos observadores, incluindo na regiao
interior ao horizonte de eventos.

A discussao aqui conduzida deixa evidente que assim
como ocorre no ensino de Relatividade Especial, o uso
de diagramas no ensino de Relatividade Geral também
pode ter um potencial diddtico bastante relevante. E
certo que a compreensao dos fundamentos dos diagramas
de Kruskal exige certa dose de complexidade, ainda
mais considerando o papel central das coordenadas
de Kruskal-Szekeres a maxima extensdo analitica do
espago-tempo de Schwarzschild. Apesar disso, eles forne-
cem um poderoso instrumento de representagao grafica.
Assim como os diagramas de Feynman na teoria quantica
de campos, os diagramas de Kruskal podem auxiliar na
interpretacdo das solugdes de determinados problemas
da Relatividade Geral.

Apéndice A

A identificacdo de k como a energia total por unidade de
massa do corpo teste na relagdo pode ser justificada
pelo Teorema de Noether. Mesmo na mecénica nao
relativistica, simetrias em lagrangianas e hamiltonianas
estdo conectadas com leis de conservacao. No contexto
da Relatividade Geral, essas simetrias implicam em
quantidades conservadas “ao longo” de uma geodésica. O
que se segue nao tem a pretensdo de uma demonstragao
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rigorosa, mas tdo somente a de justificar a identificagao
mencionada.
Considera-se uma quantidade k dada por [12]:

—u-& =k, (32)

sendo u um vetor tangente a uma geodésica v e £ um
campo vetorial associado a uma determinada simetria
do espago-tempo em questdo, chamado campo vetorial
de Killing. Os vetores de Killing obedecem a seguinte
propriedade:

Vi +V,6, =0 (33)
A quantidade k é conservada ao longo de +y se:
uwVyk=0 ou uV,(u"¢)=0
Por outro lado, pode-se verificar que:
V() = (V)6 + (1,6,

Como u é um vetor tangente a -y, o primeiro termo
acima se cancela, pois u#*V,u” = 0. Com o segundo
termo, uma vez que os indices p e v estdo repetidos,
vale que:

u(u"V €)= u” (u'V,0E€,)
Porém, da relagao , tem-se:
u (u'V,E,) = —u” (u'V .6 = —ut (U V ,E)
O que se nota das duas equagoes acima é que:
UV u€y) = —u (WY ,u6) =0,

dado que a tnica quantidade que é igual ao seu negativo
é zero. Com isso, mostra-se finalmente que:

uV,(ué) = utV,k =0,

e, portanto, k é constante ao longo de 7.

Em seguida pode-se considerar, sem perda de ge-
neralidade, que u = p, sendo p o momento préprio
por unidade de massa (tomando o pardmetro afim
como o tempo préprio). No caso do espago-tempo de
Schwarzschild, a independéncia da métrica com relagao
a coordenada t implica na existéncia de um vetor de
Killing tipo-tempo que pode ser escrito como:

§=(1,0,0,0)

O produto na relacdo (32) é um invariante por
transformagcdes gerais de coordenadas. Nas coordenadas
normais de Riemann (isto é, o sistema de coordenadas
locais na vizinhanga de um ponto P da variedade, que
se traduz no uso do principio de equivaléncia para
um referencial inercial local, no qual o espago-tempo é
localmente plano), encontra-se que:

—p &= —Nup"€ = —noop°e® = p°

Mas p° = £/c, a energia total por unidade de massa
de uma particula sobre a geodésica 7. Assim, k = &,
conforme identificou-se em (7).
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Apéndice B

Na secao 3.1 chegou-se na equacéo:

t r /
/ dt’:—l,/@—lf dr (34)
to cV rs Ro (1 T /@71
,r;/

,r/

A integracdo do lado esquerdo da equacido é
trivial. A do lado direito, no entanto, envolve algumas
etapas, que serao detalhadas na sequéncia.

A fim de simplificar o trabalho, sera definido a integral
I, como sendo

I= / dr = (35)

-3/
r r

Fazendo-se a mudanca de variavel:

u=\/%— (36)

que leva diretamente a:

72,[LR0

dr = — 2~ —
r (M2+1)2

(37)

é possivel reescrever a integral I, equacao (35)), em
termos da nova varidvel de integragao u:

1:_230/
-

Ry

dp

(i) (4 g

Utilizando o método das fragdes parciais é possivel
escrever I como uma combinacdo de trés integrais
independentes:

I:—2R0/d7u2—2rs/d7u2
(14 p2) (14 p2)
3 27“?/ du (38)
Ro 1_71751 2
Ro( + 1?)

que serao identificadas aqui como:

I = 2R, / (d“ (39)

1+ p2)°
dp
L=2r [ —— 40
s [ s (40)
e
2
T R
Ro ) 1- = (1+4p2)

0

Com isso a integral I pode ser escrita como:

I= (L+L+1) (42)
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Comegando por [, fazendo-se a mudanga de variavel:
u=tand (43)

a integral I; pode ser escrita como:
L = 2R0/cos29 dé (44)
cuja solugao na variavel 6 sera
1
I = Ry 9+§(2sen0cos9) + B (45)

Por outro lado, uma consequéncia direta da mudanca de
varidvel da expressao (36 é que se pode escrever cosf e
sen f em funcdo da variavel pu:

(46)

cosf = e senf =

1 1%
/1 + ,LL2 /1 + /1/2
Usando as expressoes e na solugdo da integral
I, equagdo ([45)), obtém-se a solucdo de I em funcdo da
variavel p:

,u
L =R t —— | +B 47
1 0 [arc an p + 1_'_”2] + b (47)

E aplicando na solugao acima a relagao , chega-se
na solucao de I; em funcao da variavel r:

R R
L :Roarctan\/ro—1+r\/ro—1+Bl (48)

sendo B; a constante de integracdo referente & integral
indefinida I;.

A integral Is pode ser resolvida usando-se a mesma
mudanca de varidvel da expressao , o que leva a:

Iy = 2ry /d@ (49)
cuja solucdo na variavel 6 sera:
Ir =60+ By (50)
e na variavel p
I, = arctan p + Bo (51)

E, finalmente, substituindo na solugao a equa-
cdo (36), chega-se na solu¢io de I em fungdo da

variavel r:
IR
I, = 27 arctan =01+ B, (52)
r

com By a constante de integracdo referente a integral
indefinida I.
A integral I3 pode ser reescrita como:

1
—9p 32
la=27.p /(1—6u)(1+5u)

(53)
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com

1
B = T—l (54)

Ts

i X a vez,
A integral da expressdo (H3), por sua vez, pode ser
reproduzida em termos de uma soma de duas integrais:

wero [ [am] o

Para fins de organizacao, serd feito aqui:

B
faa = / (s (%)

_ p

de maneira que I3 pode ser escrita como:
I3 =1, (134 + I3B) (58)

Aqui vale a pena lembrar que p esté definido de acordo
com a equagao . Na situacao de queda livre radial
investigada, a variavel r varia de Ry até a singularidade
fisica em r = 0, 0 < r < Ry assim, a variavel p deve
variar de tal forma que 0 < p < co.

Sendo assim, a funcdo a ser integrada em I3p esta
definida em todo o intervalo em que p varia, e portanto,
tem-se diretamente que:

I3B:1n|1+ﬁ,u|+333 (59)

sendo Bsp a constante de integracao referente a Isp.

Para a integral I34, no entanto, a funcdo a ser
integrada ndo é definida em p = 1/, que pertence ao
intervalo de integracdo, ja que § > 0 (ver equagao )
Assim, a integracdo deve ser feita usando os limites nessa
regido onde a fungdo ndo estd definida:

1

E_E d/ 14 d/
L’ul—‘,—lim/ LM/ (60)
1= =0 J1,51—-08p

B

IgA = lim
e—0 Jo

come>0ed>0.
A integracdo acima leva diretamente a:

Isp = —In|1 — Bp| — lim(Injpe]) + lim (Injpd|) (61)
e—0 6—0
—In|l — Bpl+ 00— o0 (62)

O resultado da integral I3, portanto, incluindo o
ponto p = 1/ leva a uma indeterminagao, sendo, con-
sequentemente, uma integral divergente. No entanto, o
ponto u = 1/f corresponde exatamente a posigao r = 7,
ver equagoes e , que corresponde a singularidade
de coordenada nas coordenadas de Schwarzschild. Vé-se
portanto, que fazendo o calculo de I3 no plano real essa
singularidade fisica é carregada para a analise do tempo
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coordenado de queda livre radial do corpo massivo, de
modo que quando se aproxima desse ponto o tempo
coordenado tende a infinito.

Fazendo-se o estudo da queda livre radial fora dessa
singularidade de coordenada, ou seja, fora do horizonte
de eventos (rs < r < Ryp), ou dentro do horizonte de
eventos (0 < r < r4), ndo hé pontos de divergéncias do
ponto de vista matematico, e os cédlculos apresentados
acima levam diretamente a:

Para 0 < p < 1/ (regido externa ao horizonte de
eventos):

I3

—rsBIn(1 = Bu) + rsBIn(l + Bu) + By

1—Bu /
—r,[1n (1 —|—,8,u> + Bj (63)

Para pu > 1/ (regido interna ao horizonte de eventos):
Iy = +rsfIn(=(1 = Bu)) + rfIn(l + Bu) + By

1—Bu "
—rsBln (1 n 5#) + Bj (64)

As constantes de integragdo B} e BY ndo sdo neces-
sariamente as mesmas em razao da descontinuidade no
dominio das fungoes logaritmicas em p = 1/8, e sdo
uma combinacao das constantes de integragao referentes
as integrais Is4 e I3p.

Sem perda de generalidade, os resultados e

podem ser reescritos como:

1-Bpu
I3 = —r 831 +B
3 rﬁnl-f'ﬁ/i’ 3
1+ Bp
rs3 n‘l—ﬁu‘+ 3 (65)

com Bs uma combinacdo das constantes Bj e BY.
A integral I34 também pode ser avaliada no plano
complexo. Comecando por definir a fungdo f(z):

Bz

f(z) = 66
() =125 (66)
com z = a + ib sendo a e b dois niimeros reais, ou,
escrevendo na forma polar, z = re'® com r = |z| e

« um numero real que corresponde ao angulo que vetor
representado por z faz com o eixo real no sentido anti-
horario. A fun¢io f(z) possui um poélo sobre o eixo real
em p = 1/8. Assim, a integragdo serd realizada via
Teorema de Cauchy ao longo da curva da Figura

Se a curva fechada C ao longo da qual se faz a
integragdo complexa nao engloba nenhum dos pélos da
funcdo, entdo, pelo Teorema de Cauchy a integral da
funcao ao longo dessa curva serd nula:

7{ f(z)dz=0 (67)
C

Para a curva da Figura tem-se que C = ' U
Y1 U 72 U w, com w um semicirculo de raio € e I' um
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Im (2)

w
Y1 ~ Y2

/B

-
Ll

Re(z)

Figura 11: Curva C no plano completo ao longo da qual sera
realizada a integracdo da funcdo f(z). A curva I' tem raio p
enquanto que a curva w tem raio €.

semicirculo de raio p. A integral I3 é justamente aquela
sobre as curvas 1 e 2 no limite em que € tende a zero.

Para a integral ao longo da curva w, Figura sera,
adotada a parametrizacao:

1 . .
2(9)234-6619 logo dz =ice? (68)

Assim:

0 i ei9
/wf(z)d(z):/ﬂ M:m. (69)

Observe que esse resultado é obtido independentemente
de ser feito o limite de e tender a zero.

A integral ao longo da curva I' pode ser realizada por
meio da parametrizacao:

2(0) = p+pe'? logo dz = pie' (70)

[T Blipe'?)
/rf(z)d(z) B /0 1—B(p+ pet?) 7D

1 .
n|=— - e’
P

Assim,

(72)

0

e, consequentemente:

/f — 1 - 28| (73)

Devido ao argumento complexo dentro da funcéo
logaritmica, vale lembrar que:

In(z)

sendo m um numero inteiro que se refere a folha de
Riemann que serd adotada para solucdo do problema.
Com isso, chega-se em:

=In|z| + i(a + 2mmn), (74)

/f =1 -28p|+i(a+2mm) (75)
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Uma vez que o ponto z = 1 —2p0 situa-se sobre o eixo
real no plano complexo, tem-se o = 0, e assim:

/f =In|l —2pB| +2mmi (76)

O logaritmo complexo é uma funcao multivalorada,
isto é, assume diferentes valores para o mesmo z em
diferentes folhas de Riemann. Para o problema aqui
tratado a escolha de interesse é m = 0, referente ao valor
principal do logaritmo complexo [2I]. Assim, a solugdo
para a integral de f(z) ao longo da curva T serd:

/ F(2)d(z) = [1 - 28] (77)

Com os resultados das integrais ao longo das curvas
w e I' na expressdao do Teorema de Cauchy é
possivel determinar o da integracdo ao longo do eixo
real, Figura [I1] curvas 1 e 7o:

f/rf(z)dzf/wf(z)dz

= —In|l —2pp| —inm  (78)

fdz+ [ f(2)dz

71 2

Da parametrizacdo usada na integral ao longo da

curva I', equacio , tem-se que z(0) = 2 p, por outro
lado para 6 = 0 tem-se z = % — 1, e, portanto, p = u,

de modo que:

/F f(2)d(z) = —n|1 — B (79)

Tomando a parte real de junto com o Teorema de
Cauchy, equacao (@, chega-se na solucdo buscada para
I34

Isa = —In[1 - 2pp| (80)

Assim, a solucdo da integral I, equacdo (42)), em
fungdo da variavel p fica:

o
I=—-R t — 2rgarct
0 [arc an i + 1+H2] rsarctan p

1+ Bu
— rysf1n
g ’1—5u

com B uma combinagdo das constantes Bi, By e Bs.
Escrevendo a solugao da integral em funcdo da varia-
vel r, equagao , a expressao acima leva ao resultado
apresentado na equagao (|15))

’ +B (81)

R R
X ((R0+2rs)arctan <”7’0_1> +r 70—1

o | Yo =) V(R
VT(Ro —1s) — /rs(R

+ B

0 — ’I‘
(82)
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Destacando que as constantes de cada uma das
integrais I, I, e I3 nao tem significado fisico, elas
foram associadas a uma constante tnica, B, que esta
diretamente associada a condicao inicial adotata para o
problema. Adotando, por exemplo, t(Ry) = to, chega-se
em B =t.

Apéndice C

A integral a ser resolvida é a da expressao (L7):

WEE)

Aqui serd usada a mesma mudancga de varidvel empre-
gada no apéndice B, equagao (36), que leva a:

2R0\/RT/ (1 +1)2 (8

A solugdo da integral:

d
| w i @)

ja foi detalhada no apéndice B. Assim, chega-se no
resultado para I:

RoRo(u

J:
c 1+ p?

+ arctan u) +C

em que C corresponde a constante de integragao.
Retornando a varidvel r, obtem-se entdao o resultado

da expressao :

g= Lo [Bolr JRo g eany/ T2 1] 4
c rs | Ro r T
(86)

Disponibilidade de dados

Os dados que sustentam as conclusoes deste artigo
nao estao disponiveis publicamente no momento da
publicacdo, pois nao é tecnicamente vidvel. Os dados
estao disponiveis com os autores e poderdo ser enviados
mediante solicitagao.
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