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Estabeleceu-se, neste trabalho, uma equacdo barométrica para relacionar as grandezas fisicas da baixa
atmosfera terrestre: pressao, altitude e temperatura, com a razao entre a constante de Boltzmann e a massa média
das moléculas dos gases constituintes. Para uma altitude geopotencial nao superior a 33 km e considerando-se
a massa média da molécula 4,809 x 1072 kg, obteve-se um valor médio para a constante de Boltzmann de

1,373 x 1072 J/K.
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In this work, a barometric equation was established to relate the physical quantities of the low atmosphere:
pressure, altitude, and temperature with the ratio between the Boltzmann’s constant and the medium mass

of molecules of the constituent gases.

For geopotential altitude not superior to 33 km and assuming the

medium mass of the molecule 4,809 x 1072% kg, a medium value was obtained for Boltzmann’s constant of

1,373 x 1072 J/K.
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1. Introdugao

No inicio do século XX, a constante de Boltzmann
ainda nao tinha um valor bem definido, bastando-se
citar dois episédios significativos da histéria da fisica:
Max K.E. Plank, em 1901, publicou um trabalho so-
bre a radiacao do corpo negro usando, para essa cons-
tante, o valor k = 1,34 x 1072 J/K [1] e A. Eins-
tein, em 1905, equacionando o movimento browniano,
obteve para o niimero de Avogadro N = 2,1 x 10?3
mol~!, concluindo ser um valor aceitdvel em com-
paracao com outros valores obtidos por outros métodos
de pesquisa [2]. Admitindo-se o valor para a constante
dos gases R = 8,31 J/(K.mol), chega-se a conclusao
que Einstein estimava a constante de Boltzmann em
k=396 x 1072 J/K.

Na atualidade, a maioria dos trabalhos cientificos
grafa o nimero de Avogadro e a constante dos gases
(neste trabalho, com quatro algarismos significativos),
respectivamente, N = 6,022 x 1023 mol™! ¢ R = 8,314
J/(K.mol), resultando para a constante de Boltzmann
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k=R/N = 1,381 x 10723 J/K.

Pretende-se determinar, através de uma equacao
barométrica apropriada, a razao entre a constante de
Boltzmann e a massa molecular média das moléculas
que constituem a baixa atmosfera terrestre com valores
da pressao, altitude geopotencial e temperatura, tabela-
dos no livro de J.T. Houghton e, a partir dessa razao,
determinar o valor da constante de Boltzmann.

Na baixa atmosfera terrestre, a partir do nivel do
mar, é fato conhecido que, & medida que a altitude
geométrica® aumenta, a temperatura diminui a uma
taxa da ordem de 9T/0z =~ - 6,5 K/km: essa regiao
¢é chamada de troposfera. Continuando a aumentar a
altitude geométrica, atinge-se uma regiao em que as
variagoes da temperatura com a altitude sao muito pe-
quenas, no entorno de 9T /0z = 0: essa regido, consi-
derada o topo da troposfera e inicio da estratosfera, é
chamada de tropopausa. Alcancada a estratosfera, a
temperatura aumenta com a altitude, 9T/dz > 0 [3].
As grandezas fisicas, pressoes, altitudes geométricas e
temperaturas foram escolhidas entre estas trés regides

2A palavra ”altitude”serd grafada como ”altitude geométrica” para distingui-la de ”altitude geopotencial”.
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da baixa atmosfera terrestre e as altitudes geopotenci-
ais, consideradas neste trabalho, nao superam os 33 km
(conforme a Tabela 2).

Nessas trés regioes da atmosfera terrestre, pratica-
mente nao hé variagoes nas percentagens dos gases que
a compoem e, para uma atmosfera considerada seca,?
a massa molar média é, aproximadamente, M = 2,896
x 1072 kg/mol. Dividindo-se esse valor pelo nimero de
Avogadro, N = 6,022 x 10?3 mol~!, obtém-se a massa
molecular média das moléculas que constituem a baixa
atmosfera terrestre, a saber: m = M/N = 4,809 x
10726 kg [4].
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Figura 1 - As camadas atmosféricas de interesse, neste trabalho,
s80: a troposfera, a tropopausa e a estratosfera. Os pontos indi-
cados tém coordenadas termodinadmicas Pi(p1; Zgp1; T) e Pa(p2;
Zgp2; T), em que p1 e pp sdo pressoes, Zgp1 € Zgpa sao altitudes
geopotenciais e T é temperatura.

As posigoes dos pontos Pi(p1; Zgp1; T) e Pao(po;
Zgp2; T) (ver a Fig. 1), tabeladas no livro de
Houghton [5], estdo medidas em altitudes geopotenci-
ais. Houve, portanto, a necessidade de se estabelecer
uma equacao que convertesse essas altitudes em alti-
tudes geométricas.

2. Equacao de conversao entre altitude
geopotencial e altitude geométrica

O trabalho para elevar, em relagao ao nivel do mar e
na latitude de 45°, uma massa m até a altitude geopo-
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tencial Z,, é definido por: AT =m. go.Z4p. O mesmo
trabalho é realizado para elevar a mesma massa m até
a altitude geométrica z, com a aceleracao da gravidade
variando com a altitude geométrica e com a latitude:
AT = m sz:o gr-dz. Igualando-se esses trabalhos e
evidenciando-se a equagao resultante na altitude geopo-
tencial, obtém-se

1 z
Zgp = 7—/ Irz-dz (1)
go Jz=0

em que go = 9,800 m/s? é um valor usual da aceleragao
da gravidade nos livros didéticos de fisica, escolhido?
para que as altitudes geopotenciais fossem compativeis
com as altitudes geométricas [5].

Na Eq. (1), g. representa a aceleragao da gravi-

dade a latitude A e a altitude geométrica z, dada por

Ire ~ go(1+ 5.sen2)\)(1 —2z/Rr) (2)

em que go = 9,7803 m/s? representa a aceleracio da
gravidade no equador terrestre e no nivel do mar; § =
5,300 x 1073 é um fator numérico que leva em conta a
rotacgao terrestre, em torno de seu eixo e de seu achata-
mento polar; Ry = 6,371 x 10 m é o raio médio da
Terra e z a altitude geométrica [6].

Substituindo-se a Eq. (2) na Eq. (1) e integrando-

se, vem

7~ g0 (1+ﬂ.sen2)\)

p I 2R ()

em que Zg, representa a altitude geopotencial a latitude
A e a altitude geométrica z.
A partir da Eq. (3), obtém-se a seguinte equagao

do segundo grau

22— Rp.z+C.Z, ~0 4)

em que C' = go.R7/[go(1 + B.sen?))] se mantém cons-
tante a latitude A.

A raiz da equagao do segundo grau, de interesse no
problema, que fornece a altitude geométrica em funcao
da altitude geopotencial, é dada por

Ry —\/R2 — 407
~ T gp (5)

S 2

30 vapor d’dgua poderia alterar ligeiramente o percentual dos gases constituintes da baixa atmosfera. Contudo, em relagio as
altitudes geopotenciais consideradas, praticamente, o vapor d’agua estd ausente.
4 Houghton sugere o valor go= 9,807 m/s2. Mas, neste trabalho, com go = 9.800 m/s? obteve-se uma melhor precisio na conversio

de altitudes geopotenciais em altitudes geométricas
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Tabela 1 - Na parte superior, encontram-se as altitudes geopo-
tenciais, relacionadas com as altitudes geométricas e latitudes,
apresentadas por Houghton; na inferior, os valores das mesmas
grandezas fisicas calculados com a Eq. (5).

Alt. Geopotencial
gp (km)
0 10 20 30 40 a0
A
a 10036 20,104 30204 40336 50500
a0 10023 20077 30163 40282 450432
45 10009 20050 30123 40228 50465
B0 9995 20024 30083 40174 50297
50 9933 19997 30043 40120 50229
Alt. Geopotencial
Zgp (kem)
0 10 20 30 40 a0
A
a 10036 20104 30204 40336 50501
a0 10023 20077 30163 40282 450434
45 10009 20050 30123 40229 50366
B0 9995 20024 30083 40175 50299
a0 95533 19997 30043 40122 50233

3. Equacao barométrica relacionando
as grandezas fisicas da baixa atmos-
fera com a constante de Boltzmann

Considerando-se uma atmosfera em repouso ou
movimentando-se com velocidade vetorial constante,
relagdo a um sistema inercial, é valida a equacao de
Stevin

% = —p.grz (6)
em que p representa a massa especifica da atmosfera
terrestre a altitude geométrica z [4].

Na Eq. (6)), a massa especifica da atmosfera varia
com a pressao p e temperatura absoluta T' de acordo

com a equagao

mp
P=T (7)
em que m representa a massa média da molécula na
baixa atmosfera e k é a constante de Boltzmann [4].

Substituindo-se as Eqgs. (2) e (7) na Eq. (6)), obtém-
se a seguinte equacao diferencial

CLP ~ _ M-go

) T (14 B.sen)) (1 — 2z/Rr) (8)
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Integrando-se a Eq. (8), entre o par de pontos:
Pi(p1; 215 T) e Pa(pa; 2z2; T), com a condicao de ser
a temperatura T constante,” obtém-se

m.
n P2~ 190 (1+8.5en*N)[ (z2—25 /Ry)— (21— 22/ Ry))
D1 kT
(9)

Evidenciando-se, na Eq. (9), a razdo entre a cons-
tante de Boltzmann e a massa média das moléculas que

compoem a baixa atmosfera, vem

9o 21+ 22
k/ma~ ———— (29— 21) (1 - —==
/ T.In(p1/p2) (22 =21)( Rr

Conhecidas as pressoes p; e pa, respectivamente,
nas altitudes geométricas z; e 29 e a temperatura T' =
(Ty + T»)/2, com o auxilio da Eq. (10), foram obti-
dos os quinze valores da razao entre a constante de
Boltzmann e a massa molecular média das moléculas
constituintes da baixa atmosfera terrestre (ver a dltima
coluna da Tabela 2), de valor médio k/m = 285,5
J/(kg.K). Considerando-se a massa molecular média
das moléculas m = 4,809 x 10 ~25 kg, pdde-se estimar,
neste trabalho, o valor médio da constante de Boltz-
mann: k = 285,5.m = 285,5 . 4,809 x 10726 = 1,373 x
1072 J/K.

) (10)

4. Conclusao

As tabelas encontradas na literatura cientifica para os
pares de pontos, Pi(p1; Zgp1; T) e Pa(p2; Zgpo; T),
foram fornecidas em altitudes geopotenciais. Sendo as-
sim, houve a necessidade de transformé-las em altitudes
geométricas, Pi(p1; z1; T) e Pa(pe; 2z2; T), através da
Eq. (5). Pode-se ver, através da Tabela 1, que essa
equacao de conversao se revelou conveniente até a al-
titude geopotencial de 50 km. Assim, com seguranga,
a Eq. (9) foi usada nessa conversao (nas colunas 2 e
6, da Tabela 2, Zg,1 e Z,p2 sao as altitudes geopo-
tencias que foram transformadas, respectivamente, nas
altitudes geométricas z1 e z2).

A Eq. (10) relaciona a razao entre a constante de
Boltzmann e a massa média das moléculas que cons-
tituem a baixa atmosfera terrestre com as grandezas
fisicas: temperatura em kelvin (K), pressdo em milibar
(mb) e altitudes em quilémetros (km). Como essa equa-
cao exige que a temperatura seja constante, teve-se o
cuidado de se escolher pares de pontos, Pi(p1; z1; T) e
Py(pa; z2; T'), em que o médulo da variacdo de tempera-
tura nao superasse 1,0 K (ver as temperaturas T} e 1o,
respectivamente, nas colunas 1 e 5 da Tabela 2). A tem-
peratura escolhida “como constante”, para os célculos,
foi a média aritmética entre essas duas temperaturas.

5As temperaturas Ty e T, dos pontos escolhidos Py (p1; z1; T1) e Pa(p2; z2; T2), deveriam ser iguais a T por exigéncia da equagio
diferencial (8) que foi integrada obedecendo a essa condigdo. Nao havendo essa possibilidade , optou-se pela escolha de temperaturas
em que |To — T1| < 1,0 K. Com essa condigao, praticamente, T ~ (T1 + T2)/2.
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Tabela 2 - A tabela foi construida com os valores fornecidos por Houghton. Os valores da razdo k/m, entre a constante de Boltzmann
e a massa média das moléculas, foram calculados com a Eq. (10).

Ty (K) Zgllm) zy(km) py(mb)| Ty (K) Zgali) zp(hn) polmb) [

Jikn.

1] QUCEES)
2190 1242 1247 2000 | 188 2381 2405 30,00 223
20483 1500 1508 12985 | 2040 X000 2010 A5 E1 2841
2062 1500 15068 1304 | 2072 2000 2010 ABA5 285 8
218 1800 1607 MO05 [ 215 1800 1808 7910 2910
2059 1500 15068 1300 [ 2062 1900 1909 66,75 286 8
= 407
264 M70 NM72 2000 [ 61 2047 2053 50,00 287 3
263 1200 1202 1805 | 265 2100 207 4593 2877
2182 1300 1302 1752 | 2181 2100 2107 4934 204 2
2185 1100 Mp2 2338 | 2182 2500 2509 2436 2735
2146 1400 1403 1393 [ 145 2000 2006 A3 63 2883
A = 70"

2246 8923 8912 3000 | 2245 1611 1611 1000 | 2854
2145 1110 1109 2000 | 2150 3281 32B9 7000 | 2922
2185 1000 9988 Z3BY | 2185 1200 11599 1746 286 6
2235 1000 9989 2542 | 2237 1400 1389 1379 | 2860
2275 9000 B985 3021 | 2279 1400 13899 1426 | 2862

Com relacao as pressoes p; e ps, medidas em
milibares, ndo houve a necessidade de transformaé-las
para outro sistema de unidades, ji que, na Eq. (10)),
aparecem como o logaritmo de uma razao (ver as colu-
nas 4 e 8 da Tabela 2).

Finalmente com todas essas grandezas fisicas
definidas, obteve-se, através da Eq. (10), a razdo en-
tre a constante de Boltzmann e a massa média das
moléculas que compdem a baixa atmosfera terrestre,
resultando para a constante de Boltzmann o valor: k =
1,373 x 10723 J/K. O erro relativo, entre o valor calcu-
lado e o encontrado na literatura cientifica, k& = 1,381
x 10723 J/K, é menor que 0,60%.
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