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Sistemas Hamiltonianos quase integraveis sdo de grande interesse em diversos campos de pesquisa da fisica
e da matemadtica. Nesses sistemas, o espago de fase apresenta trajetérias regulares e cadticas. Essas trajetorias
dependem, em parte, da amplitude da perturbacdao que quebra a integrabilidade do sistema. O valor da per-
turbagao critica responsavel por esta transicdo é um elemento chave no controle do caos. No presente trabalho,
exploramos um procedimento para o controle do caos em sistema hamiltoniano quase integravel baseado na
alteracdo de um pardmetro (perturbagao). Inicialmente, apresentamos as ferramentas bdsicas para este estudo:
mapa hamiltoniano, lineariza¢do do mapa e critério de Chirikov. Posteriormente, investigamos o comportamento
de uma interagao do tipo onda-particula frente a perturbagdo. Por fim, confrontamos os resultados analiticos
com uma abordagem numérica (iteragdo do mapa), mostrando um bom acordo.
Palavras-chave: sistemas hamiltonianos, caos, controle do caos.

Nearly integrable Hamiltonian systems are of great interest in many research fields of physics and mathema-
tics. In these systems, the phase space has regular and chaotic trajectories. These trajectories depend in part on
the magnitude of the perturbation that breaks the integrability of the system. The value of the critical perturba-
tion responsible for this transition is a key element in the control of chaos. In this paper, we explore a procedure
for the control of chaos in nearly integrable Hamiltonian system based on a parameter change (perturbation).
Initially, we present the basic tools for this study: Hamiltonian map, linearization map and Chirikov criterion.
Subsequently, we investigated the behavior of a wave-particle interaction type front perturbation. Finally, we
confront the analytical approach with a numerical (iteration of the map) results, showing a good agreement.
Keywords: Hamiltonian systems, chaos, chaos control.

1. Introdugao

Topicos relacionados a sistemas Hamiltonianos quase
integraveis sao importantes em diversos campos de pes-
quisa, tais como: sistemas dindmicos [@], fisica es-
tatistica [B], fisica da matéria condensada [H], mecanica
quéantica semicldssica [[] e fisica de plasma [0, T9,E0].
Por exemplo, na mecénica cldssica, embora se possa
geralmente formular equagdes de movimento para um
sistema arbitrariamente complexo que descrevam com-
pletamente a sua dinamica, essas equacoes resultantes
nao sao, em geral, exatamente soliveis. Neste caso, a
técnica de perturbagao [B] é um recurso analitico rele-
vante.

Ao pertubar um sistema Hamiltoniano, verificamos
que uma perturbacao nao nula e pequena pode destruir
parcialmente os toros ressonantes, deste modo apenas
uma parte dos toros sobrevivem distorcidos. Neste
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caso, dizemos que o sistema é quase integravel, na me-
dida em que o espago de fase é ainda povoado por toros
sobre os quais temos trajetérias com as mesmas carac-
teristicas dos sistemas integraveis. E de interesse sa-
ber quais destes toros sao destruidos e quais sobrevi-
vem. De acordo com o teorema KAM [[3-], os toros
que sobrevivem sao aqueles que tém um quociente de
frequéncia suficientemente irracional.

Entretanto, gostarfamos de ter um critério preciso
para essa transicdo em funcao da perturbagdo. Um
critério 1til e intuitivo foi formulado por Chirikov [IH].
Na sua formulacao mais simples, o critério diz que
o caos global se inicia quando a intensidade da per-
turbacdo é suficientemente grande para que a diferenca
na acao de ressonancias vizinhas seja comparavel a lar-
gura na agao das ilhas de estabilidade. Nesta situagao,
a particula passa a “viajar” por todo o espago de fase
e Orbitas cadticas se formam. Em outra palavras, o
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critério de Chirikov fornece o critério para se estimar o
valor critico da amplitude da perturbagao para o caos
global.

Neste trabalho examinamos um procedimento para
investigar o caos em sistemas Hamiltonianos quase in-
tegraveis. Em particular, exploramos uma versao sim-
plificada para o modelo de uma particula relativistica
movendo-se sob a influéncia de um campo magnético
uniforme e onda estaciondria eletrostatica [, EM].

Este trabalho estd organizado como segue: Na
secao M revisamos alguns conceitos bédsicos na inves-
tigacao do caos em sistemas hamiltonianos. Primeiro,
indicamos como converter as equagoes de Hamilton a
um mapa e, posteriormente, como lineariza-lo. Na
sequéncia, apresentamos um método que estabelece um
parametro fisico para o inicio do movimento cadtico em
sistemas hamiltonianos deterministicos, critério de Chi-
rikov. Baseado no exemplo da interagao onda-particula,
secao B, indicamos como as ferramentas apresentadas
na secao anterior sao uteis no controle do caos. Para
tanto, determinamos expressoes analiticas para loca-
lizagao das ressonancias priméarias bem como para o
valor critico da perturbacdo. Adicionalmente, confir-
mamos estas solucoes pela implementacao numérica do
mapa. Por fim, na secdo EJ realizamos nossas consi-
deragoes finais.

2. Aspectos gerais

Caos aparece como consequéncia natural da nao in-
tegrabilidade das equagoes de Hamilton para sistemas
com mais de um grau de liberdade. Nesta secao apre-
sentaremos alguns conceitos preliminares para o estudo
do caos em sistemas hamiltonianos.

2.1. Mapa hamiltoniano

Mapas sao importantes ferramentas no estudo da
dinamica da evolugao temporal de sistemas dinamicos
por serem de facil implementagao computacional. Para
tanto, considere um Hamiltoniano H(q,p) em que ¢ e
p representam as coordenadas de posicao e momento
generalizados, respectivamente. Assim, H satisfaz as
equacoes de Hamilton

oOH

. _ oH 1
q o (1)

oOH
= . 2
p 94 (2)

Agora, escrevemos

. _ 4n+1 —dn

qn = Al , (3)
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em que ¢, = q(t) e gn+1 = q(t + At). Sendo assim, as
equagoes de movimento tornam-se

OH
dn+t1 = Qn + At <a> ) (4)
p (Q'n ;pn)

OH
Pnt1 = DPn— At (8) . (5)
q (qnpn)

As equagbes anteriores correspondem ao mapea-
mento que fornecem ¢ e p no instante n + 1, conhe-
cidos seus valores no instante n. Vale salientar que
dependendo da forma do Hamiltoniano, o sistema an-
terior ndo preserva a drea O(qn+1,Pnt+1)/0(Gn,pn) # 1
(determinante do jacobiano diferente da unidade). As-
sim, para preservar a area, por vezes, ¢ interesse reali-
zar (¢n,Pn) — (¢n+1,Pn) na segunda equacdo do mapa.
Para mais detalhes veja o trabalho de Lichtenberg [8].

2.2. Linearizacao do mapa

Por vezes € ttil linearizar um sistema dinamico a tempo
discreto (mapa) em torno de seus pontos fixos [B].

Consideremos o caso de um mapa bidimensional
T : R? — R? definido por

Tnt1 = f(ﬂﬂz,yn), (6)
(25 Yn), (7)

Yn+1

ou, em notacao compacta
Xp+1 = T(xn), (8)

onde x, = (xnvyn) € T(Xn) = (f(xzvyn)ag(mzvyn))'
Um ponto x, € R? é dito de equilibrio, ou fizo para
a dinamica gerada por T se, Vk € N vale a condigao

Tk(Xo) = X0- 9)

Assim, o mapeamento linearizado em torno de um
ponto fixo xg tem a forma

Zpt1 = ( fo (xo0)

9, (X0)

fya (%0) > - (10)

Gy, (Xo0)

onde os subscritos em cada entrada da matriz Jacobi-
ana indicam as respectivas derivadas parciais. De forma
compacta, escrevemos a Eq. (I) como z,1 = Az,.
Esta forma linearizada do mapa T permite-nos empre-
gar (localmente) as técnicas de estabilidade linear. Em
outras palavras, analisamos a estabilidade dos pontos
fixos da equagao anterior por meio de um estudo dos au-
tovalores da matriz Jacobiana. Posteriormente, recor-
damos que a equagao caracteristica associada a matriz
A pode ser expressa na forma A2 —\tr(A)+det (A) = 0,
onde A é um autovalor de A, tr(A) seu traco e det (A)
seu determinante.
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2.3. Critério de Chirikov

O critério Chirikov, foi introduzida em 1959 por Bo-
ris Chirikov [4] e aplicado com sucesso para explicar a
fronteira de confinamento de plasma em “armadilhas”
observadas em experimentos no Instituto Kurchatov.

De acordo com este critério, uma trajetéria deter-
ministica comecgard a mover-se entre duas ressonancias
nao lineares de uma maneira cadtica e imprevisivel,
logo que estas ressonancias se sobrepoem. Isto ocorre
quando a perturbagao ou parametro de caos torna-se
maior do que um determinado valor (e.). Desde a sua
introdugao, o critério Chirikov tornou-se uma impor-
tante ferramenta analitica para a determinacao da fron-
teira do caos em sistemas Hamiltonianos. No que segue,
iremos esbocar a teoria que arquiteta tal critério.

Vamos supor que um Hamiltoniano genérico (fraca-
mente) perturbado possa ser escrito na forma

H(J,0,t) = Ho(J) + eHy (J,0,1), (11)

onde J e 6 sao variaveis de acao e angulo para um sis-
tema nao-perturbativo de um grau de liberdade, mas
perioédico no tempo e que € é relativamente pequeno.
Por ser 6 uma varidavel de angulo, segue que
H,(J,0,t) é uma fungdo periddica de 6 com um certo
periodo Ty. Vamos supor também que seja uma fungao
periddica do tempo com perfodo Ty (e assim com
frequéncia wy = 27/Ty). Deste modo, Hy(J,0,t) pode
ser expandido em uma série dupla de Fourier, ou seja,

Hy(J,0,t) = > (Hi(J))mne', (12)
m,neEZ

onde Q = ml + nwyt e

1 To T )
(Hy()))mn = / Hy(J,0,t)e " dbdt.
T9Tx Jo Jo
(13)
A condigdo de ressonancia é dada por
d
%(mﬂJrﬁw)\t) =0+ Mw, +Twy =0, (14)
para algum par (m,n) € Z? e
S aHo(Jﬁ ﬁ)
o ’ = —. 15
o) = =2 (15)

Evidenciamos que primeiro devemos derivar H,(.J) com
respeito a agao para depois avaliar seu valor no par-
ticular ponto Jmm (valor da acdo para o qual vale a
condigao de ressonancia, Eq. (IA)).

Afim de realizar uma transformacao canonica de-
pendente do tempo, tomamos a funcao geratriz

Fy(0,1,t) = (I + Jmm) (0 — wo(,M)1). (16)

Deste modo, pela teoria das transformacgoes canodni-
cas [@] segue que

0F,
= — =1 ™A 1
J 20 + Jm, (17)

OFs _y_ wo (T, M)t (18)

L Ta
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Assim, as novas varidveis de acdo e angulo ficam
¥ =0 — w,(m,n)t. (19)

Portanto o novo Hamiltoniano K (¢, I,t) deve ser
escrito, utilizando as Egs. (IO), (), (@) e ([9), como

F:
K(,I,t)=H+ % = H,(Jomm)—
L I? GQHO(Jmﬁ)
wo(m7 n)Jﬁ,ﬁ + 5 o
€2 (Hl(Jm7ﬁ))m’ﬁ COSs (m 19), (20)

onde para o desenvolvimento da expressao (E0) realiza-
mos

1. expansdo de Taylor (I = J — Jmm < 1);
2. expansao de Fourier (termos ressonantes);
3. (Hi)—m,—n = (H1)mm (coeficientes reais);
4. cos (r) = (e + e~ ) /2.

Posteriormente, definimos o Hamiltoniano Resso-
nante

h’%,ﬁ = K(ﬁalat) - HO(JW,H) + wo(ma ﬁ)Jm,ﬁ7 (21)

a massa efetiva

1. PHo(Jmm)

M arz , (22)
e a intensidade de ressonancia
Am7ﬁ = 26(H1(Jm7ﬁ))m7ﬁ. (23)

Em sintese, todo este procedimento nos leva a forma

hizm = ﬁ]z + Amm cos (M 9Y). (24)

O Hamiltoniano efetivo () controla a dindmica
nas imediagoes de uma ressonancia caracterizada pela
relagdo (). A agao I que aparece na Eq. (24) repre-
senta a flutuacao da agdo em torno de Jm 5.

A separatriz corresponde a tomar hi; z = Amz 0
que conduz-nos a Jimae = 24/M Amz e assim limita
regides do espaco de fases com largura méaxima

32€(H1 (Jm7ﬁ))ﬁ,ﬁ

02 H , (Jmr )
o012

AJ =

(25)

Se Jm+1,m € a proxima ressondncia estima-se, para
m suficientemente grande, que

-1
wx
0:= [ Jmi1m = Jmal & —5 , (26)

0?Ho(Jmm)
oI?
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onde a condi¢do § = AJ fornece o valor critico de e,
para a superposicao de regioes m-ressonantes. Mais es-
pecificamente,

2 —1
WX

~ 32m? (Hy(Jm,m))mn

O?H,(Jm )
oI?

(27)

€c

Esse é um critério aproximado para que o campo
critico destrua as superficies KAM entre a m-ésima e a
(m + 1)-ésima ilha, possibilitando que a particula ex-
cursione livremente de uma ressonancia classica a ou-
tra. Para m maior a Eq. (E2) mostra que €. é menor e,
portanto, hd mais caos.

3. Exemplo: Interacao onda-particula

A interagao onda-particula aparece no estudo de pro-
blemas, tais como: aceleradores de particulas e lasers
de elétrons livres (para mais exemplos veja o trabalho
de Souza et al. [[M]). Este tipo de interagao resulta em
um processo nao linear que pode apresentar trajetérias
regulares e cadticas no espago de fase. A presenca de
uma ou outra trajetéria depende principalmente da am-
plitude de perturbacao aplicada ao sistema. O método
que apresentaremos na sequéncia é similar ao exposto
no trabalho M.C. Souza et al. [[J].

3.1. Modelo

Consideramos uma particula relativistica de carga e,
massa m e momento candénico p que se move sobre
a acdo combinada de um campo magnético uniforme
B = B,k e de uma “onda” eletrostatica da forma

Uz, t) = ex? i it — kT, (28)
k=—o00

onde T) é o periodo de modulagao e € é a intensidade
dos impulsos (perturbacdo) ao longo do eixo z. Desta

maneira, toda vez que t = kT) com k € Z, a per-
turbagao é ativada por um instante infinitesimalmente
pequeno.

Deste modo, a dindmica transversal deste sistema é
descrita pelo Hamiltoniano [[3-20]

H= \/m2c4 + 22 + A(py + eBow)? +eU(x, 1), (29)

onde ¢ é a velocidade da luz. Note que o Hamilto-
niano ndo depende da varidveis y (varidvel ciclica) e,
consequentemente, p, é uma constante de movimento.
Assuminos sem perda de generalidade que p, = 0. Des-
tacamos que embora p, seja nula, dy/dt é diferente de
Z€ro.

Indo de encontro a reescrever o Hamiltoniano (E9)
em termos de quantidades adimensionais, definimos
as seguintes mudancas de varidveis H/mc®> — H,
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pz/me — p, eB,x/mec — q e e2B2¢/m — e. Com
efeito,

H=\1+p2+¢®+eq® Y 6(t—kIn). (30)

k=—o0

E conveniente escrever o Hamiltoniano anterior em ter-
mos das varidveis de angulo e agcao que diagonalize
a parte nao perturbada. Para tanto, consideramos a
fungao geratriz [8] S(I,q) que gera a seguinte mudanca
de coordenadas

p = V21 cos (6); g=V2Isin(0),  (31)

onde I e 0 sdo as varidveis de agado e angulo, respecti-
vamente.
Substituindo a Eq. (B1) na Eq. (80) chegamos em

H(I,0,t) =142 +e2Isin® (0) > (t—kTy).
k=—o00
(32)
Observe que o Hamiltoniano acima estd na forma
H=H,(I)+eH(I,0,t), onde

H,(I) = V1+2I, (33)

Hy(I,0,t) = 2Isin? (0) i 5(t — KTy). (34)

k=—o0

Perceba que H, s6 depende da varidvel de acao I, e
que H; é uma funcao periédica do tempo, com periodo
T. Por conseguinte, podemos associar uma frequéncia
temporal wy = 27/T) ao termo perturbado. Além
disso, a “onda” depende funcionalmente de sin® (),
deste modo sua periodicidade bésica é .

3.2. Ressonancias

Afim de localizar as ressonancias primadrias do sis-
tema, devemos escrever o Hamiltoniano (Bdl) como uma
dupla expansao de Fourier tanto no tempo quanto
na varidvel angular. Assim, levando em conta que
sin? (0) = (2—e*¥—e29) /4eque > 00 O(t—kTy) =
Yoo et /Ty segue que o Hamiltoniano (B2) as-

sume a forma
I
H(I,0,t) = VI+20 4+ e-0(0,wr),  (35)
A

onde
oo

_ 1. _
0(0,wy) = Z {em‘”*t ~5 (eZA* + eZA+) , (36)

n—=—oo

onde A4 := 420 + nwyt.

As expressoes (BH)-(BO) nos permite detectar a pre-
senca de ressonancias. As ressonancias estao localiza-
das, como visto na se¢do (E3), em particulares va-
lores m,n, os quais denotaremos por m e 7 tais que
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d(mf + nwyt)/dt = 0. Considerando a condicao de res-
sonancia, concluimos que as mesmas encontram-se em

Owo(I) +wy = 0, (37)
2wo(I) + 1wy = 0, (38)
—2wo(I) + 7wy = 0. (39)

onde a frequéncia w,(I) deve ser calculada como na
Eq. (I3). Assim, resulta que

()= OHo _ 1
B B )

Observando as Eq. (B2)-(BY) vemos que existe, em
principio, trés valores possiveis para m (m = 0, T = 2
e m = —2). Entretanto, pela forma funcional de w,(T),
os dois ultimos valores de 7 sao equivalentes e assim as
ressonancias serdo encontradas variando 7. Da Eq. (B2)
segue que n = 0. Decorre, para as demais ressonancias

Lm= % <(mi)2 - 1) (41)

Por exemplo, se Ty = 2.57 (wx = 4/5) para

(40)

n = 1 obtemos I5; = 2.625. Analogamente, para
m = 2 encontramos I > = 0.281. Todas estes va-
lores de I ocorrem em 6 = 7/2 e § = 3w/2, pon-

tos fixos. Assim, as ressonancias estao localizadas em
(7/2,2.625), (37/2,2.625), (7/2,0.281) e (37/2,0.281)
(notagao (0,1)). Além disso, determinamos €, =
0.1364, valor critico para o qual 6rbitas iniciando nas vi-
zinhangas de 5 » comecem a migrar para a ressonancia
1271.

3.3. Mapa

A dinadmica gerada pelo Hamiltoniano (B2) pode ser
parcialmente integrada. Para tal, fazemos uso do es-
quema apresentado na Fig. . Sendo assim, I,, e 6,, sdo
os valores de I e # na “entrada” (logo a esquerda) da
funcao delta correspondendo a t = nT). Assim, pode-
mos construir analiticamente a conexao genérica entre
(0n7 In) € (9n+17 In+1)~

Ip-1,6n-1 1,6, I,+AlL 6,+A0 Lp1,0n41

t=(n—1)T) t=nT, t=(n+1)T) tempo

Figura 1 - Esquema para obtencao do mapeamento associado ao
Hamiltoniano (B3).

Com efeito, se denotarmos por Af e Al as variagoes
de 6 e I ap0s a travessia de uma funcao delta centrada
em t = nT) teremos, baseado na subsegao EZ1,

7LT+
AGZ/ Y= N

T 142041

+ 2esin” (0,), (42)

2312-5

nT |

Al = / Idt = —2el,,41sin(26,,). (43)
nTy

onde nTy e nT;' referem-se, respectivamente, aos ex-

tremos de integracao a esquerda e a direita de nT).

Portanto,

Opni1 = On+ __D + 2esin’ (6,,), (44)
1+ 20,41
I,
In+1 (45)

1+ 2esin (26,)"

Note que o mapa pode ser interpretado como uma
transformac@o candnica [B] entre as varidveis “velhas”
(0, I,) e as “novas” (0,41, Int1), gerada pela seguinte
fungao geratriz

G(ana In+1) = anInJrl + T V 1+ 2In+1
+ 2l 41510 (6,,), (46)

onde 0,41 = 0G /041 e I, = 0G/D0,,.

Cabe observar que o mapa poderia ter sido escrito
com o mesmo grau de complexidade nas varidveis (g, p).
No entanto, o uso das varidveis de angulo e agao (0, 1)
sao mais conveniente posto que a agao é conservada na
auséncia de perturbagao.

3.4. Linearizacao do mapa

Aplicaremos as técnicas apresentadas na subsecdo 2
ao caso particular do mapa definido anteriormente, afim
de estudar a estabilidade das ressoancias. Desta ma-
neira, segue que os elementos da matriz Jacobiana sao

60n+1 . 8In—&-l T)\
= 142 2 — —, 4
a0, + 2esin (20,,) 96, /5 (47)
80n+1 _ 8In+1 T/\
oI, oL, /B3’ (48)
19) _ 4el, co.s (26,,) 7 (49)
00, (14 2esin (26))?
Olny1 1
oI, 14 2esin(20)’ (50)

onde 3, :=1421,11.

Agora, vamos nos concentar na ressonancia princi-
pal do mapa na qual cada ciclo da onda corresponde
a uma rotacao orbital completa das particulas magne-
tizadas. Tal ressonancia estd localizada no ponto fixo
angular § = 7/2, obtido com a condicao 6,,+1—0,, = 27,
que define a posicao da ressondncia principal

T? — A(m —€)?
Tpeg = 22 7 51
8(m —€)? (51)
Ao substitufrmos § = 7/2 e I, = I,.s nos elementos

da matriz Jacobiana acima, somos conduzidos ao mapa
linearizado z,+1 = Az,, onde

1 4ETX Ires TA v
3/2 3/2
A = ( (412‘12]7@5) / (1+2{res) ) (52)
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Os autovalores de A sdo obtidos como solugido da
equagao caracteristica

AN —2AT +1=0, (53)
onde I' :=1— % A solucao da Eq. (B3) nos
leva a

Aa=T+/T2-1. (54)

Note que det(A) = 1, o que evidencia a propriedade de
preservagao da area no espaco de fase.

Nosso objetivo é determinar o valor de € a partir do
qual um dos autovalores se torna maior do que 1. Neste
instante o ponto eliptico estavel centrado, por exemplo,
em 7/2 se torna um ponto hiperbdlico instavel. Afim
de realizar esta estimativa para o parametro de per-
turbagao €, devemos impor a condigao de que o argu-
mento da raiz quadrada na Eq. (B2) seja maior do que
zero. Este procedimento nos conduz a

(14 21,e5)%/?
€> Tl (55)
onde I,..s depende de € via Eq. (E).
Por exemplo, para T\ = 2.57 estima-se € > 0.67.

3.5. Resultados numéricos

Nesta parte do trabalho implementamos o mapa defi-
nido pelas Eqs. (E2) e (E3). Inicialmente, iteramos o
mapa para € = 0.05 e Ty = 2.57 > 27 (maior do que
a frequéncia de ciclotron), tal solugdo numérica estd
apresentada na Fig. B. Desta figura, é possivel verificar
que as posigoes das ressonancias primdrias (e relativa-
mente pequeno) estdao de acordo com nossas previsoes
analiticas feitas na subsecao BZ. Em adigao, perce-
bemos que para este valor de € nao héa constatacao de
orbitas cadticas e assim a estrutura do espago de fases
é regular.

6.0

5.02

Figura 2 - Espago de fases associado ao mapa nao linear, Eqgs. (E2)
e (E3). Implementado com Ty = 2.57 e ¢ = 0.05.
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Entretanto, vimos na Eq. (EI) que o valor resso-
nante da variavel de acao I,.s depende do parametro
de perturbacao e. Na Fig. Ba destacamos a janela
{(0,I) € [0,7] x[0,0.6]} da Fig. B, onde marcamos com
um ponto a correta localizacao da ressonancia principal
(w/2,0.307). Além disso, é interessante ressaltar que tal
ressonancia se apresenta como no caso de um péndulo,
sendo um ponto fixo eliptico (portanto estavel).

0 I T
2

Figura 3 - a: Janela {(0,I) € [0,7] x [0,0.6]} associado ao
mapa nado linear, Egs. (Id) e (E3), para ¢ = 0.05. b: Janela
{(6,1I) € [0, 7] x [0,0.6]} associado ao mapa nao linear, Eqs. (Ed)
e (E3), para € = 0.15.
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Na subsegao Bl estimamos o valor critico de ¢, a
partir do qual orbitas de ressonancia correspondendo
a Af = 27 comecam a migrar para as de ressonancia
A0 = 7, como sendo €. = 0.1364. Motivados por este
valor, analisamos na Fig. Bb a mesma janela {(0,I) €
[0,7] x [0,0.6]} analisada na Fig. Ba para T = 2.57 e
€ = 0.15 > €.. Destacamos com um ponto a correta
localizacao da ressonancia principal para este valor de
€, ou seja, em (7/2,0.3615). Além disso, conforme se
aumenta a intensidade da pertubacao vai ocorrendo a
destruicao dos toros com frequéncias de razao racio-
nais e uma estrutura auto similar vai surgindo. Fica
evidente a presenca de zonas cadticas. Estas sdo nao
conectadas, o que é devido a existéncia de superficies
KAM entre elas. Podemos ver que dentro das zonas
cadticas existem ilhas sem caos.

Na subsecao B2, foi previsto que € necessario
e > 0.67 afim de que um dos autovalores da ma-
triz (B2) do mapa linearizado se torne maior do que
1 (implicando na instabilidade de alguma ressonéancia).
Entretanto, apds algumas experiéncias numéricas, cons-
tatamos que ao tratar diretamente o mapa nao linear o
maior valor admissivel para € foi 0.5 e a implementacao
para este valor de € estd apresentada na Fig. @. O pro-
blema computacional encontrado para € > 0.5 foi que o
mapeamento passou a retornar valores nao reais. Nota-
mos que, neste caso, todo espago de fases apresenta-se
cadtico e assim as ilhas nao cadticas desapareceram.

Figura 4 - Plano de fases associado ao mapa nao linear , Eqgs. (E2)
e (). Implementado com Ty = 2.57 e € = 0.5.

4. Conclusoes

Em conclusao, analisamos e desenvolvemos um mo-
delo que descreve a dinamica de interacao de uma
particula relativistica com um campo magnético uni-
forme e uma onda eletrotatica dada como uma série de

2312-7

pulsos. Partindo do Hamiltoniano do sistema, apresen-
tamos um procedimento para obtencao do mapa que
descreve sua evolugao temporal. Realizamos algumas
previsoes analiticas, tais como, obtencao de um valor
critico de € a partir do qual dé-se inicio o movimento
cadtico (e, = 0.1364) e a localizacao das ressonancias
primarias. Ao linearizar o mapa, estimamos o valor
de € que torna uma ressonancia principal originalmente
estavel em instavel (e = 0.67).

Com o mapa obtido construimos o espago de fases do
sistema e analisamos seu comportamento como sendo
regular ou cadtico. Basedo nos espagos de fases vemos
que a natureza qualitativa do movimento depende da
intensidade de amplitude da onda eletrostatica (e). Ve-
rificamos, numericamente, a posicdo das ressonancias e
estas estao de acordo com as previsoes analiticas. Na
Fig. B apresentamos o espago de fases para ¢ = 0.05,
onde nao hé percepcao de comportamento cadtico mas
sim de uma estrutura relativamente regular. Na Fig. Ba
destacamos a janela {(0,I) € [0,7] x [0,0.6]} da Fig. O,
onde fica claro que a ressonancia marcada com um
ponto se trata de um ponto fixo eliptico (estdvel).

Na subsecao B2 estimamos que € > ¢, = 0.1364, a
fim de que 6rbitas vivendo nas vizinhangas correspon-
dendo a Af = 27 comecem a migrar para a ressonancia
correspondente a Af = w. Deste modo, analisamos na
Fig. Bb a mesma janela {(0,I) € [0, 7] x [0,0.6]} desta-
cada na Fig. Ba para ¢ = 0.15 > €.. Assim, verificamos
que conforme se aumenta a intensidade da pertubacao
vai ocorrendo a destruicao dos toros com frequéncias
de razao racionais e uma estrutura auto similar vai sur-
gindo (Fig. Bb ) além das zonas cadticas.

Finalmente, concluimos que o algoritmo empregado
para gerar a iteragao numérica do mapa é robusto
e pode ser empregado para iteracoes de outros ma-
pas bidimensionais deste tipo. Entretanto, a imple-
mentacao deste mapa especifico apresentou limitacoes
para € > 0.5 o que nos impossibilitou verificar a esti-
mativa de que € > 0.67 afim de que um dos autovalores
da matriz (62) do mapa linearizado se torne maior do
que 1 (implicando na instabilidade da ressonéncia cen-
trada em 7/2). Interpretamos esta discrepancia como
sendo devida a nao linearidade do mapa original (em
contrapartida ao mapa linearizado).
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