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Sistemas Hamiltonianos quase integráveis são de grande interesse em diversos campos de pesquisa da f́ısica
e da matemática. Nesses sistemas, o espaço de fase apresenta trajetórias regulares e caóticas. Essas trajetórias
dependem, em parte, da amplitude da perturbação que quebra a integrabilidade do sistema. O valor da per-
turbação cŕıtica responsável por esta transição é um elemento chave no controle do caos. No presente trabalho,
exploramos um procedimento para o controle do caos em sistema hamiltoniano quase integrável baseado na
alteração de um parâmetro (perturbação). Inicialmente, apresentamos as ferramentas básicas para este estudo:
mapa hamiltoniano, linearização do mapa e critério de Chirikov. Posteriormente, investigamos o comportamento
de uma interação do tipo onda-part́ıcula frente a perturbação. Por fim, confrontamos os resultados anaĺıticos
com uma abordagem numérica (iteração do mapa), mostrando um bom acordo.
Palavras-chave: sistemas hamiltonianos, caos, controle do caos.

Nearly integrable Hamiltonian systems are of great interest in many research fields of physics and mathema-
tics. In these systems, the phase space has regular and chaotic trajectories. These trajectories depend in part on
the magnitude of the perturbation that breaks the integrability of the system. The value of the critical perturba-
tion responsible for this transition is a key element in the control of chaos. In this paper, we explore a procedure
for the control of chaos in nearly integrable Hamiltonian system based on a parameter change (perturbation).
Initially, we present the basic tools for this study: Hamiltonian map, linearization map and Chirikov criterion.
Subsequently, we investigated the behavior of a wave-particle interaction type front perturbation. Finally, we
confront the analytical approach with a numerical (iteration of the map) results, showing a good agreement.
Keywords: Hamiltonian systems, chaos, chaos control.

1. Introdução

Tópicos relacionados à sistemas Hamiltonianos quase
integráveis são importantes em diversos campos de pes-
quisa, tais como: sistemas dinâmicos [7], f́ısica es-
tat́ıstica [8], f́ısica da matéria condensada [9], mecânica
quântica semiclássica [10] e f́ısica de plasma [11,19,20].
Por exemplo, na mecânica clássica, embora se possa
geralmente formular equações de movimento para um
sistema arbitrariamente complexo que descrevam com-
pletamente a sua dinâmica, essas equações resultantes
não são, em geral, exatamente solúveis. Neste caso, a
técnica de perturbação [3] é um recurso anaĺıtico rele-
vante.

Ao pertubar um sistema Hamiltoniano, verificamos
que uma perturbação não nula e pequena pode destruir
parcialmente os toros ressonantes, deste modo apenas
uma parte dos toros sobrevivem distorcidos. Neste

caso, dizemos que o sistema é quase integrável, na me-
dida em que o espaço de fase é ainda povoado por toros
sobre os quais temos trajetórias com as mesmas carac-
teŕısticas dos sistemas integráveis. É de interesse sa-
ber quais destes toros são destrúıdos e quais sobrevi-
vem. De acordo com o teorema KAM [13–15], os toros
que sobrevivem são aqueles que têm um quociente de
frequência suficientemente irracional.

Entretanto, gostaŕıamos de ter um critério preciso
para essa transição em função da perturbação. Um
critério útil e intuitivo foi formulado por Chirikov [16].
Na sua formulação mais simples, o critério diz que
o caos global se inicia quando a intensidade da per-
turbação é suficientemente grande para que a diferença
na ação de ressonâncias vizinhas seja comparável à lar-
gura na ação das ilhas de estabilidade. Nesta situação,
a part́ıcula passa a “viajar” por todo o espaço de fase
e órbitas caóticas se formam. Em outra palavras, o
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critério de Chirikov fornece o critério para se estimar o
valor cŕıtico da amplitude da perturbação para o caos
global.

Neste trabalho examinamos um procedimento para
investigar o caos em sistemas Hamiltonianos quase in-
tegráveis. Em particular, exploramos uma versão sim-
plificada para o modelo de uma part́ıcula relativ́ıstica
movendo-se sob a influência de um campo magnético
uniforme e onda estacionária eletrostática [19, 20].

Este trabalho está organizado como segue: Na
seção 2. revisamos alguns conceitos básicos na inves-
tigação do caos em sistemas hamiltonianos. Primeiro,
indicamos como converter as equações de Hamilton a
um mapa e, posteriormente, como linearizá-lo. Na
sequência, apresentamos um método que estabelece um
parâmetro f́ısico para o ińıcio do movimento caótico em
sistemas hamiltonianos determińısticos, critério de Chi-
rikov. Baseado no exemplo da interação onda-part́ıcula,
seção 3., indicamos como as ferramentas apresentadas
na seção anterior são úteis no controle do caos. Para
tanto, determinamos expressões anaĺıticas para loca-
lização das ressonâncias primárias bem como para o
valor cŕıtico da perturbação. Adicionalmente, confir-
mamos estas soluções pela implementação numérica do
mapa. Por fim, na seção 4. realizamos nossas consi-
derações finais.

2. Aspectos gerais

Caos aparece como consequência natural da não in-
tegrabilidade das equações de Hamilton para sistemas
com mais de um grau de liberdade. Nesta seção apre-
sentaremos alguns conceitos preliminares para o estudo
do caos em sistemas hamiltonianos.

2.1. Mapa hamiltoniano

Mapas são importantes ferramentas no estudo da
dinâmica da evolução temporal de sistemas dinâmicos
por serem de fácil implementação computacional. Para
tanto, considere um Hamiltoniano H(q, p) em que q e
p representam as coordenadas de posição e momento
generalizados, respectivamente. Assim, H satisfaz as
equações de Hamilton

q̇ =
∂H

∂p
, (1)

ṗ = −∂H

∂q
. (2)

Agora, escrevemos

q̇n =
qn+1 − qn

∆t
, (3)

em que qn = q(t) e qn+1 = q(t +∆t). Sendo assim, as
equações de movimento tornam-se

qn+1 = qn +∆t

(
∂H

∂p

)
(qn,pn)

, (4)

pn+1 = pn −∆t

(
∂H

∂q

)
(qn,pn)

. (5)

As equações anteriores correspondem ao mapea-
mento que fornecem q e p no instante n + 1, conhe-
cidos seus valores no instante n. Vale salientar que
dependendo da forma do Hamiltoniano, o sistema an-
terior não preserva a área ∂(qn+1, pn+1)/∂(qn, pn) ̸= 1
(determinante do jacobiano diferente da unidade). As-
sim, para preservar a área, por vezes, é interesse reali-
zar (qn, pn) → (qn+1, pn) na segunda equação do mapa.
Para mais detalhes veja o trabalho de Lichtenberg [5].

2.2. Linearização do mapa

Por vezes é útil linearizar um sistema dinâmico a tempo
discreto (mapa) em torno de seus pontos fixos [2].

Consideremos o caso de um mapa bidimensional
T : R2 → R2 definido por

xn+1 = f(xx, yn), (6)

yn+1 = g(xx, yn), (7)

ou, em notação compacta

xn+1 = T(xn), (8)

onde xn = (xn, yn) e T(xn) = (f(xx, yn), g(xx, yn)).

Um ponto xo ∈ R2 é dito de equiĺıbrio, ou fixo para
a dinâmica gerada por T se, ∀ k ∈ N vale a condição

Tk(x0) = x0. (9)

Assim, o mapeamento linearizado em torno de um
ponto fixo x0 tem a forma

zn+1 =

(
fxn

(x0) fyn
(x0)

gxn(x0) gyn(x0)

)
zn, (10)

onde os subscritos em cada entrada da matriz Jacobi-
ana indicam as respectivas derivadas parciais. De forma
compacta, escrevemos a Eq. (10) como zn+1 = Azn.
Esta forma linearizada do mapa T permite-nos empre-
gar (localmente) as técnicas de estabilidade linear. Em
outras palavras, analisamos a estabilidade dos pontos
fixos da equação anterior por meio de um estudo dos au-
tovalores da matriz Jacobiana. Posteriormente, recor-
damos que a equação caracteŕıstica associada a matriz
A pode ser expressa na forma λ2−λ tr(A)+det (A) = 0,
onde λ é um autovalor de A, tr(A) seu traço e det (A)
seu determinante.
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2.3. Critério de Chirikov

O critério Chirikov, foi introduzida em 1959 por Bo-
ris Chirikov [17] e aplicado com sucesso para explicar a
fronteira de confinamento de plasma em “armadilhas”
observadas em experimentos no Instituto Kurchatov.

De acordo com este critério, uma trajetória deter-
mińıstica começará a mover-se entre duas ressonâncias
não lineares de uma maneira caótica e impreviśıvel,
logo que estas ressonâncias se sobrepõem. Isto ocorre
quando a perturbação ou parâmetro de caos torna-se
maior do que um determinado valor (ϵc). Desde a sua
introdução, o critério Chirikov tornou-se uma impor-
tante ferramenta anaĺıtica para a determinação da fron-
teira do caos em sistemas Hamiltonianos. No que segue,
iremos esboçar a teoria que arquiteta tal critério.

Vamos supor que um Hamiltoniano genérico (fraca-
mente) perturbado possa ser escrito na forma

H(J, θ, t) = Ho(J) + ϵH1(J, θ, t), (11)

onde J e θ são variáveis de ação e ângulo para um sis-
tema não-perturbativo de um grau de liberdade, mas
periódico no tempo e que ϵ é relativamente pequeno.

Por ser θ uma variável de ângulo, segue que
H1(J, θ, t) é uma função periódica de θ com um certo
peŕıodo Tθ. Vamos supor também que seja uma função
periódica do tempo com peŕıodo Tλ (e assim com
frequência ωλ = 2π/Tλ). Deste modo, H1(J, θ, t) pode
ser expandido em uma série dupla de Fourier, ou seja,

H1(J, θ, t) =
∑

m,n∈Z

(H1(J))m,ne
iΩ, (12)

onde Ω = mθ + nωλt e

(H1(J))m,n =
1

TθTλ

∫ Tθ

0

∫ Tλ

0

H1(J, θ, t)e
−iΩdθdt.

(13)
A condição de ressonância é dada por

d

dt
(mθ + nωλt) = 0 ↔ mωo + nωλ = 0, (14)

para algum par (m,n) ∈ Z2 e

ωo(m,n) =
∂Ho(Jm,n)

∂J
. (15)

Evidenciamos que primeiro devemos derivar Ho(J) com
respeito à ação para depois avaliar seu valor no par-
ticular ponto Jm,n (valor da ação para o qual vale a
condição de ressonância, Eq. (14)).

Afim de realizar uma transformação canônica de-
pendente do tempo, tomamos a função geratriz

F2(θ, I, t) = (I + Jm,n)(θ − ωo(m,n)t). (16)

Deste modo, pela teoria das transformações canôni-
cas [4] segue que

J =
∂F2

∂θ
= I + Jm,n , (17)

ϑ =
∂F2

∂I
= θ − ωo(m,n)t. (18)

Assim, as novas variáveis de ação e ângulo ficam

I = J − Jm,n; ϑ = θ − ωo(m,n)t. (19)

Portanto o novo Hamiltoniano K(ϑ, I, t) deve ser
escrito, utilizando as Eqs. (11), (12), (16) e (19), como

K(ϑ, I, t) = H +
∂F2

∂t
= Ho(Jm,n)−

ωo(m,n)Jm,n +
I2

2

∂2Ho(Jm,n)

∂I2
+

ϵ2 (H1(Jm,n))m,n cos (mϑ), (20)

onde para o desenvolvimento da expressão (20) realiza-
mos

1. expansão de Taylor (I = J − Jm,n ≪ 1);

2. expansão de Fourier (termos ressonantes);

3. (H1)−m,−n = (H1)m,n (coeficientes reais);

4. cos (x) = (eix + e−ix)/2.

Posteriormente, definimos o Hamiltoniano Resso-
nante

hr
m,n := K(ϑ, I, t)−Ho(Jm,n) + ωo(m,n)Jm,n, (21)

a massa efetiva

M−1 :=
∂2Ho(Jm,n)

∂I2
, (22)

e a intensidade de ressonância

Λm,n := 2ϵ(H1(Jm,n))m,n. (23)

Em śıntese, todo este procedimento nos leva à forma

hr
m,n =

1

2M
I2 + Λm,n cos (mϑ). (24)

O Hamiltoniano efetivo (24) controla a dinâmica
nas imediações de uma ressonância caracterizada pela
relação (14). A ação I que aparece na Eq. (24) repre-
senta a flutuação da ação em torno de Jm,n.

A separatriz corresponde a tomar hr
m,n = Λm,n o

que conduz-nos a Jmax = 2
√
M Λm,n e assim limita

regiões do espaço de fases com largura máxima

∆J =

√√√√32ϵ(H1(Jm,n))m,n∣∣∣∂2Ho(Jm,n)
∂I2

∣∣∣ . (25)

Se Jm+1,n é a próxima ressonância estima-se, para
m suficientemente grande, que

δ := |Jm+1,n − Jm,n| ≈
ωλ

m2

∣∣∣∣∂2Ho(Jm,n)

∂I2

∣∣∣∣−1

, (26)
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onde a condição δ = ∆J fornece o valor cŕıtico de ϵc
para a superposição de regiões m-ressonantes. Mais es-
pecificamente,

ϵc =
ω2
λ

32m4(H1(Jm,n))m,n

∣∣∣∣∂2Ho(Jm,n)

∂I2

∣∣∣∣−1

. (27)

Esse é um critério aproximado para que o campo
cŕıtico destrua as superf́ıcies KAM entre a m-ésima e a
(m + 1)-ésima ilha, possibilitando que a part́ıcula ex-
cursione livremente de uma ressonância clássica a ou-
tra. Para m maior a Eq. (27) mostra que ϵc é menor e,
portanto, há mais caos.

3. Exemplo: Interação onda-part́ıcula

A interação onda-part́ıcula aparece no estudo de pro-
blemas, tais como: aceleradores de part́ıculas e lasers
de elétrons livres (para mais exemplos veja o trabalho
de Souza et al. [19]). Este tipo de interação resulta em
um processo não linear que pode apresentar trajetórias
regulares e caóticas no espaço de fase. A presença de
uma ou outra trajetória depende principalmente da am-
plitude de perturbação aplicada ao sistema. O método
que apresentaremos na sequência é similar ao exposto
no trabalho M.C. Souza et al. [18].

3.1. Modelo

Consideramos uma part́ıcula relativ́ıstica de carga e,
massa m e momento canônico p que se move sobre
a ação combinada de um campo magnético uniforme
B = Bok e de uma “onda” eletrostática da forma

U(x, t) = εx2
∞∑

k=−∞

δ(t− kTλ), (28)

onde Tλ é o peŕıodo de modulação e ε é a intensidade
dos impulsos (perturbação) ao longo do eixo x. Desta
maneira, toda vez que t = kTλ com k ∈ Z, a per-
turbação é ativada por um instante infinitesimalmente
pequeno.

Deste modo, a dinâmica transversal deste sistema é
descrita pelo Hamiltoniano [18–20]

H =
√
m2c4 + c2p2x + c2(py + eBox)2+ εU(x, t), (29)

onde c é a velocidade da luz. Note que o Hamilto-
niano não depende da variáveis y (variável ćıclica) e,
consequentemente, py é uma constante de movimento.
Assuminos sem perda de generalidade que py = 0. Des-
tacamos que embora py seja nula, dy/dt é diferente de
zero.

Indo de encontro a reescrever o Hamiltoniano (29)
em termos de quantidades adimensionais, definimos
as seguintes mudanças de variáveis H/mc2 → H,

px/mc → p, eBox/mc → q e e2B2
oε/m → ϵ. Com

efeito,

H =
√

1 + p2 + q2 + ϵ q2
∞∑

k=−∞

δ(t− kTλ). (30)

É conveniente escrever o Hamiltoniano anterior em ter-
mos das variáveis de ângulo e ação que diagonalize
a parte não perturbada. Para tanto, consideramos a
função geratriz [3] S(I, q) que gera a seguinte mudança
de coordenadas

p =
√
2I cos (θ); q =

√
2I sin (θ), (31)

onde I e θ são as variáveis de ação e ângulo, respecti-
vamente.

Substituindo a Eq. (31) na Eq. (30) chegamos em

H(I, θ, t) =
√
1 + 2I + ϵ 2I sin2 (θ)

∞∑
k=−∞

δ(t− kTλ).

(32)
Observe que o Hamiltoniano acima está na forma

H = Ho(I) + ϵH1(I, θ, t), onde

Ho(I) =
√
1 + 2I, (33)

e

H1(I, θ, t) = 2I sin2 (θ)

∞∑
k=−∞

δ(t− kTλ). (34)

Perceba que Ho só depende da variável de ação I, e
que H1 é uma função periódica do tempo, com peŕıodo
Tλ. Por conseguinte, podemos associar uma frequência
temporal ωλ = 2π/Tλ ao termo perturbado. Além
disso, a “onda” depende funcionalmente de sin2 (θ),
deste modo sua periodicidade básica é π.

3.2. Ressonâncias

Afim de localizar as ressonâncias primárias do sis-
tema, devemos escrever o Hamiltoniano (34) como uma
dupla expansão de Fourier tanto no tempo quanto
na variável angular. Assim, levando em conta que
sin2 (θ) = (2−e2iθ−e−2iθ)/4 e que

∑∞
k=−∞ δ(t−kTλ) =∑∞

n=−∞ einωλt/Tλ segue que o Hamiltoniano (32) as-
sume a forma

H(I, θ, t) =
√
1 + 2I + ϵ

I

Tλ
Θ(θ, ωλ), (35)

onde

Θ(θ, ωλ) =
∞∑

n=−∞

[
einωλt − 1

2

(
ei△− + ei△+

)]
, (36)

onde △± := ±2θ + nωλt.
As expressões (35)-(36) nos permite detectar a pre-

sença de ressonâncias. As ressonâncias estão localiza-
das, como visto na seção (2.3.), em particulares va-
lores m,n, os quais denotaremos por m e n tais que
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d(mθ+ nωλt)/dt = 0. Considerando a condição de res-
sonância, conclúımos que as mesmas encontram-se em

0ωo(I) + nωλ = 0, (37)

2ωo(I) + nωλ = 0, (38)

−2ωo(I) + nωλ = 0. (39)

onde a frequência ωo(I) deve ser calculada como na
Eq. (15). Assim, resulta que

ωo(I) =
∂Ho

∂I
=

1√
1 + 2I

. (40)

Observando as Eq. (37)-(39) vemos que existe, em
prinćıpio, três valores posśıveis para m (m = 0, m = 2
e m = −2). Entretanto, pela forma funcional de ωo(I),
os dois últimos valores de m são equivalentes e assim as
ressonâncias serão encontradas variando n. Da Eq. (37)
segue que n = 0. Decorre, para as demais ressonâncias

I2,n =
1

2

(
4

(nωλ)2
− 1

)
(41)

Por exemplo, se Tλ = 2.5π (ωλ = 4/5) para
n = 1 obtemos I2,1 = 2.625. Analogamente, para
n = 2 encontramos I2,2 = 0.281. Todas estes va-
lores de I ocorrem em θ = π/2 e θ = 3π/2, pon-
tos fixos. Assim, as ressonâncias estão localizadas em
(π/2, 2.625), (3π/2, 2.625), (π/2, 0.281) e (3π/2, 0.281)
(notação (θ, I)). Além disso, determinamos ϵc =
0.1364, valor cŕıtico para o qual órbitas iniciando nas vi-
zinhanças de I2,2 comecem a migrar para a ressonância
I2,1.

3.3. Mapa

A dinâmica gerada pelo Hamiltoniano (32) pode ser
parcialmente integrada. Para tal, fazemos uso do es-
quema apresentado na Fig. 1. Sendo assim, In e θn são
os valores de I e θ na “entrada” (logo a esquerda) da
função delta correspondendo a t = nTλ. Assim, pode-
mos construir analiticamente a conexão genérica entre
(θn, In) e (θn+1, In+1).

Figura 1 - Esquema para obtenção do mapeamento associado ao
Hamiltoniano (32).

Com efeito, se denotarmos por ∆θ e ∆I as variações
de θ e I após a travessia de uma função delta centrada
em t = nTλ teremos, baseado na subseção 2.1.,

∆θ =

∫ nT+
λ

nT−
λ

θ̇ dt =
Tλ√

1 + 2In+1

+ 2ϵ sin2 (θn), (42)

e

∆I =

∫ nT+
λ

nT−
λ

İ dt = −2ϵIn+1 sin (2θn). (43)

onde nT−
λ e nT+

λ referem-se, respectivamente, aos ex-
tremos de integração a esquerda e a direita de nTλ.
Portanto,

θn+1 = θn +
Tλ√

1 + 2In+1

+ 2ϵ sin2 (θn), (44)

In+1 =
In

1 + 2ϵ sin (2θn)
. (45)

Note que o mapa pode ser interpretado como uma
transformação canônica [3] entre as variáveis “velhas”
(θn, In) e as “novas” (θn+1, In+1), gerada pela seguinte
função geratriz

G(θn, In+1) = θnIn+1 + Tλ

√
1 + 2In+1

+ 2ϵIn+1 sin
2 (θn), (46)

onde θn+1 = ∂G/∂In+1 e In = ∂G/∂θn.
Cabe observar que o mapa poderia ter sido escrito

com o mesmo grau de complexidade nas variáveis (q, p).
No entanto, o uso das variáveis de ângulo e ação (θ, I)
são mais conveniente posto que a ação é conservada na
ausência de perturbação.

3.4. Linearização do mapa

Aplicaremos as técnicas apresentadas na subseção 2.2.
ao caso particular do mapa definido anteriormente, afim
de estudar a estabilidade das ressoâncias. Desta ma-
neira, segue que os elementos da matriz Jacobiana são

∂θn+1

∂θn
= 1 + 2ϵ sin (2θn)−

∂In+1

∂θn

Tλ√
β3
n

, (47)

∂θn+1

∂In
= −∂In+1

∂In

Tλ√
β3
n

, (48)

∂In+1

∂θn
= − 4 ϵIn cos (2θn)

(1 + 2 ϵ sin (2θ))2
, (49)

∂In+1

∂In
=

1

1 + 2 ϵ sin (2θ)
, (50)

onde βn := 1 + 2In+1.
Agora, vamos nos concentar na ressonância princi-

pal do mapa na qual cada ciclo da onda corresponde
a uma rotação orbital completa das part́ıculas magne-
tizadas. Tal ressonância está localizada no ponto fixo
angular θ = π/2, obtido com a condição θn+1−θn = 2π,
que define a posição da ressonância principal

Ires =
T 2
λ − 4(π − ϵ)2

8(π − ϵ)2
. (51)

Ao substitúırmos θ = π/2 e In = Ires nos elementos
da matriz Jacobiana acima, somos conduzidos ao mapa
linearizado zn+1 = Azn, onde

A =

(
1− 4ϵTλIres

(1+2Ires)3/2
− Tλ

(1+2Ires)3/2

4ϵIres 1

)
. (52)
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Os autovalores de A são obtidos como solução da
equação caracteŕıstica

λ2 − 2λΓ + 1 = 0, (53)

onde Γ := 1 − 2ϵTλIres
(1+2Ires)3/2

. A solução da Eq. (53) nos

leva a
λ1,2 = Γ±

√
Γ2 − 1. (54)

Note que det(A) = 1, o que evidencia a propriedade de
preservação da área no espaço de fase.

Nosso objetivo é determinar o valor de ϵ a partir do
qual um dos autovalores se torna maior do que 1. Neste
instante o ponto eĺıptico estável centrado, por exemplo,
em π/2 se torna um ponto hiperbólico instável. Afim
de realizar esta estimativa para o parâmetro de per-
turbação ϵ, devemos impor a condição de que o argu-
mento da raiz quadrada na Eq. (54) seja maior do que
zero. Este procedimento nos conduz a

ϵ >
(1 + 2Ires)

3/2

TλIres
, (55)

onde Ires depende de ϵ via Eq. (51).
Por exemplo, para Tλ = 2.5π estima-se ϵ > 0.67.

3.5. Resultados numéricos

Nesta parte do trabalho implementamos o mapa defi-
nido pelas Eqs. (44) e (45). Inicialmente, iteramos o
mapa para ϵ = 0.05 e Tλ = 2.5π > 2π (maior do que
a frequência de ciclotron), tal solução numérica está
apresentada na Fig. 2. Desta figura, é posśıvel verificar
que as posições das ressonâncias primárias (ϵ relativa-
mente pequeno) estão de acordo com nossas previsões
anaĺıticas feitas na subseção 3.2.. Em adição, perce-
bemos que para este valor de ϵ não há constatação de
órbitas caóticas e assim a estrutura do espaço de fases
é regular.

Figura 2 - Espaço de fases associado ao mapa não linear, Eqs. (44)
e (45). Implementado com Tλ = 2.5π e ϵ = 0.05.

Entretanto, vimos na Eq. (51) que o valor resso-
nante da variável de ação Ires depende do parâmetro
de perturbação ϵ. Na Fig. 3a destacamos a janela
{(θ, I) ∈ [0, π]× [0, 0.6]} da Fig. 2, onde marcamos com
um ponto a correta localização da ressonância principal
(π/2, 0.307). Além disso, é interessante ressaltar que tal
ressonância se apresenta como no caso de um pêndulo,
sendo um ponto fixo eĺıptico (portanto estável).

Figura 3 - a: Janela {(θ, I) ∈ [0, π] × [0, 0.6]} associado ao
mapa não linear, Eqs. (44) e (45), para ϵ = 0.05. b: Janela
{(θ, I) ∈ [0, π]× [0, 0.6]} associado ao mapa não linear, Eqs. (44)
e (45), para ϵ = 0.15.
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Na subseção 3.2. estimamos o valor cŕıtico de ϵ, a
partir do qual órbitas de ressonância correspondendo
a ∆θ = 2π começam a migrar para as de ressonância
∆θ = π, como sendo ϵc = 0.1364. Motivados por este
valor, analisamos na Fig. 3b a mesma janela {(θ, I) ∈
[0, π] × [0, 0.6]} analisada na Fig. 3a para Tλ = 2.5π e
ϵ = 0.15 > ϵc. Destacamos com um ponto a correta
localização da ressonância principal para este valor de
ϵ, ou seja, em (π/2, 0.3615). Além disso, conforme se
aumenta a intensidade da pertubação vai ocorrendo a
destruição dos toros com frequências de razão racio-
nais e uma estrutura auto similar vai surgindo. Fica
evidente a presença de zonas caóticas. Estas são não
conectadas, o que é devido a existência de superf́ıcies
KAM entre elas. Podemos ver que dentro das zonas
caóticas existem ilhas sem caos.

Na subseção 3.4., foi previsto que é necessário
ϵ > 0.67 afim de que um dos autovalores da ma-
triz (52) do mapa linearizado se torne maior do que
1 (implicando na instabilidade de alguma ressonância).
Entretanto, após algumas experiências numéricas, cons-
tatamos que ao tratar diretamente o mapa não linear o
maior valor admisśıvel para ϵ foi 0.5 e a implementação
para este valor de ϵ está apresentada na Fig. 4. O pro-
blema computacional encontrado para ϵ > 0.5 foi que o
mapeamento passou a retornar valores não reais. Nota-
mos que, neste caso, todo espaço de fases apresenta-se
caótico e assim as ilhas não caóticas desapareceram.

Figura 4 - Plano de fases associado ao mapa não linear , Eqs. (44)
e (45). Implementado com Tλ = 2.5π e ϵ = 0.5.

4. Conclusões

Em conclusão, analisamos e desenvolvemos um mo-
delo que descreve a dinâmica de interação de uma
part́ıcula relativ́ıstica com um campo magnético uni-
forme e uma onda eletrotática dada como uma série de

pulsos. Partindo do Hamiltoniano do sistema, apresen-
tamos um procedimento para obtenção do mapa que
descreve sua evolução temporal. Realizamos algumas
previsões anaĺıticas, tais como, obtenção de um valor
cŕıtico de ϵ a partir do qual dá-se ińıcio o movimento
caótico (ϵc = 0.1364) e a localização das ressonâncias
primárias. Ao linearizar o mapa, estimamos o valor
de ϵ que torna uma ressonância principal originalmente
estável em instável (ϵ = 0.67).

Com o mapa obtido constrúımos o espaço de fases do
sistema e analisamos seu comportamento como sendo
regular ou caótico. Basedo nos espaços de fases vemos
que a natureza qualitativa do movimento depende da
intensidade de amplitude da onda eletrostática (ϵ). Ve-
rificamos, numericamente, a posição das ressonâncias e
estas estão de acordo com as previsões anaĺıticas. Na
Fig. 2 apresentamos o espaço de fases para ϵ = 0.05,
onde não há percepção de comportamento caótico mas
sim de uma estrutura relativamente regular. Na Fig. 3a
destacamos a janela {(θ, I) ∈ [0, π]× [0, 0.6]} da Fig. 2,
onde fica claro que a ressonância marcada com um
ponto se trata de um ponto fixo eĺıptico (estável).

Na subseção 3.2. estimamos que ϵ > ϵc = 0.1364, a
fim de que órbitas vivendo nas vizinhanças correspon-
dendo a ∆θ = 2π comecem a migrar para a ressonância
correspondente a ∆θ = π. Deste modo, analisamos na
Fig. 3b a mesma janela {(θ, I) ∈ [0, π]× [0, 0.6]} desta-
cada na Fig. 3a para ϵ = 0.15 > ϵc. Assim, verificamos
que conforme se aumenta a intensidade da pertubação
vai ocorrendo a destruição dos toros com frequências
de razão racionais e uma estrutura auto similar vai sur-
gindo (Fig. 3b ) além das zonas caóticas.

Finalmente, conclúımos que o algoritmo empregado
para gerar a iteração numérica do mapa é robusto
e pode ser empregado para iterações de outros ma-
pas bidimensionais deste tipo. Entretanto, a imple-
mentação deste mapa espećıfico apresentou limitações
para ϵ > 0.5 o que nos impossibilitou verificar a esti-
mativa de que ϵ > 0.67 afim de que um dos autovalores
da matriz (52) do mapa linearizado se torne maior do
que 1 (implicando na instabilidade da ressonância cen-
trada em π/2). Interpretamos esta discrepância como
sendo devida a não linearidade do mapa original (em
contrapartida ao mapa linearizado).
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[20] I.M. Corrêa da Silva, M.C. de Sousa, I.L. Caldas, F.B.
Rizzato, R. Pakter and F.M. Steffens, Phys. Lett. E
88, 013101 (2013).


