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Neste trabalho propusemos uma abordagem iterativa analitica em que a evolugdo temporal foi substituida pelo
numero de iteragdes. E para o caso de um sistema massa-mola obtivemos sua velocidade e sua posicdo em funcao
do tempo como somas parciais de séries que convergiram para as fungdes trigonométricas que sdo as solugdes do

oscilador harmoénico simples.
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In this work we propose an analytical iterative approach in which the temporal evolution was replaced by the
number of iterations. And for the case of a mass-spring system we obtained its velocity and its position as a
function of time as partial sums of series that converged to the trigonometric functions that are the solutions of

the simple harmonic oscillator.
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1. Introducao

Muitas vezes o professor em sala de aula tenta convencer
e demonstrar aos seus estudantes que a ciéncia, neste
caso em questao a fisica, é algo em constante evolucéo,
e que as ciéncias naturais buscam a compreensao da
natureza. Essa compreensao baseia-se especificamente
na modelagem dos fendmenos fisicos. Muitos recursos
vem sendo desenvolvidos com o intui-to de avancar no
processo de ensino-aprendizagem [1H4|, principalmente
recursos computacionais [5H9] e experimentais [10H12].
Propoe-se entao neste trabalho, um modelo analitico al-
ternativo para obtencao das fungdes horarias do oscilador
harménico simples (ohs) [22] como recurso didatico, le-
vantando a questao da problematizacao de uma proposta
analitica alternativa as usuais. E importante ressaltar
que o intuito nao é desenvolver um método melhor nem
de mais fécil resolugdo, e sim um método alternativo, no
qual possamos obter as fungdes horarias para o ohs sem
a necessidade de resolvermos diretamente as equagoes
diferencias ou utilizar métodos numéricos ou modelagens
computacionais. A escolha do ohs foi pelo fato de além
do mesmo ser utilizado em uma vasta gama de sistemas
fisicos [13H21], é um problema simples e sua solugdo é
dada em termos de fungoes ele-mentares (equagoes
e ) E devido a isto, é frequentemente abordado em
textos de fisica bésica [22}23]. Uma das maneiras de
resolver o ohs é partindo da Lei de Hooke 23] para obter
suas fungoes hordrias z(t) e v(t). Assim
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mﬁf Y k=0 (1)
d2
ﬁgj +w?zr =0 (2)

a equagao é uma equacao diferencidvel homogénea de
segunda ordem, onde w = % é a frequéncia natural do

sistema massa-mola e sua solugao é do tipo

z(t) = Asen(wt) + B cos(wt) (3)
u(t) = d:fl(tt) = Aw cos(wt) — Bwsen(wt), (4)

onde A e B podem ser determinados pelas condigoes
iniciais 2(0) = x¢ e v(0) = vy, resultando em

x(t) = ?:U—Osen(wt) + xg cos(wt) (5)

v(t) = vo cos(wt) — xowsen(wt). (6)

As equagoes e @ sao as fungoes horarias para o
ohs. Na seca@o a seguir iremos descrever uma abordagem
iterativa analitica para obtermos estas equagbes como
um recurso alternativo.
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2. Abordagem Iterativa para o Oscilador
Harmonico Simples

Vamos considerar aqui um sistema massa-mola classico, e
consideraremos o movimento relativo da massa reduzida
m em um sistema de dois corpos. Em um tempo inicial
tp o sistema tem posicdo inicial zy e velocidade inicial
v, O sistema se propaga livremente em uma trajetoria
retilinea até a sua primeira iteragao subsequente em

t1 =to + At (7)

r1 = 29 + Axg = 2o + v9Aty (8)

onde muda sua velocidade para
V1 = g + AUO. (9)

O sistema segue, novamente, uma trajetoria retilinea
até sua segunda iteracdo em

ty =ty + Aty. (10)
O qual muda sua velocidade para
Vo = V1 + A’Ul. (11)

Assim na enésima iteragao

n—1
th=to+ Y _ At (12)
§=0
n—1
VUp = Up—1 + Avp_1 = vg + Z Aw; (13)
j=0
e
n—1
Ty = Tp—1 +A.Z‘n_1 :I0+ZUjAtj. (14)
j=0

~

O vetor posigdo &, = x,7 , muda continuamente, des-
crevendo uma trajetéria poligonal. Nesta abordagem a
velocidade (momento linear se quisermos dar um trata-
mento semi-cldssico [24]) muda discretamente. As vari-
aveis continuas tempo e posi¢ao entram na descricdo do
movimento como se fossem pardmetros discretos somente
porque esses eventos de iteracao sao nossos pontos de
referéncia para a contagem do tempo. As equagoes e
sao relacoes genéricas validas para qualquer sistema
nao relativistico discreto. Para o ohs considerado aqui é
natural esperarmos que

Apn = —kl’nflAtn,L (15)
Uma vez que, Ap, = mAv, 1 e w = 1/% temos

Av,, = — w221 At (16)
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o qual define nosso ohs discreto. Dentre infinitas possibi-
lidades nés iremos escolher a mais simples matematica-
mente

At, =« (17)

Av, = —aw?z,_1, (18)

onde « é uma constante positiva. As equagoes e
tornam-se entao

n—1
vp = vy — aw? Z zj (19)

=0

n—1
n:x0+a2vj. (20)
§=0

A combinagao recursiva das equacoes e leva a

(5]

Ty = Z(aw)%xS) (21)

s=0

e
(5]

Up = Z(aw)zsvff), (22)
s=0

onde 2 e v sio funcoes polinomiais de z¢ e vo,[5] é

0 maior inteiro em n/2, com

n—1
x»ElO) = Xg —|— Vo Z o = X9 + voan, (23)
J1=0
,07(LO) = — meooﬂ% (24)
n—1j1—1
s) __ (s—1)
-5 e
J1=0j2=0
(6
n—1 j1—1
s s—1
== 3 e, 0
71=0 j2=0

o . - . 5o b .
Ty~ seria a posi¢ao no instante t, se nao houvesse ite-

~ 0 . .
ragao entre tg e t,, enquanto vfl ) seria a velocidade no
instante ¢, se todas n iteragoes forem iguais a primeira;

( ) seria a posicao final se houvesse apenas uma iteracao

neste intervalo de tempo, e assim por diante. Sucessivas
re-iteragoes nas equagoes (25 e (26]) tornam se

J2s—1—1

CUEIED 90 YRl ot
j1=0 j2=0 J2s=0
—171—1 J2s—1—1
= Z Z Y (@0 4 voaas)(27)
1=0j2=0 Jj2s=0
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0
S 1D DD SRR DR
j1=0j2=0 J2s=0
n—1j1—1 J2s—1—1
ST Y (- auta) 25)
j1=0 j2=0 J2s=0

Usando agora jas = (Ji) e a identidade

Tf (2) = (kil) para n > k (29)

Jj=0

(vide Apéndice A), temos

2 = (~1)° (xo (;S) + g <2S7jr 1)) (30)

In ==

X  wwg (231 1)] . (33)

Podemos reescrever as equagoes e da seguinte

forma

20 = 2o fa(ow) + g (0rw) (34)
Uy, = Vo fn QW) — wWTogn (W) (35)
onde
(5] n
olew) = > e (3] 69

e (4,

" ) (37)

s=0
Para n >> 1, entretanto, a seguinte aproximagcao é
valida
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(vide Apéndice B) e entao

(3]

w3

R

n [%] n2s
e (g) m L e

fass1(aw) =

s=0

(5]

SONCUE (2sn+ 1) ~

n2s+1

s=0
“@s 1)
In>>1(Qw) ~ sen(awn). (40)

Os tltimos somatérios das equagoes e sfo somas
parciais das séries representando suas respectivas fungoes
trigonométricas .

Os gréficos destas somas parciais estao mostrados nas
Fig.[1|e Fig. [2] para n = 25, Fig.[3|e Fig. [4| para n = 50
e Fig. [5] e Fig. [6] para n = 100. Observamos nestas
figuras que f,(aw) e g,(cw) convergem inicialmente
para suas respectivas fungoes trigonométricas cos(wt)
e sen(wt) somente para valores de aw << 1, uma vez
que, o mdédulo das amplitudes de oscilagdo de f,(aw) e
gn(0w) sdo muito maiores que um para os demais valores
de aw.

Entretanto, analiticamente os somatérios das equagoes
(39) e podem ser vistos como limites assintéticos

10
5
fMlaw) 0 /\\/
-5
-10
0 0.2 04 0.6 08 1

aw

cos(mt)l
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Figura 1: Amplitude f(aw) (que pode ser interpretada como
% quando vg = 0) e sua respectiva fun¢3o trigonométrica.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, e20180346, 2020



€20180346-4

10
5

slaw) 0 VL
-5
-10

0 02 04 0.6 0.8 |

o
[—— g(aw) sen(ot)|

Figura 2: Amplitude g(aw) (
funcao trigonométrica.

v25 — H
s para vy = 0) e sua respectiva
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Figura 3: Amplitude f(aw) para n = 50 e sua respectiva funcdo
trigonométrica. Vemos claramente que as amplitudes dimi-nuem
para aw maiores quando comparados com n = 25.

quando n — oo em suas respectivas séries finitas de
combinatoriais. E as equagdes (32) e (33) tornam-se
solugbes gerais do ohs.

Ty = @sen(wom) + xg cos(wan) (41)
w
U, = vg cos(wan) — zowsen(wan). (42)

As equagoes (12) e (17)) definem a evolugao tempo-
ral na abordagem iterativa aqui proposta, entretanto,
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Figura 4: Amplitude g(aw) para n = 50 e sua respectiva fun-
¢30 trigonométrica. Assim como para f(aw), as amplitudes
diminuem para cw maiores quando comparados com n = 25.
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Figura 5: Amplitude f(aw) (que pode ser interpretada como
% quando zo = 0) e sua respectiva funcdo trigonométrica.

as solucoes e devem satisfazer duas condicoes
para recuperarmos a solucdo do ohs n >> 1 e awn =
w(t, —tp) << 1. Na mecénica um dos elementos constitu-
tivos é assumir a existéncia de uma lei causal conectando
os diversos estados do sistema . Podemos entéao especi-
ficar an pela reta real (¢ € R,n € N = an € R) ou seja,
é uma coordenada, em que cada valor de an é chamado
de instante de tempo. Consequentemente, as equagoes
e podem ser interpretadas como solugao do ohs.
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Figura 6: Amplitude g(aw) (% para zo = 0) e sua respectiva
func3o trigonométrica.

Devemos destacar que a abordagem aqui proposta é de
iteracao e nao de interagdao fundamental do ponto de
vista fisico.

3. Consideragoes Finais

Neste trabalho, foi proposto uma abordagem iterativa
para a solucdo do ohs com o intuito de mostrar que é
possivel através de um método alternativo ao normal-
mente utilizado obter suas fun¢des horarias. Nao foi nosso
intuito dar uma interpretacao fisica ao método em si, o
estamos considerando apenas como uma ferramenta ma-
tematica. Entretanto esta abordagem pode servir como
base para analisar outros sistemas fisicos, a saber as for-
¢as fundamentais. Nao devemos esquecer,que o potencial
harmonico, embora seja uma ferramenta extremamente
atil em todos os ramos da fisica moderna, nao é em si
uma interacdo fundamental.
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Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:

Apéndice A
Apéndice B
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