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Neste trabalho evidenciamos a importancia da radiacao de ponto-zero para a estabilidade do &tomo
de hidrogénio do ponto de vista classico. Nossos resultados estao baseados em trabalhos anteriores de
T. H. Boyer e trata-se de uma revisio do trabalho por um dos autores [5], que usa eletromagnetismo

classico com a introducao de elementos estocasticos.

We discuss the importance of the zero-point radiation to the stability of the hydrogen atom from a
classical perspective. Our review is based in previous work of Boyer on stochastic electrodynamics

and in works of one of us [5] on the subject.

I Introducao

Consideremos um elétron a temperatura 7' = 0 (por-
tanto sem radiagdo térmica) orbitando em torno de um
préton. Através da férmula de Larmor [1], sabemos que
este elétron emite energia, por ser uma carga acelerada.
Assim, devido a essa perda de energia por unidade de
tempo, intuitivamente o que esperamos é que o elétron
va espiralado assintoticamente até colidir com o ntcleo.
Obviamente, isto é um absurdo, pois sabemos que o
atomo de hidrogénio existe e é explicado satisfatoria-
mente pela Mecanica Quantica.

O objetivo deste trabalho é dar uma descri¢do da
estabilidade do atomo de hidrogenio, de forma que as
leis do eletromagnetismo ainda sejam véalidas, com a in-
troducdo de elementos estocasticos na andlise cldssica.

Para que um modelo cldssico possa descrever o
atomo de hidrogénio, um ingrediente fundamental é
necessario; o estabelecimento da hipétese de que o
elétron absorva uma energia do meio fisico. Esta ener-
gia, proposta primordialmente por Planck e bastante
discutida na década de 70 por T. H. Boyer (vide por
exemplo[2]), estabeleceria entdo a possibilidade de exis-
téncia de um raio estavel para a érbita do elétron no
atomo de de hidrogénio.

Neste artigo, pretendemos descrever em detalhes,
baseados nos trabalhos de T. H. Boyer [2],[3],[4] e
principalmente em [5], a obtencdo deste raio através
da eletrodinamica estocastica com um ferramental
matematico adequado a alunos de graduacao de um

curso de Fisica.

Concluiremos, fazendo uma conexdo com a
Mecanica Quantica, que este raio é exatamente o raio
de Bohr, desde que admitamos a existéncia, no vacuo,
de uma radiacdo aleatéria atérmica de densidade espec-

tral
3

po(w) = aw
com a = h/2m%c3, onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo
e w a frequéncia da radiagao.

Para isso, o artigo segue este passo; na seccao II,
faremos uma breve deducao da poténcia de Larmor;
na seccao III, apresentamos uma modelagem estatistica
para a radiacao de cavidade.

Nessa direcdo sdo considerados campos eletro-
magnéticos oscilantes, onde as fases sdo varidveis
aleatdrias. A secao termina com uma expressao fechada
para a poteéncia absorvida por um oscilador como
funcdo da densidade espectral associada & radiacdo
térmica aleatdria.

Finalmente, na seccdo IV, definimos a radiacdo de
ponto-zero através de uma redefinicdo das flutuacoes
térmicas e determinamos o raio de equilibrio assim
como sua estabilidade, mostrando que ele é exatamente

o raio de Bohr:
hQ
Pog = —.
77 me?

Nao hé na literatura, no nosso entender, um texto
dirigido para este resultado com o enfoque didatico que
aqui é apresentado. Cabe ressaltar que a relevincia
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deste trabalho reside principalmente em fazer uma
revisdo da Ref. [5], ‘lapidando’ os resultados au-
xiliares necessarios, com detalhes suficientes tal que
alunos de graduacao possam entender a importancia
da eletrodinamica estocdstica para a questao do atomo
de hidrogénio. Isso também pode ser visto como uma
forma para que professores de graduacido possam en-
riquecer as aulas de eletromagnetismo usando um fato
importantissimo em Fisica, que é a compreensao de
fenomenos aleatérios. Trata-se de um exemplo nao tri-
vial de aplicar conceitos estocdsticos simples no Eletro-
magnetismo Cléssico, disciplina extremamente impor-
tante na graduacdo em Fisica, obtendo-se um dos re-
sultados essenciais da Mecanica Quantica que é o raio
de Bohr, além da conclusao da sua estabilidade.

II A Poténcia Irradiada por uma
carga acelerada: conceitos
basicos.

Um fendmeno bastante conhecido é que, quando uma
carga ¢ acelerada, ela emite radiacao. Esta radiacao é
quantificada em termos da poténcia emitida pela carga
acelerada.

Faremos, a seguir, uma breve deducdo da poténcia
emitida por uma carga acelerada, para o caso em que a
velocidade da particula é muito pequena quando com-
parada com a da luz (v << ¢), o que constitui o limite
classico nao relativisitico.

Consideremos os campos de aceleracao elétrico e
magnético, aproximados no caso onde v << ¢ (vide
por exemplo [1]):

= € ., S
Ea = W[TX(T'XG)]
Ea _ FXEQ

r

onde ¢ é a velocidade da luz, e é a carga elementar, @ é
a aceleracéo e 7 é a posicdo de observagéo.

Usando a identidade vetorial A x (é X 6_") =
B (/_f 6_") -d (/T E), podemos concluir que

ea?

Eg = BVI) sin2 0
ctr
onde # é o angulo entre os vetores 7 e @.
A porcao do vetor de Poynting que contribui para a
radiacao, em unidades de energia por unidade de tempo

e por unidade de volume, é
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4 4 %r

c ., €%a®sin’@
=—FEn= R

4 d7ed r

O elemento de drea de uma casca esférica, em co-
ordenadas esféricas, é dA = r?sinfdfdy de modo que
a poteéncia irradiada por unidade de area é dada pelo
modulo do vetor de Poynting:

e2a? sin® 0

=7
dmed  r2

e através desta expressdo, em termos de angulo sélido
(dQ2 = sin #dOdy); podemos escrever que poténcia emi-
tida na direcao 6 é:

dP _ e*a?
dQ ~ 4wcd

sin? @

Integrando sobre toda a superficie esférica, e
sendo a aceleracdo centripeta do elétron no atomo de
hidrogénio, dada por a = €?/mr?, temos

P = £% [Tsin®fde

2c3

86

2
3 m2¢3rt ¢

Logo

2 €8 1
3m2c3rt (1)

Nesta expressao, Pr,qrmor € definida como a poténcia
de Larmor e representa qual é a poténcia emitida (ou
dissipada) por uma carga acelerada que realiza uma
orbita circular em um &tomo de hidrogénio no limite
classico.

P = PLarmor =

III Propriedades Estatisticas da
Radiacao de Cavidade

III.1 Um Modelo para a Radiacao de
Cavidade

Como hipétese desse modelo, vamos representar
nossa radiacdo em uma cavidade associando a cada
ponto do espaco um campo elétrico aleatdrio e oscilante
total dado pela soma (superposicio) dos vérios campos
parciais EE(F, t):
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II1.2 O Método de Einstein - Hopf

com a relacdo de dispersdao w = ck. Aqui ar (E) é a
amplitude de cada campo parcial cujo vetor de onda é

k, a uma dada temperatura 7T'.
-
As duas possiveis polarizagoes associadas a cada k

sdo 5(13, 1) e 5(12, 2) . A aleatoriedade reside no fato
de considerarmos as fases 0,3 , como sendo variaveis

aleatérias estatisticamente inaependentes e uniforme-
mente distribuidas no intervalo [0, 2x].

Nesta subseccao, descreveremos o que se denomi-
na por método de Einstein - Hopf, a fim de obter

uma, férmula fechada para ar (E) . A média nas fases

aleatérias das componentes z e y de E ¢ identicamente
nula (veja equagao 2)

2 27
1 7 7o
(Ey) = (Ey) = P Z Z ar&y(k,\) / cos (k‘ ST —wt + 914,7)\) dfr =0 (3)
k A=1 0

pois a integral de uma funcao periédica em todo seu periodo é nula. A soma sobre o indice k, deve ser entendida

como uma soma sobre o vetor k (apenas uma simplifica¢do de notagéo).
- ~
Fazendo z = k - 7 — wt, na equacdo (3) e observando que

2m 2
f Cos (Z + Hk,)\) dak)‘ f COSs (ZI —+ ek,’)\’) da
0 0

concluimos:

—
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Como a polarizagdo é um versor,

)\22:1 ¢ (E, )\) =1+1=2;logo:

temos que

(B%) =" a3 () 4)

k

Do eletromagnetismo extraimos a informacao de que
a densidade média de energia de uma onda de ra-

., (F2)+(B2) 2 2
diagao ¢é 3 - ~———=L, onde (EI> = <Bz> para uma
onda no vicuo, onde aqui F, é a componente x do
campo elétrico, e B, a respectiva componente do campo
magnético associado a onda eletromagnética. Logo, se

a densidade espectral na cavidade é p(w,T), identifi-

kN

2T
= O Orn f dﬁk)\ cos> (Z+0k,,\)
0

1
= 50k Oxn

Ccamos:

% (E2) = % - / plw, T)dw (5)

Conforme é mostrado por Boyer [3], a decomposigdo

de Fourier (ver equacao 2) é tal que Y — %{; [ &3k,
k

onde V é um volume caracteristico. Este volume sera
eliminado mais adiante. Da equagdo (4) vem:

(E?) = %3‘]‘@%1(&))d3k
= 4r ‘;)3 [ ka3 (w)dk
0

(2

-
(2mc)®

(E?) = 4r /wQa%’(w)dw (6)
0
Comparando-se (6) com (5) tem-se que:

(2n¢)* p(w, 7]

ar(w) = [ w2V
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IT1.3 Oscilador harmoénico em equilibrio
com a radiacao térmica aleatéria

Mostra-se que a componente z da forca de radiacio®

é dada por
262 .
38"
(para uma demonstracdo desta férmula vide por
exemplo[1]).

Assim, escrevemos a segunda lei de Newton de
um oscilador harmoénico em equilibrio com a radiacdo
térmica:

- R

.o 2
ZIZ——wOCU-Fgc—B

[—
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Em primeira aproximacdo temos que Z=
—wir =7= —wli. Logo, desse resultado em (8) obte-

mos

i:—%x—7ﬁ+%Eﬂﬂ 9)

onde v = gec‘;’g. Sendo que
2

Ez:%zk:/\z:anm (k /\)COS(E r—wt+0k,\) ,
=1

(10)
por substituicdo direta demonstra-se facilmente que

—iwt+0k,,\] exp [E-F—iwt—l—ﬂk,)\]]

SUREES 3 ITA(FY

kE =1

2

é solucdo de (9), onde D(w) —iyw e D* seu

complexo conjugado.

— 2
=wj —w

II1.4 Poténcia média absorvida por um
oscilador sob radiacao térmica aleatdria

Nosso objetivo agora é obter a poténcia absorvida
por um oscilador harmonico. Como estamos li-
dando com grandezas estocasticas, estamos interessa-

[I—

D(w)

" D*(w) J

dos na poténcia média. Podemos nos convencer facil-
mente de que a poténcia média absorvida por um os-
cilador harmonico, diante das grandezas ji previamente
definidas é

Pops = (ZeE, + yeEy) .

Assim de (11) pode-se concluir que

2 exp[E- —iwt—l—ﬂk)\] exp[E-F—iwt+0k,\]
e s s
= — kyA) | —i ] 12
D= g 2 2 arée (F )[ “" D) ) (12)
E desta forma X
2
e
Pops = . Z Z Z ar(w)ar(w')€:&, (f (W, 0’y Ok,x, 0kr,1)) (13)
Mo A= W =1
com
exp [E-F—iwt+0k,>\] exp [E-F—iwt—l—Gk,)\]
(fy = —iw D) + iw D ()
. (exp [lg’ CF— W't + 0k/,>\r] + exp [— 4 W't — 0k17>\/])>
Percebemos que, no calculo de (f), aparecem as seguintes integrais:
27 27
<6i9k_)\ei9k/‘kl > — (14)

(2r)”

IEscolhemos z sem nenhuma perda de generalidade.

/J%W%A/J%NMMX:Q
0

0
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e, conseqlientemente

<ei9k‘)\67i9kl‘>\l > —

Assim, de (13), com o auxilio de (14) e (15), obte-
mos que

2

Py = Qe_m Z Z a%"’ 52 ’yw (16)
k

= OJ _w2) +'72CU2

No apéndice deste texto, é provado que

- - kik;
> &ilk g (R, N) = by — =57 (17)
A=1
Em posse deste fato, escrevemos
2 ) k‘2
> Gk =1-:% (18)

A=1
Substituindo-se (16) em (18), conclui-se
2

k2 Yw
£ (- 8)

o —w?)” +77w?

(19)
Observando que
k2 + k2 + k2
/ 2 ¥ 240 = / dQ = 4w
52
temos por simetria que f = 5£d0 = am.
Assim, usando o procedimento Zk: - # [ &Pk e

com w = kc de (19), concluimos

8e? V 1
3

8¢ e
S G dw  (20)

(@ —w?)” + 72w

abs —

Substituindo (7) em (20), temos

o0
2
Pabs = §ﬂ62/ u p(u;, T) dw (21)
3m ) (W2 — w?)” + y2w?

Expandindo p(w,T) em torno da frequéncia wp,
onde p tem um maximo pronunciado, p s6 deve con-
tribuir numa pequena vizinhanca de wp, e em primeira
aproximacao temos que p(w,T) =~ p(wo,T). Supondo
também que o integrando varie lentamente na regiao
de ressonancia, temos que

T 2 17 1
w
dw =~ —/ dw
0/ @ —w?)’ +72w? A4S (w0 —w)® + (7/2)?

QW)z [fdG] =1, se k'=k e A=X

0, se K#k e XANX
2

(15)

Fazendo-se a mudanca de varidveis wyp — w = —17,
e sabendo-se que wy > v tem-se:

o0
2
W du o~ L 2 _d
P w ~ 5 5 €T
{(wgfup) +v2w?2 2y 71‘)0 z2+1
Yy
17
Ny I mde
— 00
el

Ap6s todas essas consideracoes a equagao (21) toma

a forma )

47
Pups = 5E62p(w07 T) (22)

IV A radiacao de ponto-zero e a
formula de Planck para o es-
pectro do corpo negro.

IV.1 A Lei de Wien, e o surgimento da
radiagao de ponto-zero

A lei de Wien, que é baseada em argumentos fisicos
puramente cldssicos, pode ser formulada através da
seguinte férmula para densidade espectral:

p(w,T) = *® (/)

onde ® (w/T) tem a unica exigéncia de ser uma fungao
derivavel. Desta equacdo nés conseguimos derivar facil-
mente a equacao de Fermi:
ap ap
T—=3p—w—
oar ~ " “ow
Para T" = 0, encontramos duas possiveis solugdes
para esta equacdo: uma trivial pg(w) = 0 e a outra
po(w) = aw3. Podemos postular que, na cavidade, a
densidade espectral total é

p(,T) = aw® + pr(w)
onde pr(w) tem origem térmica e po(w) = aw® é a
chamada radiacdo de ponto-zero de forma que quando
T=0:
p(w, T =0)=py(w) = aw?;
e entao s6 radiacao de ponto-zero é que existe. Assim,
a temperatura nula, conclui-se de (22) que

4 2
Pus(T=0)= ST

3 (23)
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A constante a serd fixada mais adiante por com-
paracdo com dados experimentais.

IV.2 Deducao classica do espectro de
corpo negro

Usando-se exatamente os mesmos argumentos em-
pregados para calcular (ezE,), obtém-se

4 o0

9 me?

(z%) =3 3mz? (wo, T / 20 +72w2dw
0

da mesma maneira como feito no caso de (ezFE.,).
Analogamente, fazendo a mudanca de varidveis wo—w =
—3F, e sendo que wp > v tem-se

<m2> 4 e’ mp(wo, T)
3m?2  2ywd

Sendo a energia média dada por

(€)= 3m (%) + 1 ()

visto que (11) e (12) implicam que (&%) = wi (z?).
Como (g) = kT, concluimos que
2.3
woc’ p(wo, T
<8> — p(2 0 ) = kT
Wo
Notemos que, sem energia de ponto-zero, nés temos
uma determinada definicdo de temperatura, ou de flu-
tuacao térmica, dada pela equacao diferencial

9(e) 2
kT2 =
57 = (€)
com (¢) = kT. Com a radiagdo de ponto-zero, temos
que redefinir a flutuagdo total em (¢) de forma que

s (24)

com

n2c3

(€) = T o + pr(ea)]

= (o) +(er)  (25)

onde (gg) = 723 awy.

Usando o resultado da integral:

1 1
— dr=-—1
/a2 — b2z da 2ab n( >

obtemos da equagao (24), apds sua integracdo, que
1 1
th oy (1)
kT 2(eo) (e) — (=0)

onde A é uma constante de integracdo. No limite
T — 00, (g) > (g9) ¢ A = 0. Obtém-se, entio

a+ bx
a—br
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2

(e) = (e0) 1+W

Conclui-se deste resultado e da equagdo (25), uma
expressao para densidade espectral

3
2auwg

exp [Qﬂ C;wo] _ 1’

pr(wo) =

que, quando comparada com a formula da radiacdo de
Planck da mecanica quantica, a saber

pr(w) = 77:2—?(?11) )

€ek

fornece a relacao que conecta a constante o com a cons-
tante de Planck:

mlPa="h.

Assim, da equacdo (23), escrevemos a férmula
explicita da poténcia absorvida a temperatura nula
como funcdo da constante de Planck

he®
3 m5/206379/2

[\

Pabs (T = 0) ~ (26)

onde? foi feito w? = ?/mr?

IV.3 Raio de equilibrio do atomo de
hidrogénio via mecanica classica

A energia total do elétron no dtomo de hidrogénio
é dada por

62

=K+V=——
€ + o

A poténcia total deste sistema é a taxa de variagdo
da energia pelo tempo, isto é, a poténcia total, que ¢é a
diferenca entre a poténcia absorvida e a poténcia dissi-
pada (de Larmor). Assim, de acordo com as equagoes
(1) e(26),aT =0:

d 2
dt (_%) = Pabs

2_S [ h___4
- 3 m2c3rd e(mr)1/2 )

- PLarmor

obtendo a equacdo diferencial

2r2 3 m2c3rd

et 2 €f h
e (mr

el 1] (27)

Exigindo que = 0 nesta equacao determinamos o
raio de equilibrio

2Isto é obtido facilmente igualando-se a forca centripeta com a forca coulombiana entre o elétron e o préton no 4tomo de hidrogénio.
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h2

Teg = —

T me?
observando-se que este raio é exatamente o raio de
Bohr. A solugdo exata da equagao (27) fornece uma
6rbita espiral conforme foi recentemente discutido [5,6].
Vamos mostrar que esse raio é estavel. Os com-
portamentos assintéticos de P,ps € Prormor para r

~ 1 1 .
grande(r — 00), sd0 —575 e 7z respectivamente. Isso
nos remete as condicoes:

dPLarmor <0 e dQPLarmor

0
dr dr? >

dPabs <0 e dQPabs
dr dr?
E com isso podemos dizer que ambas as funcoes
Prormor € Pups decrescem com concavidade voltada
para baixo. Entdo, com isso, podemos concluir que
se r > Teq, Prarmor > Paps, 0 €létron perde energia, e
a tendéncia é retornar ao raio de equilibrio. Analoga-
mente para r < Teq, Prarmor < Paps, 0 elétron ganha
energia, e a tendéncia é retornar ao raio de equilibrio.
Concluimos que o raio de equilibrio é estdvel mesmo a
temperatura nula. E bastante instrutivo comparar esta
discussao classica da estabilidade do 4tomo com aquela
vélida na Eletrodindmica Quantica [7]. Conforme dis-
cutido nas referéncias [5] e [7] vemos que é precisamente
a radiacdo de ponto-zero do vacuo a fonte de energia
responsavel pela estabilidade do estado fundamental de
sistemas microscépicos.

>0

V Apéndice.

V.1 Dedugao da férmula (17)

Vamos associar £(k, 1) = €5, £(k,2) — €p, € k-
kéy num sistema de coordenadas polares. Consideremos
dois casos e outros podem ser obtidos por analogia.

Casol (i=j=n1x)

- =

(k1)
& (k1) &k, 1) - &, €-€; = sinfcosyp
&(k,2) = £k2) -6 €6 = —sing
Portanto

2
Z £ (E, ) = sin® 6 cos? ¢ + sin’ ¢
A=1

Por outro lado

kyky k? cos? 6 cos?
2 =1- cosk2c0s sOzsin2g0-|-sin29(:os2g0

511

De forma que podemos concluir para este caso que

2
- kyk,
E fi(kaA) = 611 - L2
A=1

Caso 2 (i==z, j=y,comz #Yy)

fm(E,l) sin € cos ¢
EI(E,Q) = —singy
Ey(E,l) = sinfsinp
fy(E,Q) Cos ¢

Portanto

2
Z & (K, A)fy(E, \) = —singcos @ cos? f
A=1

Por outro lado d,, = 0, e portanto

ko k
Ouy — % = —cos’fsinpcosy .

2 - -
Com isso concluimos que Y & (k, A&y (K, A) = 0gy —
A=1

ko k 1A -
k;’ 0s outros casos sdo idénticos.
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