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The hydrogen atom stability after the Stochastic Electrodynamics

Roberto da Silva1, Humberto M. Fran�ca2

Universidade de S~ao Paulo
1Faculdade de Filoso�a Ciências e Letras de Ribeir~ao Preto

Departamento de F��sica e Matem�atica Ribeir~ao Preto, SP, Brasil
2 Inst��tuto de F��sica, Departamento de F��sica Matem�atica, S~ao Paulo, SP, Brasil

Recebido em 18 de dezembro, 2001. Aceito em 21 de janeiro, 2002.

Neste trabalho evidenciamos a importância da radia�c~ao de ponto-zero para a estabilidade do �atomo
de hidrogênio do ponto de vista cl�assico. Nossos resultados est~ao baseados em trabalhos anteriores de
T. H. Boyer e trata-se de uma revis~ao do trabalho por um dos autores [5], que usa eletromagnetismo
cl�assico com a introdu�c~ao de elementos estoc�asticos.

We discuss the importance of the zero-point radiation to the stability of the hydrogen atom from a
classical perspective. Our review is based in previous work of Boyer on stochastic electrodynamics
and in works of one of us [5] on the subject.

I Introdu�c~ao

Consideremos um el�etron �a temperatura T = 0 (por-
tanto sem radia�c~ao t�ermica) orbitando em torno de um
pr�oton. Atrav�es da f�ormula de Larmor [1], sabemos que
este el�etron emite energia, por ser uma carga acelerada.
Assim, devido a essa perda de energia por unidade de
tempo, intuitivamente o que esperamos �e que o el�etron
v�a espiralado assintoticamente at�e colidir com o n�ucleo.
Obviamente, isto �e um absurdo, pois sabemos que o
�atomo de hidrogênio existe e �e explicado satisfatoria-
mente pela Mecânica Quântica.

O objetivo deste trabalho �e dar uma descri�c~ao da
estabilidade do �atomo de hidrôgenio, de forma que as
leis do eletromagnetismo ainda sejam v�alidas, com a in-
trodu�c~ao de elementos estoc�asticos na an�alise cl�assica.

Para que um modelo cl�assico possa descrever o
�atomo de hidrogênio, um ingrediente fundamental �e
necess�ario; o estabelecimento da hip�otese de que o
el�etron absorva uma energia do meio f��sico. Esta ener-
gia, proposta primordialmente por Planck e bastante
discutida na d�ecada de 70 por T. H. Boyer (vide por
exemplo[2]), estabeleceria ent~ao a possibilidade de exis-
tência de um raio est�avel para a �orbita do el�etron no
�atomo de de hidrogênio.

Neste artigo, pretendemos descrever em detalhes,
baseados nos trabalhos de T. H. Boyer [2],[3],[4] e
principalmente em [5], a obten�c~ao deste raio atrav�es
da eletrodinâmica estoc�astica com um ferramental
matem�atico adequado a alunos de gradua�c~ao de um

curso de F��sica.
Concluiremos, fazendo uma conex~ao com a

Mecânica Quântica, que este raio �e exatamente o raio
de Bohr, desde que admitamos a existência, no v�acuo,
de uma radia�c~ao aleat�oria at�ermica de densidade espec-
tral

�0(!) = �!3

com � = ~=2�2c3, onde c �e a velocidade da luz no v�acuo
e ! a frequência da radia�c~ao.

Para isso, o artigo segue este passo; na sec�c~ao II,
faremos uma breve dedu�c~ao da potência de Larmor;
na sec�c~ao III, apresentamos uma modelagem estat��stica
para a radia�c~ao de cavidade.

Nessa dire�c~ao s~ao considerados campos eletro-
magn�eticos oscilantes, onde as fases s~ao vari�aveis
aleat�orias. A se�c~ao termina com uma express~ao fechada
para a potência absorvida por um oscilador como
fun�c~ao da densidade espectral associada �a radia�c~ao
t�ermica aleat�oria.

Finalmente, na sec�c~ao IV, de�nimos a radia�c~ao de
ponto-zero atrav�es de uma rede�ni�c~ao das 
utua�c~oes
t�ermicas e determinamos o raio de equil��brio assim
como sua estabilidade, mostrando que ele �e exatamente
o raio de Bohr:

req =
~
2

me2
:

N~ao h�a na literatura, no nosso entender, um texto
dirigido para este resultado com o enfoque did�atico que
aqui �e apresentado. Cabe ressaltar que a relevância
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deste trabalho reside principalmente em fazer uma
revis~ao da Ref. [5], `lapidando' os resultados au-
xiliares necess�arios, com detalhes su�cientes tal que
alunos de gradua�c~ao possam entender a importância
da eletrodinâmica estoc�astica para a quest~ao do �atomo
de hidrogênio. Isso tamb�em pode ser visto como uma
forma para que professores de gradua�c~ao possam en-
riquecer as aulas de eletromagnetismo usando um fato
important��ssimo em F��sica, que �e a compreens~ao de
fenômenos aleat�orios. Trata-se de um exemplo n~ao tri-
vial de aplicar conceitos estoc�asticos simples no Eletro-
magnetismo Cl�assico, disciplina extremamente impor-
tante na gradua�c~ao em F��sica, obtendo-se um dos re-
sultados essenciais da Mecânica Quântica que �e o raio
de Bohr, al�em da conclus~ao da sua estabilidade.

II A Potência Irradiada por uma

carga acelerada: conceitos

b�asicos.

Um fenômeno bastante conhecido �e que, quando uma
carga �e acelerada, ela emite radia�c~ao. Esta radia�c~ao �e
quanti�cada em termos da potência emitida pela carga
acelerada.

Faremos, a seguir, uma breve dedu�c~ao da potência
emitida por uma carga acelerada, para o caso em que a
velocidade da part��cula �e muito pequena quando com-
parada com a da luz (v << c), o que constitui o limite
cl�assico n~ao relativ��sitico.

Consideremos os campos de acelera�c~ao el�etrico e
magn�etico, aproximados no caso onde v << c (vide
por exemplo [1]):

~Ea =
e

c2r2
[~r � (~r � ~a)]

~Ba =
~r � ~Ea

r

onde c �e a velocidade da luz, e �e a carga elementar, ~a �e
a acelera�c~ao e ~r �e a posi�c~ao de observa�c~ao.

Usando a identidade vetorial ~A �
�
~B � ~C

�
=

~B
�
~A � ~C

�
� ~C

�
~A � ~B

�
, podemos concluir que

E2
a =

e2a2

c4r2
sin2 �

onde � �e o ângulo entre os vetores ~r e ~a.
A por�c~ao do vetor de Poynting que contribui para a

radia�c~ao, em unidades de energia por unidade de tempo
e por unidade de volume, �e

~Sa =
c

4�

�
~Ea � ~Ba

�
=

c

4�
E2
a

~r

r

=
c

4�
E2
a~n =

e2a2

4�c3
sin2 �

r2
~n

O elemento de �area de uma casca esf�erica, em co-
ordenadas esf�ericas, �e dA = r2 sin �d�d' de modo que
a potência irradiada por unidade de �area �e dada pelo
m�odulo do vetor de Poynting:

Sa =
e2a2

4�c3
sin2 �

r2

e atrav�es desta express~ao, em termos de ângulo s�olido
(d
 = sin �d�d'); podemos escrever que potência emi-
tida na dire�c~ao � �e:

dP

d

=

e2a2

4�c3
sin2 �

Integrando sobre toda a superf��cie esf�erica, e
sendo a acelera�c~ao centr��peta do el�etron no �atomo de
hidrogênio, dada por a = e2=mr2, temos

P = e2a2

2c3

R �
0
sin3 �d�

= 2
3

e6

m2c3r4 :

Logo

P � PLarmor =
2

3

e6

m2c3r4
: (1)

Nesta express~ao, PLarmor �e de�nida como a potência
de Larmor e representa qual �e a potência emitida (ou
dissipada) por uma carga acelerada que realiza uma
�orbita circular em um �atomo de hidrogênio no limite
cl�assico.

III Propriedades Estat��sticas da

Radia�c~ao de Cavidade

III.1 Um Modelo para a Radia�c~ao de
Cavidade

Como hip�otese desse modelo, vamos representar
nossa radia�c~ao em uma cavidade associando a cada
ponto do espa�co um campo el�etrico aleat�orio e oscilante
total dado pela soma (superposi�c~ao) dos v�arios campos

parciais ~E~k(~r; t):
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~E(~r; t) =
X
k

~E~k(~r; t) =
X
k

2X
�=1

aT

�
~k
�
~�
�
~k; �

�
cos

�
~k � ~r � !t+ �~k;�

�
; (2)

d

com a rela�c~ao de dispers~ao ! = ck. Aqui aT

�
~k
�
�e a

amplitude de cada campo parcial cujo vetor de onda �e
~k, a uma dada temperatura T .

As duas poss��veis polariza�c~oes associadas a cada ~k

s~ao ~�
�
~k; 1

�
e ~�

�
~k; 2

�
: A aleatoriedade reside no fato

de considerarmos as fases �~k;� como sendo vari�aveis
aleat�orias estatisticamente independentes e uniforme-
mente distribu��das no intervalo [0; 2�].

III.2 O M�etodo de Einstein - Hopf

Nesta subsec�c~ao, descreveremos o que se denomi-
na por m�etodo de Einstein - Hopf, a �m de obter

uma f�ormula fechada para aT

�
~k
�
. A m�edia nas fases

aleat�orias das componentes x e y de ~E �e identicamente
nula (veja equa�c~ao 2)

c

hExi = hEyi �
1

2�

X
k

2X
�=1

aT �y(~k; �)

2�Z
0

cos
�
~k � ~r � !t+ �k;�

�
d�k;� = 0 (3)

pois a integral de uma fun�c~ao peri�odica em todo seu per��odo �e nula. A soma sobre o ��ndice k, deve ser entendida
como uma soma sobre o vetor ~k (apenas uma simpli�ca�c~ao de nota�c~ao).

Fazendo z =
�!
k � �!r � !t, na equa�c~ao (3) e observando que

2�R
0

cos (z + �k;�) d�k;�
2�R
0

cos (z0 + �k;0�0) d�k0;�0 = Ækk0 Æ��0
2�R
0

d�k;� cos
2 (z + �k;�)

= 1
2Ækk0 Æ��0

d

conclu��mos:



E2
�

= 1
2

P
k

2P
�=1

P
k0

2P
�0=1

aT

�
~k
�
aT

�
~k0
�
~� ~��0Ækk0 Æ��0

= 1
2

P
k

2P
�=1

a2T

�
~k
�
�2
�
~k; �

�
:

Como a polariza�c~ao �e um versor, temos que
2P

�=1

�2
�
~k; �

�
= 1+ 1 = 2; logo:



E2
�
=
X
k

a2T

�
~k
�

(4)

Do eletromagnetismo extra��mos a informa�c~ao de que
a densidade m�edia de energia de uma onda de ra-

dia�c~ao �e 3 �
hE2

xi+hB
2

xi
8� , onde



E2
x

�
=


B2
x

�
para uma

onda no v�acuo, onde aqui Ex �e a componente x do
campo el�etrico, e Bx a respectiva componente do campo
magn�etico associado �a onda eletromagn�etica. Logo, se
a densidade espectral na cavidade �e �(!; T ), identi�-

camos:

3

4�



E2
x

�
=



E2
�

4�
=

1Z
0

�(!; T )d! (5)

Conforme �e mostrado por Boyer [3], a decomposi�c~ao
de Fourier (ver equa�c~ao 2) �e tal que

P
k

! V
(2�)3

R
d3k,

onde V �e um volume caracter��stico. Este volume ser�a
eliminado mais adiante. Da equa�c~ao (4) vem:


E2
�

= V
(2�)3

R
a2T (!)d

3k

= 4� V
(2�)3

1R
0

k2a2T (!)dk

Como k = !
c , temos



E2
�
= 4�

V

(2�c)
3

1Z
0

!2a2T (!)d! (6)

Comparando-se (6) com (5) tem-se que:

aT (!) =

"
(2�c)3 �(!; T )

!2V

#1=2
(7)
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III.3 Oscilador harmônico em equilibrio
com a radia�c~ao t�ermica aleat�oria

Mostra-se que a componente x da for�ca de radia�c~ao1

�e dada por

Fr �
2

3

e2

c3
:::
x;

(para uma demonstra�c~ao desta f�ormula vide por
exemplo[1]).

Assim, escrevemos a segunda lei de Newton de
um oscilador harmônico em equil��brio com a radia�c~ao
t�ermica:

�x = �!2
0x+

2

3

e2

c3
:::
x +

e

m
Ex(t): (8)

Em primeira aproxima�c~ao temos que
:::
x=

�!2
0x )

:::
x= �!2

0 _x. Logo, desse resultado em (8) obte-
mos

�x = �!2
0x� 
 _x+

e

m
Ex(t) (9)

onde 
 � 2
3
e2!2

0

c3 . Sendo que

Ex =
1

2�

X
k

2X
�=1

aT �x

�
~k; �

�
cos

�
~k � ~r � !t+ �k;�

�
;

(10)
por substitui�c~ao direta demonstra-se facilmente que

c

x(t) =
e

2m

X
k

2X
�=1

aT �x

�
~k; �

�24exp
h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D(!)

+
exp

h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D�(!)

3
5 (11)

d

�e solu�c~ao de (9), onde D(!) = !2
0 � !2 � i
! e D� seu

complexo conjugado.

III.4 Potência m�edia absorvida por um
oscilador sob radia�c~ao t�ermica aleat�oria

Nosso objetivo agora �e obter a potência absorvida
por um oscilador harmônico. Como estamos li-
dando com grandezas estoc�asticas, estamos interessa-

dos na potência m�edia. Podemos nos convencer facil-
mente de que a potência m�edia absorvida por um os-
cilador harmônico, diante das grandezas j�a previamente
de�nidas �e:

Pabs = h _xeEx + _yeEyi :

Assim de (11) pode-se concluir que

c

_x(t) =
e

2m

X
k

2X
�=1

aT �x

�
~k; �

�24�i! exp
h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D(!)

+ i!
exp

h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D�(!)

3
5 : (12)

E desta forma

Pabs =
e2

4m

X
k

2X
�=1

X
k0

2X
�0=1

aT (!)aT (!
0)�x�

0
x hf (!; !

0; �k;�; �k0;�0)i (13)

com

hfi =

*0@�i! exp
h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D(!)

+ i!
exp

h
~k � ~r � i!t+ �k;�

i
D�(!)

1
A �

�
�
exp

h
~k0 � ~r � i!0t+ �k0;�0

i
+ exp

h
�~k0 � ~r + i!0t� �k0;�0

i�E
Percebemos que, no c�alculo de hfi, aparecem as seguintes integrais:



ei�k;�ei�k0;�0

�
=

1

(2�)
2

2�Z
0

ei�k;�d�k;�

2�Z
0

ei�k0;�0 d�k0;�0 = 0; (14)

1Escolhemos x sem nenhuma perda de generalidade.
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e, conseq�uentemente



ei�k;�e�i�k0;�0

�
=

8<
:

0; se k0 6= k e � 6= �0

1
(2�)2

�
2�R
0

d�

�2
= 1; se k0 = k e � = �0

: (15)

d

Assim, de (13), com o aux��lio de (14) e (15), obte-
mos que

Pabs =
e2

2m

X
k

2X
�=1

a2T (!)�
2
x


!2

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

(16)

No apêndice deste texto, �e provado que

2X
�=1

�i(~k; �)�j(~k; �) = Æij �
kikj
k2

: (17)

Em posse deste fato, escrevemos

2X
�=1

�2x(k; �) = 1�
k2x
k2

(18)

Substituindo-se (16) em (18), conclui-se

Pabs =
e2

m

X
k

a2T (!)

�
1�

k2x
k2

�

!2

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

(19)
Observando queZ

k2x + k2y + k2z
k2

d
 =

Z
d
 = 4�

temos por simetria que
R k2x

k2 d
 = 4
3�:

Assim, usando o procedimento
P
k

! V
(2�)3

R
d3k e

com ! = kc de (19), conclu��mos

Pabs =
8

3

e2

m

V

(2�)
3

�

c3

1Z
0


!4a2T (!)

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

d! (20)

Substituindo (7) em (20), temos

Pabs =
8

3

�


m
e2

1Z
0

!2�(!; T )

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

d! (21)

Expandindo �(!; T ) em torno da frequência !0,
onde � tem um m�aximo pronunciado, � s�o deve con-
tribuir numa pequena vizinhan�ca de !0, e em primeira
aproxima�c~ao temos que �(!; T ) � �(!0; T ). Supondo
tamb�em que o integrando varie lentamente na regi~ao
de ressonância, temos que

1Z
0

!2

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

d! �
1

4

1Z
0

1

(!0 � !)2 + (
=2)2
d!

Fazendo-se a mudan�ca de vari�aveis !0 � ! = �
x
2 ,

e sabendo-se que !0 � 
 tem-se:

1R
0

!2

(!2

0
�!2)

2
+
2!2

d! � 1
2
2

1R
�2!0





x2+1dx

� 1
2


1R
�1

1
x2+1dx

= �
2


Ap�os todas essas considera�c~oes a equa�c~ao (21) toma
a forma

Pabs =
4

3

�2

m
e2�(!0; T ) (22)

IV A radia�c~ao de ponto-zero e a

f�ormula de Planck para o es-

pectro do corpo negro.

IV.1 A Lei de Wien, e o surgimento da
radia�c~ao de ponto-zero

A lei de Wien, que �e baseada em argumentos f��sicos
puramente cl�assicos, pode ser formulada atrav�es da
seguinte f�ormula para densidade espectral:

�(!; T ) = !3� (!=T )

onde � (!=T ) tem a �unica exigência de ser uma fun�c~ao
deriv�avel. Desta equa�c~ao n�os conseguimos derivar facil-
mente a equa�c~ao de Fermi:

T
@�

@T
= 3�� !

@�

@!

Para T = 0, encontramos duas poss��veis solu�c~oes
para esta equa�c~ao: uma trivial �0(!) = 0 e a outra
�0(!) = �!3. Podemos postular que, na cavidade, a
densidade espectral total �e

� (!; T ) = �!3 + �T (!)

onde �T (!) tem origem t�ermica e �0(!) = �!3 �e a
chamada radia�c~ao de ponto-zero de forma que quando
T = 0:

� (!; T = 0) = �0(!) = �!3;

e ent~ao s�o radia�c~ao de ponto-zero �e que existe. Assim,
a temperatura nula, conclui-se de (22) que

Pabs(T = 0) =
4

3

�2�

m
e2!3 (23)
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A constante � ser�a �xada mais adiante por com-
para�c~ao com dados experimentais.

IV.2 Dedu�c~ao cl�assica do espectro de
corpo negro

Usando-se exatamente os mesmos argumentos em-
pregados para calcular he _xExi, obt�em-se



x2
�
=

4

3

�e2

m2
� (!0; T )

1Z
0

1

(!2
0 � !2)

2
+ 
2!2

d!

da mesma maneira como feito no caso de he _xExi.
Analogamente, fazendo a mudan�ca de vari�aveis !0�! =
�
x

2 , e sendo que !0 � 
 tem-se



x2
�
=

4

3

�e2

m2

��(!0; T )

2
!2
0

Sendo a energia m�edia dada por

h"i =
1

2
m
�


_x2
�
+ !2

0



x2
��

visto que (11) e (12) implicam que


_x2
�
= !2

0



x2
�
.

Como h"i = kT , conclu��mos que

h"i =
�2c3�(!0; T )

!2
0

= kT

Notemos que, sem energia de ponto-zero, n�os temos
uma determinada de�ni�c~ao de temperatura, ou de 
u-
tua�c~ao t�ermica, dada pela equa�c~ao diferencial

kT 2@ h"i

@T
= h"i2

com h"i = kT . Com a radia�c~ao de ponto-zero, temos
que rede�nir a 
utua�c~ao total em h"i de forma que

kT 2 @ h"i

@T
= h"i2 � h"0i

2 (24)

com

h"i =
�2c3

!2
0

�
�!3

0 + �T (!0)
�
= h"0i+ h"T i (25)

onde h"0i = �2c3�!0.
Usando o resultado da integral:Z

1

a2 � b2x2
dx =

1

2ab
ln

�����a+ bx

a� bx

����
�

obtemos da equa�c~ao (24), ap�os sua integra�c~ao, que

A+
1

kT
=

1

2 h"0i
ln

�
h"i+ h"0i

h"i � h"0i

�

onde A �e uma constante de integra�c~ao. No limite
T !1, h"i � h"0i e A = 0. Obt�em-se, ent~ao

h"i = h"0i

2
41 + 2

exp
h
2h"0i
kT

i
� 1

3
5

Conclui-se deste resultado e da equa�c~ao (25), uma
express~ao para densidade espectral

�T (!0) =
2�!3

0

exp
h
2�2c�!0

kT

i
� 1

;

que, quando comparada com a f�ormula da radia�c~ao de

Planck da mecânica quântica, a saber

�T (!) =
~!3

�2c3
1�

e
~!
kT � 1

� ;

fornece a rela�c~ao que conecta a constante � com a cons-
tante de Planck:

2�2c3� = ~ :

Assim, da equa�c~ao (23), escrevemos a f�ormula
expl��cita da potência absorvida a temperatura nula
como fun�c~ao da constante de Planck

Pabs(T = 0) �
2

3

~e5

m5=2c3r9=2
(26)

onde2 foi feito !2 = e2=mr3

IV.3 Raio de equil��brio do �atomo de
hidrogênio via mecânica cl�assica

A energia total do el�etron no �atomo de hidrogênio
�e dada por

" = K + V = �
e2

2r

A potência total deste sistema �e a taxa de varia�c~ao
da energia pelo tempo, isto �e, a potência total, que �e a
diferen�ca entre a potência absorvida e a potência dissi-
pada (de Larmor). Assim, de acordo com as equa�c~oes
(1) e (26), a T = 0 :

d
dt

�
� e2

2r

�
= Pabs � PLarmor

= 2
3

e6

m2c3r4

h
~

e(mr)1=2
� 1

i
;

obtendo a equa�c~ao diferencial

e2 _r

2r2
=

2

3

e6

m2c3r4

"
~

e (mr)
1=2

� 1

#
(27)

Exigindo que _r = 0 nesta equa�c~ao determinamos o
raio de equil��brio

2Isto �e obtido facilmente igualando-se a for�ca centr��peta com a for�ca coulombiana entre o el�etron e o pr�oton no �atomo de hidrogênio.
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req =
~
2

me2

observando-se que este raio �e exatamente o raio de
Bohr. A solu�c~ao exata da equa�c~ao (27) fornece uma
�orbita espiral conforme foi recentemente discutido [5,6].

Vamos mostrar que esse raio �e est�avel. Os com-
portamentos assint�oticos de Pabs e PLarmor para r
grande(r ! 1), s~ao 1

r9=2
e 1

r4 respectivamente. Isso
nos remete �as condi�c~oes:

dPLarmor

dr
< 0 e

d2PLarmor

dr2
> 0

e
dPabs
dr

< 0 e
d2Pabs
dr2

> 0

E com isso podemos dizer que ambas as fun�c~oes
PLarmor e Pabs decrescem com concavidade voltada
para baixo. Ent~ao, com isso, podemos concluir que
se r > req , PLarmor > Pabs, o el�etron perde energia, e
a tendência �e retornar ao raio de equil��brio. Analoga-
mente para r < req , PLarmor < Pabs, o el�etron ganha
energia, e a tendência �e retornar ao raio de equil��brio.
Conclu��mos que o raio de equil��brio �e est�avel mesmo a
temperatura nula. �E bastante instrutivo comparar esta
discuss~ao cl�assica da estabilidade do �atomo com aquela
v�alida na Eletrodinâmica Quântica [7]. Conforme dis-
cutido nas referências [5] e [7] vemos que �e precisamente
a radia�c~ao de ponto-zero do v�acuo a fonte de energia
respons�avel pela estabilidade do estado fundamental de
sistemas microsc�opicos.

V Apêndice.

V.1 Dedu�c~ao da f�ormula (17)

Vamos associar ~�(~k; 1) ! ~er, ~�(~k; 2) ! ~e', e ~k !
k ~e� num sistema de coordenadas polares. Consideremos
dois casos e outros podem ser obtidos por analogia.

Caso 1 (i = j = x)

~�(~k; 1)

�x(~k; 1) = ~�(~k; 1) � ~ex = ~er � ~ex = sin � cos'

�x(~k; 2) = ~�(~k; 2) � ~ex = ~e' � ~ex = � sin'

Portanto

2X
�=1

�2x(
~k; �) = sin2 � cos2 '+ sin2 '

Por outro lado

Æxx�
kxkx
k2

= 1�
k2 cos2 � cos2 '

k2
= sin2 '+sin2 � cos2 '

De forma que podemos concluir para este caso que

2X
�=1

�2x(
~k; �) = Æxx �

kxkx
k2

Caso 2 (i = x; j = y; com x 6= y)

�x(~k; 1) = sin � cos'

�x(~k; 2) = � sin'

�y(~k; 1) = sin � sin'

�y(~k; 2) = cos'

Portanto

2X
�=1

�x(~k; �)�y(~k; �) = � sin' cos' cos2 �

Por outro lado Æxy = 0, e portanto

Æxy �
kxky
k2

= � cos2 � sin' cos' :

Com isso conclu��mos que
2P

�=1

�x(~k; �)�y(~k; �) = Æxy �

kxky
k2 os outros casos s~ao idênticos.
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