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Uma integral imprdpria de funcao de varidvel real que representa certa grandeza fisica é freqlientemente cal-
culada considerando-a como parte de uma integral no plano complexo cujo caminho de integragao, num processo
de limite, tende a incluir todo o eixo real, aproximando-se dos pdlos reais do integrando de modo a produzir
resultados fisicamente aceitaveis. Neste trabalho, descrevemos os métodos usualmente empregados no calculo
dessas integrais, com énfase em como as condigbes fisicas determinam o modo de proceder aos limites. Além
disso, resolvemos trés problemas cldssicos para ilustrar as técnicas apresentadas.

Palavras-chave: integral improépria, contorno, i-épsilon, valor principal.

An improper integral of a function of real variable representing a given physical quantity is often calculated
by considering it as part of a complex integral whose path of integration, in a limiting process, tends to include
the whole real axis, approaching the real poles of the integrand such as to produce physically acceptable results.
In this work, we describe the methods usually employed in the evaluation of such integrals, with emphasis on
how physical conditions determine the way the limits are to be carried out. In addition, we solve three classical

problems to exemplify the techniques presented.

Keywords: improper integral, prescription, i-epsilon, principal value.

1. Introducao

Em meio aos cédlculos de uma certa grandeza fisica,
é comum encontra-la representada por uma integral
imprépria efetuada sobre todo o eixo real, ao longo do
qual se encontram um ou mais pélos do integrando. A
pratica rotineira para resolver tal integral consiste em
considera-la como parte de outra, no plano complexo,
cujo caminho de integragao, num processo de limite,
tende a incluir todo o eixo real. Matematicamente, uma
integral imprépria é bem definida quando o seu valor
nao depende do modo como os limites que ela envolve
sao efetuados (Ref. [1, sec. 10.15, p. 592]). Entre-
tanto, é comum depararmos-nos com representacoes de
grandezas fisicas por integrais impréprias que néo apre-
sentam essa caracteristica de unicidade. Nesses casos,
o modo de realizar os limites deve ser determinado com
base em algumas das propriedades da grandeza fisica.
Isto é, o caminho de integragao deve estender-se sobre
todo o eixo real e aproximar-se dos pélos reais de modo
a produzir alguns dos resultados j& esperados (i.e., sa-
tisfazer certas condigoes fisicas do problema).

Ordinariamente, encontramos na literatura fisica -
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Ref. [2], Ref. [3, sec. 14.7], Ref. [4, cap. 11, par. 3,
p. 225-227], Ref. [5, sec. 19.4, p. 540-543] e Ref. [6]
- dois métodos de efetuar limites associados a integrais
impréprias: o que fornece o conhecido valor principal de
Cauchy e o que alguns autores (e.g., Ref. [5, sec. A.4])
chamam de procedimento ie. Este segundo método é
usado para remover a impropriedade da definicao da
integral causada pelos pdlos reais do integrando, e o
primeiro, além desta aplicagao, serve também para es-
tender a integral a todo o eixo real, sendo as peculia-
ridades de ambos, no entanto, freqiientemente combi-
nadas numa mesma integral de modo que as condigoes
fisicas sejam satisfeitas.

Nesta exposigao (dirigida principalmente aos alu-
nos) assume-se que o leitor saiba aplicar o teorema
dos residuos para obter o valor de uma integral real
imprépria, inclusive o valor principal de Cauchy. Este
trabalho visa principalmente a descrever o segundo
método acima mencionado, cotejando-o, contudo, com
o primeiro. Apds a apresentacao dos métodos, na
sec. 2, aplicamo-los, na sec. 3, para calcular: (i) o mo-
vimento do sistema massa-mola nao-amortecido, (ii) as
vibracoes de uma corda esticada infinita e sujeita as
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oscilagbes harmonicas de uma forca concentrada num
de seus pontos e (iii) o potencial eletrostético em todo
0 espago. Sao problemas cldssicos que permitem expli-
car o uso dos métodos aqui apresentados sem complicar
com os detalhes especificos dos muitos problemas mais
complexos e de maior importancia aos quais os métodos
sao geralmente aplicados. Os dois primeiros sao trata-
dos, por exemplo, na Ref. [3] (Exemplo 2 da sec. 7.7,
sec. 12.9 e p. 609-610 da sec. 14.5), e o terceiro é aqui
resolvido de modo incomum para ilustrar os métodos.

Nossa intencao, portanto, é didatica. Mostramos os
detalhes necessarios ao entendimento de um procedi-
mento de cédlculo que, apesar da sua importancia, é co-
mumente encontrado de forma abreviada em apéndices
ou ad hoc, no meio de desenvolvimentos complexos que
dificultam a sua aprendizagem.

2. Métodos usuais de calculo de in-
tegrais improprias que representam
grandezas fisicas

Consideremos a integral

7 f(x)dx

P (b>0), (1)

—0o0

onde f(z)/(# —b) (2 € C) s6 ndo é regular em singu-
laridades isoladas nao-reais de f e no pdélo real simples
b. Ela envolve dois processos de limite, um para a in-
tegracao sobre todo o eixo real e outro em x = b. Se,
para efetuar os limites laterais nas singularidades em b
e no infinito, fizermos x aproximar-se delas equidistan-
temente, obtemos o valor principal da integral,

/x—b :Rﬂoo / / @

r—0T R by

que pode ser calculada pelo teorema dos residuos u-
sando o caminho de integragao fechado I' da Fig. 1.
E sabido que o semicirculo C). usado para contornar o
pélo pode ser por baixo ou por cima deste e que, so-
bre o semicirculo Cr (usado para fechar o caminho e
assim possibilitar a aplicagao do teorema dos residuos),
a integral deve tender a zero quando R — oo [a fungao
f(2) pode ser tal que o caminho possa ser fechado com
o semicirculo infinito tanto por cima quanto por baixo
(e.g., f(2)=(22+1)"1), mas estamos considerando uma
fungao cuja integral converge para zero no semicirculo
infinito superior e diverge no inferior (e.g., f(z) = €'%*
com a>0), devendo, entdo, o semicirculo Cr ser como
o da Fig. 1]. Temos que

® x) dx
P J f(mzb =
—o0
0

z)dz
fcR _for) fizb =

A (e~
r—0t

omi [ 3>, Res (z;) + Res (b)} —7iRes(b), (3)
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onde z; sao as singularidades isoladas de f(z) que ja-
zem no semiplano superior (Imz > 0) e Res denota
o residuo do integrando [f(z)/(z — b), no caso, para o
qual Res (b) = f(b) |. A integral sobre C,. é calculada
segundo o Teorema IV da sec. 10.14 da Ref. [1]. Re-
sumidamente, este teorema estabelece que, se C,. for
um arco circular de raio r e centro em z = a, onde f(2)
tem um poélo simples, e « for o dngulo subentendido por
C, (positivo ou negativo, conforme C, seja percorrido
no sentido anti-hordrio ou horério, respectivamente),
entdo lim Je, f(2)dz = aiRes (a) [leia na Ref. [1] as

condigbes que f(z) deve satisfazer].

4
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Figura 1 - CaminhoI' = [-R,b—7r] U [b+ 7, R] U Cr U C, para
o célculo do valor-P da integral na Eq. (1).

Vejamos agora o calculo daquela integral pelo pro-
cedimento ie. Este método consiste em deslocar de ie,
para cima ou para baixo, cada pdlo real (a dire¢ao do
deslocamento deve ser inferida das condicoes fisicas e
dela depende, em geral, o valor do limite) antes de cal-
cular a integral e, entdo, fazer ¢ — 07. Em virtude des-
ses deslocamentos, a integral pode ser efetuada sem difi-
culdade por meio do teorema dos residuos (fechando-se
o caminho de integragdo com um semicirculo infinito).
No caso da integral na Eq. (1), temos de cuidar do pélo b
somente. Calculemo-la deslocando-o para cima primei-
ramente (b — b+ ie) e usando o caminho de integragéo
I' da Fig. 2 (com Cg por cima, em vista da fungéo f
considerada):

f(w)dx_ : flz)dz  _
D f - El_lgl_*_ﬁ{ z—(b+ie)
0
; f(z)dz
RIEI}X) (¢ - fcR ) z—(bt+ie) —
e—0T r

lim 27i [ >_;Res(zj) + Res (b + ie)} =

e—0

27i {ZJ Res (zj) + Res (b)} , (4)

onde, para denotar o valor que se obtém por esse
método, antepomos a integral o simbolo D, (signifi-
cando que o pdlo real foi deslocado de +ie). Observe
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que o limite que estende a integral sobre todo o eixo R
é feito como no calculo do valor principal da integral.
Comparando as Egs. (3) e (4), vemos que o valor-P da
integral na Eq. (1) é igual ao seu valor-D, subtraido de
miRes (b).

Deslocando o pélo agora para baixo (Fig. 3), temos
que

D[ f@ds _ oy, p Seds
—o00 R

0t z—(b—ie)
2mi 35 Res (25) (5)

que difere do wvalor-D, pela auséncia do termo
2miRes (), e isto se deve ao fato de que, ndo estando o
polo b — ie no interior do caminho I', o residuo nele nao
contribui para a integral.

Os resultados nas Egs. (3), (4) e (5) permitem es-
crever a equacao (c.f. Eq. (6.18) da Ref. [4] e
Eq. (A.4.4) da Ref. [5])

1 1 _
DiF - 61_1)%1_'_ z—(bxie) —
’Pﬁiﬁi&(x—b), (6)

que s6 tem significado preciso se for multiplicada por
uma fungéo f(z) bem comportada (i.e., que satisfaz as
hipéteses consideradas) e depois integrada em todo o
eixo real, devendo as integrais improéprias ser calcula-
das conforme os simbolos D, D_ e P indicam.

» Im 2

Cr
+i
¥
1
! Rez
-R 0 b R
Figura 2 - Deslocamento do pélo real e o caminho I' = [-R, R] U

Cr para o célculo do valor-Dy da integral na Eq. (1).

A Im z
iR
Cr R
b Re z
-R 0 i R
b—icx
Figura 3 - Deslocamento do pélo real e o caminho I" = [—R, R] U

Cr para o calculo do valor-D_ da integral na Eq. (1).
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Outro exemplo: considere a integral em R da fungao
el /(2% — b?) = €9/ [(z + b) (x — b)] (pblos reais em
x = %b), sendo a > 0 e b > 0; temos que

e dr 1 e dz _
ID+—7f 2 —p2 El_l)I(I)lJr%’ [z—(—=b+ie)] [z—(b—ic)]

o]

. ‘iazd _
lim (¢ — [ ) oo =

lim 27iRes (—b +ie) = 2miRes (—b) =
e—0

—mie 19t /p | (7)

onde, naturalmente, D, _ significa que o primeiro pdlo
(=b, o mais a esquerda) foi deslocado de +ie e o se-
gundo, de —ie, como na Fig. 4 (onde vemos que so-
mente o residuo no polo esquerdo contribui para a in-
tegral). O caminho de integragao I' é fechado com um
semicirculo C'g por cima, conforme prescreve o lema de
Jordan (Ref. [3, p. 96]) para garantir que a integral so-
bre esse semicirculo convirja para zero quando R — oo
(Cgr ficaria por baixo se a < 0, pois, nesse caso, se
y — —oo entdo ay > 0 e €% = l9%e~%W — ().

4
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Figura 4 - Deslocamento dos pdlos reais e o caminho I' para o
célculo do valor-Dy _ da integral no 1° membro da Eq. (7).

A estratégia de se deslocar o pélo para calcular uma
integral imprépria é equivalente a uma outra também
muito utilizada pelos fisicos (Ref. [3, p. 113-114]), a
qual passamos a mostrar, considerando novamente o
primeiro exemplo de integral dado acima. Na Eq. (4)
vimos que

oo

fle)de f(z)dz
Ds r—b ngslof z— (b+1ie) ®)
—00 €— I

onde I é como na Fig. 2.

Como o valor da integral de uma fungao analitica
nao ¢é alterado quando o caminho é deformado de modo
que permanegam no seu interior as mesmas singularida-
des, podemos, na integral acima, mudar o caminho de
integracao, de I' (Fig. 2) para r (Fig. 5), cuja dnica di-
ferenga é a presenga, no lugar do segmento (b—r, b+r)
do eixo real, do semicirculo C, em torno do pdlo b.
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Apés esta pequena deformacdo, podemos trocar a or-
dem em que sao efetuados o limite quando ¢ — 0T e a
integracao para escrever o segundo membro da equagao
acima como

Al P i T e
P
2 Imz
iR
Cr R
b+ie
ES
T blé‘—)O Re 7
R o \,\,4< R
N

Figura 5 - Vizualizagdo de que o valor da integral na Eq. (8)
nao é alterado se o caminho I' for substituido pelo caminho
I' = [-Rb—7r]Ub+ 7R UCRUC, ilustrado e o limite
quando € — 07 for efetuado antes da integracao sobre I'.

A Eq. (8) é, entéo, equivalentemente dada por

[ fadr
D+/ Tz —b _ngnoo
— 00 f

f(z)dz
EET R

Vé-se claramente, pelo teorema dos residuos, que o re-
sultado é 2mi [ 37, Res (z;) + Res (b) |, o mesmo ja obti-
do.

Logo, remover o pélo do caminho ou desviar este
daquele sao estratégias equivalentes. Por esta razao, as
Egs. (8) e (9) sdo usadas indistintamente na literatura
fisica quando se deseja para a integral na Eq. (1) o seu
valor-D,, que se obtém efetuando os limites segundo
os modos equivalentes que elas indicam (levantando o
pélo ou contornando-o por baixo). Podemos, por con-
seguinte, considerar os segundos membros das Eqgs. (8)
e (9) como notagoes diferentes para um mesmo tipo de
calculo da integral imprépria.

Comparemos essas duas estratégias no caso do se-
gundo exemplo de integral imprépria estudado acima;
temos que

T eor g
61(11 T
D%/mz

) eiazdz
L, ) BTl - @) (10)

onde, como mostra a Eq. (7), fR pode ser substituido
por Rlim 351, , sendo I' como na Fig. 4, e, equivalente-
— 00
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mente,

eiaa: dx ) eiaz dz
Do oo =i, P (11)
— 00 f‘

onde T é como na Fig. 6.

A
Imz

iR

—¢b r m Re z

»
o—»

R\ 0 b R

\ 4

Figura 6 - Caminho fechado I" usado na Eq. (11).

Confrontando as Figs. 4 e 6, percebemos claramente
a equivaléncia das duas estratégias incorporadas nas
Egs. (10) e (11). Em ambas, os caminhos fechados
de integracao englobam os mesmos pdlos, o que ga-
rante o mesmo resultado proveniente da aplicagao do
teorema dos residuos. O caminho I' é usado no caso
em que os poélos reais sao deslocados verticalmente; ja
I corresponde ao caso em que o caminho desvia-se li-
geiramente dos pélos reais. Repita-se mais uma vez: a
diferenca bésica reside em como fazer com que o residuo
em cada pdlo contribua ou nao (a decisdo baseia-se em
condigoes fisicas, como veremos na préxima segao) para
o valor da integral: na primeira estratégia, o pélo é des-
locado verticalmente e, na segunda, o caminho é des-
viado dele, deixando-o do lado de dentro ou fora. A
segunda estratégia é a utilizada na secao de exemplos
didaticos que segue.

Em resumo, considere uma grandeza fisica represen-
tada por uma integral imprépria efetuada sobre todo o
eixo real, ao longo do qual se encontram um ou mais
polos do integrando. Para calcular o valor-D dessa in-
tegral que é condizente com as propriedades daquela
grandeza (caso o valor principal ou qualquer outro nao
seja), agimos como na Eq. (11), escrevendo-a direta-
mente como uma integral complexa sobre um caminho
fechado T que se desvia ligeiramente dos pélos reais em
conformidade com as propriedades fisicas. O resultado,
entao, serd simplesmente a soma dos residuos nos poélos
dentro de T’ multiplicada por +27i (o sinal depende da
orientagao do caminho de integragao).

3. Exemplos didaticos

3.1. Sistema massa-mola nao-amortecido

Como primeiro exemplo de aplicacao dos métodos apre-
sentados, consideremos o sistema massa-mola, sem



Comentarios sobre integrais improprias

amortecimento e sob as hipdteses costumeiras (mola
de massa desprezivel, constante elastica k e sem de-
formagao quando a posi¢do da massa m é x = 0), sendo
f(t) a forga externa sobre a massa. A equagdo que o
descreve é ma + kx(t) = f(t). Admitimos que a massa
"sempre” (desde t = —00) esteve em repouso na origem
até t = tg, instante em que um golpe transfere-lhe ins-
tantaneamente o impulso Iy. Assim, f(t) = Iy d (t — o)
e o problema a ser resolvido é formulado como segue:

i+ wgz(t) = (Io/m)d (t —to) ,
t € (—00,00), z(t<ty) =0, (12)

onde wy = 1/k/m. Podemos aplicar a transformada de
Fourier

obtendo
—w? Z(w) + w% Z(w) = (Ip/m) ei‘”to/\/ 2.

Dai )
_IO elwto
2

mV2n w? —ws

Z(w) =

cuja transformada de Fourier inversa é

—I s eiw(to—t) dw

wt) = F aw)} = % [ 50 (1)
— o 0
r
) 0 @ Rew
0 \ay Rea)=

v

6 \‘Z’V Rew
@/ 0 @ Rew

Figura 7 - As quatro maneiras possiveis de um caminho ao longo
do eixo eixo real desviar-se dos pélos +wp nesse eixo por meio de
semicirculos de raio r — 0.

Esta é uma representacao integral da solucao do pro-
blema, improépria por causa dos limites de integracao

infinitos e dos pdlos reais +wy do integrando. Para cal-
culé-la empregando um caminho fechado I'" no plano
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complexo de w, devemos fazer com que o trecho de I'
ao longo do eixo real desvie-se dos dois pélos reais em
+wy por meio de semicirculos de raio r — 0. A Fig. 7
mostra as quatro possibilidades de se implementarem os
desvios. Além disso, devemos fechar o caminho com um
semicirculo de raio R — oo por cima (C}) se t < tg
ou por baixo (Cp ) se t > ty, assim satisfazendo as
exigéncias do lema de Jordan que garantem a nulidade
da integral sobre o semicirculo infinito empregado.

Mencionamos na sec. 1 que, ao se calcular uma inte-
gral imprépria, o modo de proceder aos limites nos pélos
reais (w — Fwp no presente problema) é definido pelas
condigoes fisicas do problema. No caso, o principio de
causalidade (uma lei universal da natureza, pela qual,
quando um fendémeno fisico provoca outro, o efeito néo
pode ocorrer antes da causa) determina a escolha de
uma daquelas quatro maneiras de contornar os pélos
reais: devemos adotar a que nao produza resultados
que o violem.

Tais resultados dependem dos residuos do inte-
grando na Eq. (13)

Res (wp) = 0= / (20)

Res (—wp) = —e~ @001 /(24).

Pois bem, de acordo com o citado principio de cau-
salidade, a solugao z(t) do problema deve ser nula para
t < to (antes do golpe). Ora, em face dos residuos
acima, somente obteremos esse resultado se adotarmos
o primeiro esquema na Fig. 7, i.e., se contornarmos os
polos por cima. De fato, assim, eles nao se encontrarao
no interior do caminho fechado da Fig. 8, T" [formado
com o semicirculo CE, em vista do lema de Jordan, con-
forme se explicou no pardgrafo que segue a Eq. (13)],
e os residuos neles ndo contribuirdo para a integral (cf.
ultimo pardgrafo da sec. 2)

_ iw(to—t)
oy N
r

2Ot = 21m  R—oo w2 — w?
r—0t 0

onde I' é como na Fig. 8. (14)

Uma integral imprépria é sempre realizada através
de limites. Estes podem ser levados a cabo por dife-
rentes modos (todos conduzindo ao mesmo resultado
quando a integral é bem definida). Um destes resulta,
por exemplo, no valor principal de Cauchy, que, para a
integral em questao, é dado por

iw(to—t) g
P/ 627260 = mi[ Res (wo) + Res (—wo) | =
. w *wo

~ T sen wo(to —t) (VteR),

wo

o qual, por nao estar em consonancia com o principio de
causalidade (ndo se anula para t < ty), deve ser descar-
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tado. Se uma integral improépria representa uma gran-
deza fisica, esta possui propriedades conhecidas (decor-
rentes das leis fisicas) que determinam o modo pelo
qual ela deve ser efetuada. Foi o que aconteceu acima:
O estado de repouso da massa m na origem antes do
golpe [z(t < ty) = 0] determinou o modo pelo qual o ca-
minho de integracao deve tender ao eixo real (incluindo
os polos). Com isso ndo hd mais indeterminagoes na
representacao integral de z(t) dada pela Eq. (13). Po-
demos, agora, calculd-la para t > ty empregando o ca-
minho fechado I' da Fig. 9, que se desvia dos pdlos do
mesmo modo que na Fig. 8, mas que se fecha por baixo,
com o semicirculo C'f;, consoante o lema de Jordan:

_IO ) eiw(to—t) dw
()] 154, = 2mm ngnoo T w? — w2 =
r—0t
—lo (—27i) [Res (wo) + Res (—wo)]
—27i w —wo) | =
2mm 0 0
: I iw(](t()*t) _ 7iu.)0(t07t) I
170 ‘ ¢ :| = 0 senwo(tfto)
2wp mwo
onde I' é como na Fig. 9. (15)
_ Y Imw
iR
r R
r I,
(A reo
—R ) 0 (O R

iR

Figura 9 - Caminho fechado I' da integral na Eq. (15).

Se quiséssemos obter z(t) segundo o procedimento
que a Eq. (10) exemplifica, o cdlculo da integral na
Eq. (13) seria expresso como

Toscano Couto

I T eiwlto—1) g I
a(t) 0 D,,/ ¢ d 0

" 2mm w? — w? " 2mm
—o0

x iw(to—1) g
lim c nd . (16)
e—0+ [w— (—wp —ig)] [w — (wo — i) ]

—0o0

Note que, uma vez que os polos +wy encontram-se
deslocados para baixo, o eixo real passa por cima de-
les, como nas Figs. 8 e 9. Dai a equivaléncia entre o
artificio incorporado na Eq. (16) (equagao vélida para
todo t € R) e aquele nas Egs. (14) e (15) (equagoes
vélidas para t < tg e t > to, respectivamente), con-
forme explicado na sec. 2.

O deslocamento dos pélos de —ie, tal qual na
Eq. (16), tem embasamento fisico. Para explica-lo, va-
mos resolver novamente o problema, mas agora admi-
tindo que sobre a massa m atue a forga de atrito
fo = —pBa(t) de magnitude arbitrariamente pequena
(8 2 0). Nesse caso, em vez do problema descrito pela
Eq. (12), temos

i+ 2ed 4+ wia(t) = (In/m)§ (t — to)
t € (—o00,00), z(t <tg) =0, (17)

onde € = #/(2m) 2 0 . Resolvendo-o do mesmo modo
(através da transformada de Fourier), obtemos

Iy T ewltomt) gy
2(t) = 2mm

— 00

18
w? + 2eiw — wi ' (18)

que difere da Eq. (13) apenas por aparecer, no denomi-
nador do integrando, o termo 2¢iw, oriundo do termo
de atrito na Eq. (17) [cuja transformada de Fourier é
F{2ei} = —2¢ciw z(w)].

De imediato vemos que nao sao reais os pélos do
integrando, nao causando eles, portanto, qualquer im-
propriedade na integral (i.e., ndo criando eles a neces-
sidade de realizar limites), o que descarta a aplicagao
dos métodos estudados na sec. 2. Esses pdlos sao

wy =+ Jwi —e?—ie=

Fwo [1—(1/2) (e/wo)* + -] —ie.

Logo, desprezando as poténcias de ¢ de grau maior
que 1, temos que
w? + 2¢iw — Wi = [w

w = (-wo —ie)] [w — (wo —ig)],

—w ] - wy] =

cuja substitui¢do na Eq. (18) fornece

—I 7 elw(to—1t) g,

- 2mm [w— (—wo —ie)] [w — (wo —ig)]

— 00

x(t)
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Essa equacao acrescida da realizagao do limite de
quando € — 07 apds o calculo da integral é exatamente
a Eq. (16).

Concluimos assim que aplicar o procedimento ie
para calcular a integral na Eq. (13) (referente ao sis-
tema massa-mola sem atrito), usando o principio de
causalidade para definir a direcdo dos deslocamentos
dos pdlos, equivale a introduzir, naquele sistema, um
amortecimento ficticio de magnitude proporcional a €
(cujo efeito é deslocar os pdlos do eixo real) e, apés re-
solver esse problema (mais simples, sem pélos que cau-
sem impropriedades), eliminar o amortecimento (fazer
e—0").

3.2. Vibracao harmoénica forgcada de uma corda
infinita

Como segundo exemplo de aplicacao do formalismo
apresentado na sec. 2, consideremos o problema on-
dulatério numa corda esticada, infinita, de densidade
linear p e sob tensdo T (constantes),

0%y 1 0%y

1
922 Czw(x?t):_i f($7t)

eR), 19
= (re®), (19)
onde ¢ = y/T'/p, no caso em que a distribuicao de forgas
verticais por unidade de comprimento seja dada por
(desprezando-se o peso da corda)

fz,t) = Fyd (x — o) e 0t (20)

isto é, em seu ponto x = z( sao geradas ondas por
uma forga ai concentrada que varia harmonicamente
no tempo com a freqiiéncia wg, sendo Fy sua magnitude
méaxima. Admitamos, ainda, que estejamos interessa-
dos apenas na solugao assintdtica no tempo, yqs(z,t),
que é a que descreve o movimento para t suficiente-
mente grande (o que se denota aqui por ¢ — 00), inde-
pendentemente das condicoes iniciais. Estas determi-
nam o movimento transiente, existente até que o movi-
mento assintético predomine. Para garantir isso, consi-
deraremos apenas condigoes iniciais de extensao finita,
ou seja, que existem constantes finitas a; e b; (i = 1,2)
tais que y(x,0) = 0 se & ¢ [a1,b1] e y:(x,0) = 0 se
x ¢ [ag, bs]. Tais perturbagoes iniciais de suporte com-
pacto podem ser sempre consideradas como se ja ti-
vessem propagado para o infinito uma vez decorrido o
tempo necessario para isso. Nessas circunstancias, sa-
bemos que, assintoticamente, qualquer ponto da corda
estard vibrando no modo harmonico caracterizado pela
freqiiéncia wg, o que justifica admitirmos

Yas(@,1) ~ p(x) 70 (t — 00) (21)
cuja substituicdo na Eq. (19), levando em conta a
Eq. (20), fornece

2
P ) = — 225 (@ — o)

= . (zr€R), (22)
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onde ky = wp/c. Podemos resolver essa equagao apli-
cando a transformada de Fourier,

Fa) = o= [ @ u@a=iw. @3

obtendo
—k* (k) + kg (k) = — (Fo/T) €% /v/2m.

Dai .
- Fy e'Fro
k)= 5
(k) TV2r k? — k3
cuja transformada de Fourier inversa é
. Fy [ e ike—eo) g
1 0
vw) = FH o) = 5 [ e @
— 00

Para calcular essa integral pelo método exposto na
sec. 2, empregamos um caminho fechado I' no plano
complexo de k cujo trecho ao longo do eixo real ha de
se desviar dos pdlos reais +ky do integrando em har-
monia com alguma propriedade do sistema fisico em
estudo, isto é, produzindo alguns dos resultados espera-
dos. Estes, no caso, sao aqueles ditados pela chamada
condi¢cdo de irradiacdo, a qual traduz o fato de que,
num processo de irradiacao, as ondas necessariamente
se afastam de sua fonte caso nao sejam refletidas (tal
condigao é certamente satisfeita num meio infinito e ho-
mogéneo). No problema em estudo, no ponto x = x
reside a fonte das oscilagoes na corda; logo, nao deve ha-
ver, a esquerda desse ponto, ondas que se propaguem
para a direita (i.e., que se aproximem de x = xzg) e, &
direita, ondas que se propaguem para a esquerda.

O caminho I' deve compor-se parcialmente de um se-
micirculo de raio R — oo [centrado na origem e contido
no semiplano Imk < 0 se > o (denotado por C})
oulImk > 0 se x < g (denotado por C},)], cuja contri-
buicao & integral é nula (lema de Jordan), e fechar-se
ao longo do eixo real, contornando os pdlos com se-
micirculos de raio r — 0 neles centrados. Assim, a
representacao integral de 1 (x) [Eq. (24)] passa a ser
calculada como segue:

F, e—ik(x—:vo)
= —— lim —_—
27T R—oo r k2 — ]{ig

r—0t

b(@) k. (25)

A questdo é: o caminho fechado I' deve envolver
ambos, um ou nenhum dos pdlos reais? Em outras
palavras, como devem estar dispostos os semicirculos
infinitesimais usados como parte de I' para que este
contorne os pdlos reais? Vejamos. Se multiplicarmos os
residuos

Res (—kq) = e*o(@=0) /(_2kq) e
Res (ko) = e 0=%0) /(2
pelo fator e~ “ot obtemos
eilkoe—r0)—wotl /(_op ) o
e~ilkoa—wo)+wot] /(o)
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expressoes que correspondem a ondas que se propagam
respectivamente para a direita e para a esquerda de
x = xg. Com base nisso e na condigao de irradiacao,
podemos entao concluir que, para x > g, o caminho de
integracao I' (nesse caso composto parcialmente de C;)
deve ser como na Fig. 10: deve contornar o pélo ky por
baixo, assim deixando-o no exterior e evitando a con-
tribuigdo de Res(kg) (i.e., evitando no resultado uma
onda que se propaga para a esquerda), e deve contor-
nar o pélo —kg por cima, deixando-o no interior e assim
admitindo a contribui¢ao de Res(—kg), uma onda para
a direita.

Para z < x(, nao héa necessidade de usar novamente
a condicao de irradiagao para deduzir o modo de con-
tornar os polos, pois este deve ser o0 mesmo ja determi-
nado para x > zo (obviamente, aquela condi¢do deve
ser sempre satisfeita). As Figs. 10 e 11 mostram o ca-
minho fechado I' a ser empregado no célculo da integral
na Eq. (25) para x > x¢ e x < x¢, respectivamente.

ATImk

—iR

Figura 10 - Caminho fechado I' da integral na Eq. (25) para o
caso r > Ig.

R'Rek

R -k, 0 \B<
r

Figura 11 - Caminho fechado I' da integral na Eq. (25) para o
caso xr < Zg.

® —ik(z—z0)
oo

o D) g %

— 00

= lim
27T e—o0+

Toscano Couto

Essas figuras mostram claramente, em vista
da Eq. (25), que 2aT/Fy)y(z) é dado por
(—2mi) Res (ko) se © > xo e por (2mi)Res (ko) se
r < x0; logo

(727‘(‘1) [elkO(If‘”L’O)/ (72]170) ]7
(para x > x¢)
(20T/Fy ) (a) = |
(27i) | e"kO(”_zU)/ (2ko) 1,
(para x < x¢)

= (mi/ko) efolo=zol (26)
Substituindo esse resultado na Eq. (21), obtemos
finalmente a solucao assintética desejadas:
; iFy
as(T,t) ~ Tl =
Yas (2, 1) ~ P(w)e %o
(t — o0). (27)

el(kol z—zo |—wot)

Obviamente, como de praxe, sendo yus(z,t) uma
funcdo real, a solucdo desejada serd a parte real ou
imaginaria do resultado acima, dependendo, no caso,
de ser a forca concentrada no ponto x = xy no instante
inicial (¢ = 0) igual ao seu valor maximo, Fjy, ou zero,
respectivamente, uma vez que também f(z,t) é, na rea-
lidade, a parte real ou a imaginaria do segundo membro
da Eq. (20).

+ko + 1€
&
—k, i Rek
—_———eo—p
+k,
—kyZie

Figura 12 - Deslocamento dos pdlos reais para o calculo do valor-
D_. da integral na Eq. (24).

Na estratégia equivalente de deslocar os pdlos reais
(em vez de contornd-los), que deve ser como na
Fig. 12, a representacao integral de ¢ (z) que satisfaz
as condicoes de irradiacdo é inequivocamente indicada
como sendo o valor-D__ da integral na Eq. (24):

o0

67ik(asfa:0)
| e (28)

— 00

E instrutivo que também investiguemos qual seria a solugao caso tomassemos o valor principal de Cauchy daquela
integral. Nesse tipo de calculo, como ja afirmamos, o resultado nao depende de que o caminho I' da integral na
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Eq. (25) contorne os pélos reais por cima ou por baixo. Assim, para x > g, empregando o caminho da Fig. 10
(fechado por baixo como prescreve o lema de Jordan), dado por

I'=CrUCEUCPU[-R,—ko—1]

U[—k0+T,k0—T]U

[k0+T,R] s

onde CF e CP sdo os semicirculos usados naquela figura para contornar o pélo real & esquerda e o & direita,

respectivamente, temos que

27TT

R—)OO

={ [-27iRes (—ko)] — 0 — [-miRes (—ko)] —

= —(mw/ko) sen ko(z — zo)

Logo, o movimento assintético da corda associado ao valor principal de Cauchy da integral na Eq. (2

/ —1k(r ’I‘())dk ~ lim

—im {Res (—ko) + Res (ko) } = —im

—1k(T o) dk
- [ [P
r

Cr CE (P

[wiRes (ko)] }

_etko(@—a0) | —iko(z—0)
2k

(x> o) . (29)

4) é dado

por (admitindo que é a parte imagindria do resultado que interessa)

Im [¢(z) e_iwot} =1Im | —(2koT) ™ Fy sen ko(z — o) e—iwot]

= (2koT)~

LFy sen ko (x — x0) senwot

(x>, t—00), (30)

uma onda estaciondria, que nao pode se estabelecer numa corda sujeita as condigdes do problema (note a presencga
absurda de um nodo em x = z(, o ponto onde a for¢a externa se concentra), em contraste com as ondas progressivas

afastando-se de x = xy que foram corretamente obtidas tomando-se o valor-D

Também o procedimento ie implementado na
Eq. (28) pode ser justificado fisicamente por um ra-
ciocinio analogo aquele no final da sec. 3.1. Introdu-
zimos ficticiamente no sistema um amortecimento ar-
bitrariamente pequeno proporcional a um parametro
€ 2 0 e, apos resolvé-lo com precisdo da ordem de e,
eliminamos o amortecimento fazendo ¢ — 0F. Veja-
mos:

Admitindo que o membro direito da Eq. (19), em
vez daquele na Eq. (20), é dado por f(z,t) = Fyé (z —
xg) e Wt — 39y /Ot , com B = 0, isto é, acrescido de
uma forga de atrito vertical por unidade de compri-
mento arbitrariamente pequena, temos que a equacao
diferencial que descreve o movimento do sistema passa
a ser

oy poy 1oty
0x2 T ot 2ot
- % 5 (x — xq) e w0t (31)

Aplicando a transformada de Fourier definida na
Eq. (23), obtemos

1d%  2edy o By e
aae v oa TR = e
onde g(k,t) = F{y(z,t)} e e = Be/(2T) = 0. Essa

equacgao diferencial ordinaria encontra-se resolvida em

_, daquela integral.

muitos textos (ver, por exemplo, a Ref. [7].
solucao é dada por

y(k,t) = Ae % cos(wt + 0) + (k) e 7«0t (32)
Nesta equacao, w = Vk2c2 —e2 e

_ FO eikzo
w(k) = Tm k2 — (]C(Z) ¥ 25k01) (ko = wO/C) :

Ja A e 0 sdo fungbes de k que podem ser determi-
nadas a partir das condigdes iniciais y(x,0) = yo(z)
e [0y/0t]i=o = wo(x) resolvendo-se o sistema linear
formado pelas duas equagoes 7(k,0) = Acosf +
P(k) = Flyo(x)} e [dy/dt]i—o = —A (¢ cos § + wsend) —
iwoth(k) = F{vg(x)}. Mas isso nio é necessario, pois
A e 0 estdao no termo que corresponde ao movimento
transiente (note seu decaimento segundo a exponen-
cial e"), e estamos interessados apenas na solugao
assintética, correspondente ao outro termo:

1{¢ 1w0t} — 'L/)(I') efiwgt

Fy [ etihla—a0) g

27rT_/ k% — (kg + 2ekoi)
(33)

Essas duas equagoes correspondem as Eqgs. (21) e (24),

diferindo apenas pela presenca do termo 2ekgi, prove-
niente da consideracao da forga de atrito.

A sua

Yas(z, 1) (t — 00),

onde

U(w) = F H{ok)} =




322

Os zeros do denominador do integrando na equagao
acima sao dados por

k:i: = + k% +2Ek()i =
ko [1+1(e/ko) +2(e/ko)® + -]
+ ko £ ie + O(2);

logo, desprezando as poténcias de € de grau maior que
1, podemos escrever aquele denominador na forma

k2 — (k2 + 2ekoi) = [k —k ][k — ky] =
[k — (—ko —ie)] [k — (+ ko +ic)] .

Finalmente, substituindo esse resultado na Eq. (33)
e tomando o limite da integral de quando ¢ — 07,
obtemos exatamente a Eq. (28).

3.3. Potencial eletrostatico em todo o espago

Vamos resolver a equacao do potencial eletrostdtico em
todo o espago (aqui denotado por Vo),

V20(r) = —p(r)/eo  (r € V), (34)
aplicando nesta equagao a transformada de Fourier

F{o(r)} = (2n)73/2 /V dr ¥ & (r) = (k).

oo

Obtemos

—2B(k) = —p(k) /e = (k) = (k) / (0 k?) ,

onde k = |k| e p(k) = F {p(r)}. Logo, pelo teorema da
convolugao, temos que

o) = = (ot} < 7 { | -

Ly
1w S
s " e Ve

S 1
) 73/2/ d3 / / ; 35
e e o @
ou
_ S 3.,/ / 1
(I)(r)7477250/v dTp(r)|r’—r\
onde §= / do 22 (36)

PET = lim

PE~ = lim

D, ET = lim

/0 -
g f [

e’ Rty .
— dx = 271 Res(0) = 271,
R—oo Jrt+ @

Toscano Couto

Acima usamos o resultado da inversao F ! {1/k?} de-
duzido no Apéndice.

Para calcular os valores PS, DS e D_S da integral
imprépria S definida acima, observamos que

S:/oo djeix _.e—ia; _ E+—E_

2i
0 6:I:ix
onde E* = dx (37)
e x
4 Im:
iR
+
Ch R
0 Rez
-R & r R
C)
Figura 13 - Caminho fechado 't = [-R, —r] U C- U [r, R] U Cf
4 Im:z
—R R
7 Rez
Figura 14 - Caminho fechado '™ = [-R, —r] U C; U [r, R] U C},.

Empregando os caminhos I'* e I'™ das Figs. 13 e
14, temos que

R 7{% /C+ / — dx = 2mi Res( ) —mi Res( ) =

1
—
= —mi Res(0) = —ni,

1
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D.E~ = lim

R—o0
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—ix

dr=20.

r- X

Podemos calcular D_E* e D_E~ a partir dos valores ja calculados de D, ET e D, E~ como segue (em vez de
usar caminhos que contornem a singularidade z = 0 por cima)

et (@=—1)

dx

D_E* = lim

- — lim
e—0T J_oo T —1€

Portanto, podemos escrever

ps = LPEZPE L (i (o) ) = 7.
DS = [D+E+(2_1>D+E] = [2ri—0]/ (@) =,
p s PE =D ET] g (Comiy]/@i) =

(2i)
Vé-se que o valor de S é o mesmo nos trés mo-
dos de célculo, o que era de se esperar, pois essa in-
tegral imprépria, cujo integrando ndo tende a infinito
em x = 0, é bem definida (Ref. [1, sec. 10.15, p. 593]).
Substituindo S = 7 na Eq. (36), obtemos a conhe-
cida féormula do potencial eletrostético.
E instrutivo apresentar os valores de

CE/OO cos T i :E++E‘

T 2

que se obtém com os métodos de célculo considerados:

Et E-
po_ PETEPE-
2
D,ET+D.E~
D+C:%:ﬂi,
D_Et+D_E~
Dic:%:_ﬂ’

valores que sao condizentes com a Eq. (6) (z =0 é um
pdlo do integrando). Observe que, embora C' seja uma
integral real, o procedimento ie produz valores ima-
gindrios para ela.

4. Comentarios finais

A exposicao deixa claro que, se uma integral imprépria
que expressa uma grandeza fisica nao é matematica-
mente bem definida (i.e., se o seu valor depende de
como sejam efetuados os limites nela envolvidos), entao
a integral, como se apresenta, nao fornece uma carac-
terizagao completa da grandeza. E insuficiente a repre-
sentacao de uma grandeza por uma integral improépria
que nao seja bem definida. Entretanto, ao se fixar o
modo de proceder aos limites pela exigéncia de que a
integral satisfaca certas condigoes fisicas, decorrentes
de uma ou mais propriedades da grandeza, a integral

[ee] e:Flt

e—07T —00 t+ ie

0 (se ET)

e = + _
dt=-D,E¥ = D E {_2m. (0 E)

passa a ter um valor bem definido e a descrever com-
pletamente a grandeza (i.e., a estar em conformidade
com todas as propriedades fisicas desta). Obviamente,
quando a integral imprépria tem um valor bem definido
ab initio, a representacao da grandeza fisica ja se encon-
tra completa, nao sendo necesséario considerar qualquer
condigao fisica (esse é o caso da sec. 3.3).

Vimos que, na literatura fisica, o calculo dos limites
associados a integrais impréprias é realizado segundo
dois métodos, basicamente, um deles conduzindo ao
valor principal de Cauchy (o valor-P da integral) e o
outro, o procedimento ie, fornecendo diversos valores
(valor-D,, valor-D_, etc). Quando eles produzem re-
sultados diferentes, hé de ser escolhido o valor que é
condizente com as propriedades da grandeza que a in-
tegral improépria representa.
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Apéndice

Obtemos aqui uma expressao da transformada de Fou-
rier inversa F ! {l/kQ}, necessaria na sec. 3.3, onde
k é o médulo do vetor k do R3. Para efetuar a in-
tegral tripla no espaco de k, escrevemos o elemento
de volume desse espago em coordenadas esféricas,
d*k = k?senf dk df dp (em vez das coordenadas carte-
sianas, d*k = dk, dk, dk,), com o cuidado de coincidir
a direcao do eixo k., com a do vetor r, como mostra a
Fig. 15. Desse jeito, o angulo entre k e r passa a ser a
varidvel de integracao 6 e, portanto, k- r = krcosf, o
que simplifica consideravelmente as integracoes em 6 e

V2l
1 e—ik~r
S N ~3/2 3
F {kQ} (2m) /dek 12

2 w00 e—ikrcos
= (2m) /2 / / / ————— k?senf dk df dy
0 0 0 k
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1 /°° senx
= ——dx .
rV2T Jooe T
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