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Nosso principal objetivo neste trabalho é a determinacgao de regides de seguranga em balistica. Por regido
de sequranc¢a entendemos a regido do espago tridimensional que fica livre da agdo de projéteis. A determinagao
da regiao de seguranga sera reduzida ao calculo da envoltéria de uma familia de trajetoérias, indexada segundo o

angulo de tiro.
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Our main objective in this work is the determination of security regions in ballistics. By security region we
understand the region of three-dimensional space that is free to the action of projectiles. The determination of
the security region will be reduced to the calculation of the envelope of a family of trajectories, indexed according

to the angle of shot.
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1. Introducao

O assunto “lancamento de projéteis” é bastante rico,
tanto do ponto de vista do ensino como da pesquisa,
pois aparece numa série de situagoes praticas. A in-
tencao deste trabalho é abordar um tema ainda pouco
trabalhado neste tépico da fisica, qual seja, o tema da
regiao de seguranca. Existem vérias situagoes praticas
onde ha interesse na determinacao desta regiao, como
por exemplo em treinamentos militares, teste de instru-
mentos bélicos ou em obras da engenharia civil onde se
faz necessario o uso de explosivos para desobstruir bar-
reiras. Neste dltimo caso os detritos resultantes das
explosoes sao lancados em direcao aleatéria com uma
determinada velocidade inicial v, cuja intensidade na
pratica é superestimada, e a preocupagao é que tais cor-
pos nao atinjam pessoas e ou construgoes pré-existentes
nas proximidades. Na literatura pesquisada sobre o as-
sunto [1] vimos que foi tratado apenas o caso particu-
lar em que nao se considera a resisténcia do ar. Neste
trabalho consideraremos o efeito da resisténcia do ar e
da presenca de ventos, e comentaremos as mudancas
qualitativas ocorridas no movimento e na regiao de se-
guranca. Como a regido de seguranca é obtida via o
calculo da envoltéria de uma familia de trajetérias, e
como o calculo desta envoltéria utiliza argumentos de
geometria e equagoes diferenciais, cria-se um ambiente
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propicio a interdisciplinaridade entre a fisica e a ma-
Cabe ainda ressaltar que, devido a consi-
deragao da resisténcia do ar e da presenca de ventos,
aparecem algumas dificuldades que sugerem e incitam a

tematica.

utilizacao de recursos computacionais, muito uteis para
a elaboragao de conjecturas e em completa consonéancia
com as diretrizes curriculares nacionais para os cursos
de fisica.

2. Lancamento de projéteis sem resis-
téncia do ar

Embora o caso do lancamento de projéteis sem re-
sisténcia do ar seja um tema bastante estudado, fare-
mos uma recapitulacao deste tipo de movimento apenas
para efeito de comparagoes com o caso menos trivial no
qual se leva em conta esta resisténcia, bem como para fi-
xar notagao. Suponha que um projétil de massa m seja
lancado a partir do solo com uma velocidade inicial vy,
a qual faz um angulo de # radianos com a horizontal.
Este angulo € serda denominado angulo de tiro. Suponha
ainda que a tunica forca atuante no corpo seja a atracao
gravitacional mg, da Terra sobre o corpo. Escolhendo
o sistema de coordenadas ilustrado na Fig. 1, cuja ori-
gem coincide com o ponto de lancamento, e denotando
por r(t) = (x(t),y(t)) a posicao do corpo no instante ¢,
entao a segunda lei de Newton nos diz que
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Figura 1 - Sistema de coordenadas para o lancamento obliquo.

d?r dr

m—s =mg, r(0)=0, E(O) = V). (1)

z(0) =0,
y(t) =-9, y(O) = 01

#(0) = vg cosb,
7(0) = vg send,

cuja resolugao nos da

{x = (vg cosb)t, (3)

Y= —% t? + (vg senf)t. (4)
Isolando ¢t na Eq. (3) e substituindo na Eq. (4) obtemos

o2
- —9;‘2‘%9 2% + (tgh) x. (5)
Das Egs. (3), (4) e (5) podemos concluir vérias coi-
sas a respeito do movimento do projétil e de sua tra-
jetdria. De inicio concluimos, a partir da Eq. (5), que
a trajetoria do corpo é um arco de pardbola. O tempo
de subida tg, isto é, o tempo que o projétil leva para
atingir o seu ponto mais alto, é conseguido impondo-se
y(ts) = 0, ou seja

v senf
P

Dessa forma, a altura maxima atingida pelo corpo

(6)

s =

v3 sen?6

29
e a distancia horizontal maxima alcancada pelo mesmo
é dada pela raiz positiva da equagao quadratica

; (7)

hmda: = y(ts) =

sec? 6
9 502 22+ (tgh)z = 0,
0

ou seja,
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2
Yo
dpmde = " sen(20). (8)
Em particular, a distancia horizontal méaxima al-
cancada pelo corpo é v3/g, e é conseguida quando o
angulo de tiro 6 é igual a 7/4 radianos, ou seja, 45°.

3. A envoltdria de uma familia de cur-
vas

Suponha dada uma familia de curvas planas

Co={(x,y) € R? : f(2,9,0)=0}. (9)

Isto significa que para cada valor do pardmetro 6
temos uma curva Cy constituida por pontos (z,y) que
satisfazem & equagdo f(z,y,0) = 0. Vamos supor aqui
que a funcao f possua derivadas parciais continuas com
respeito as varidveis espaciais = e y, e também com res-
peito ao pardmetro 6. Admita ainda que a curva Cy seja
suave, no sentido de admitir reta tangente por cada um
de seus pontos. Uma condicao suficiente para isso é
que, para cada 6 fixado, o vetor gradiente (com relagéo
as varidveis espaciais) seja diferente de zero em todos
os pontos da curva Cpy, isto é

Vit = (S @) S @) ) £ 0.0,

para todo (z,y) na curva Cy.

A envoltéria da familia Cy é uma curva parame-
trizada v(0) = (x(0),y(0)) satisfazendo as seguintes
condigoes

D) 4(0) € Cy, ¥ 6;

ii) v e Cy possuem a mesma reta tangente no ponto

v(0).

As expressoes matematicas para tais condicoes sao,
respectivamente, as seguintes

{ f(2(0),0) =0,
Vi(~(0),0).v(0) =0,

ou seja,
g;cx (0),y(0),0) ] =0, (10)
af dy
7 (@(0),y(0),0) -5 =0 (11)

Para o célculo da envoltéria basta fixarmos o parametro
0 e resolvermos o sistema de equagoes
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f(z,y,0) =0 (12)
of B
50 (&v:0) =0 (13)

nas varidveis z e y. Uma aplicacao do Teorema da
Funcao Implicita garante que, se

of o*f of 0f
Ox 000y 0Oy 000x

entdo o sistema composto pelas Eqs. (12) e (13) tem
solucao v(0) = (z(6),y(#)), a qual é tao regular quanto
a fungao f. Para vermos que toda solugao (x(6),y(6))
das Eqs. (12) e (13) é uma envoltdria, basta provarmos
que a Eq. (11) também fica satisfeita, haja vista que
as Egs. (10) e (12) sdo as mesmas. Mas isto é sim-
ples, pois derivando a Eq. (10) em relagao & varidvel 6
encontramos

#0,

of dr  Of dy of B
%(%y,a)@ + ?y(xvyvg)@ + %(xvyaa) - 07

que devido & Eq. (13) se reduz & Eq. (11). Para ver
que este procedimento de fato conduz a envoltéria con-
sideremos duas familias de curvas, as quais podem ser
pensadas como propagacoes de um determinado tipo de
onda.

Familia 1: (z — 0)% + y* = sen?6, com 0 < § < 27

Cada Cy é uma circunferéncia centrada em (6, 0),
com raio |senf|. Neste caso temos f(z,y,0) = (x —
)2 + y? — sen?0, e a resolucao do sistema de equacoes
(12)-(13) nos leva a ¢ = z(0) = 6 + senfd cosf e
y = y(0) = +sen?d. A Fig. 2 mostra vdrias circun-
feréncias Cy, bem como a sua envoltéria. Caso se trate,
por exemplo, de propagacao de ondas prejudiciais aos
seres humanos, a envoltoria delimita a regiao que esta
recebendo a influéncia danosa das ondas da outra regiao
que fica livre desta influéncia.

Figura 2 - Familia de circunferéncias cujos centros deslizam sobre
um eixo horizontal e cujos raios variam periodicamente.

Familia 2: (x —0)?2 +y?> =0, com 6 > 0

Trata-se agora de uma familia de circunferéncias
centradas em (6,0) e raiovf. Neste caso temos que
f(z,y,0) = (x — 0)®> + y?> — 0, e a resolugao do sistema
(12)-(13) fornece x = z(0) = 0 —1/2 e y = y(0) =
+4/60 —1/4, para § > 1/4. A Fig. 3 mostra vérias
curvas Cy e a envoltdria, que é uma pardbola.
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Figura 3 - Familia de circunferéncias cujos centros deslizam sobre
o eixo x e cujos raios crescem de acordo com a raiz quadrada da
distancia do centro a origem.

4. Calculo da regiao de seguranca

Inicialmente vamos fixar um plano perpendicular ao
solo contendo o ponto de langamento e determinar a en-
voltoria de todas as trajetorias cujas velocidades iniciais
sejam paralelas a este plano. Calculemos a envoltéria
da familia de pardbolas (Cp) = <9<z dada pela Eq. (5).

No caso f(z,y,0) =y+ 93;}#%2 — (tgh)z, o sistema
0
(12)-(13) torna-se

gsec?d
208

x? — (tgh)z =0
(14)
xsec? {igth — 1] =0
0

Como zsec?§ > 0 para todo z > 0 e todo —5 <
0 < %, entdo a segunda equagdo do sistema (14) nos
fornece

vb
tgh = —. 15
o= (15)
Agora, lembrando que sec? § = 1 +tg20, e substitu-
indo a Eq. (15) na primeira equagdo do sistema (14),

obtemos

g o, v

y= 2v3x + 2% (16)
Surpreendentemente, a envoltéria da familia de tra-
jetérias parabdlicas ainda é uma parabola, denominada
pardbola de seguranca. Para obter a regiao de segu-
ranca no espaco tridimensional basta fazer a rotagao da
parabola de seguranca em torno de seu eixo de simetria
uma vez que, sendo os langamentos aleatorios, temos de
considerar velocidades iniciais vg paralelas a qualquer
plano vertical passando pelo ponto de lancamento, e
nao somente paralelas ao plano fixado. A Fig. 4 ilustra
algumas trajetdrias, com alguns angulos de tiro entre 0°
e 180°. Observe que cada ponto dentro da regiao deli-
mitada pela parabola de seguranca estd na interseccao
de duas trajetdrias, significando que um corpo neste
ponto pode ser atingido por um projétil ascendente ou
por um projétil descendente. Cada uma das trajetérias
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na Fig. 4 pode ser visualizada na pratica com uma man-
gueira de jardim jorrando dgua. E uma ocasido onde a
teoria pode ser comprovada de modo bastante simples.
De fato pode-se observar, por exemplo, que o alcance
horizontal maximo da dgua ocorre quando a mangueira
faz um angulo de 45° com a horizontal.

y

X

-0,1 -0,05 0 0,05 0,1

Figura 4 - Familia de trajetdrias e a respectiva envoltéria obtidas
desconsiderando-se a resisténcia do ar e com angulos de tiro que
variam entre 0° e 180°.

A Fig. 5 mostra a implosdo do Complexo Peni-
tencidrio Carandiru num dia que, possivelmente, nao
soprava ventos fortes, e portanto se enquadra den-
tro da modelagem feita. Observe que a nuvem de
particulas sugere uma regiao que se assemelha a um
paraboléide. Na Fig. 6 vemos uma erupc¢ao vulcanica,
que também sugere aproximadamente o formato de
regiao parabdlica. Pequenas diferengas com o resultado
tedrico obtido se devem ao fato de que o modelo fisico
nao incorporou particularidades destas situagoes, como
a possibilidade de existir mais de um centro de explosao,
ou seja, diferentes pontos de langamento, gerando uma
combinacao de regides com formato de paraboldide.

Figura 5 - Explosao do Complexo Penitencidrio do Carandiru.
Foto: Rogério Cassimiro.
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Figura 6 - Uma erupc¢ao vulcanica.

4.1. Lancamento de projéteis com resisténcia
do ar

A partir de agora consideraremos, além da forca gra-
vitacional da Terra sobre o corpo de massa m, a re-
sisténcia do ar sobre o mesmo. FEsta resisténcia sera
modelada fisicamente por —b% , onde b é uma cons-
tante positiva. Escolhendo o mesmo sistema de coorde-
nadas (vide Fig. 1), cuja origem coincide com o ponto
de langamento, e denotando a posicao do corpo no ins-
tante ¢ por r(t) = (x(t), y(t)), entdo a segunda lei de
Newton nos diz que

d’r dr dr
— J— J— = —_— = 1
ms mg bdt’ r(0) =0, r (0) =vq, (17)

ou ainda

30+ g = —g . y(0) =0 . §(0) = vpsend

—Y
m
Resolvendo este sistema de equagoes diferenciais or-

dindrias obtemos

v cos 6

z(t) = T(1 —e M) (18)
€
y(t) = (% sen + %)(1 — Rty — %t, (19)
onde k = b/m.

Isolando ¢ na Eq. (18) e substituindo na Eq. (19)
obtemos

y = <tg9—|— kigsec@) x4+ %ln (1 — ijsecﬂ) (20)

Portanto, a trajetoria do projétil com velocidade ini-
cial v e angulo de tiro 6 é a curva Cy no plano zy cuja
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equacdo é dada na Eq. (20). Observe que a Eq. (20)
86 faz sentido quando

k
1——36 secfd > 0,

Vo
ou seja, quando
Vo cos 0
— =¢. 21
S (21)
Mais ainda, como
lim y (z) = —o0, (22)

r—E~

segue que a trajetéria tenderia assintoticamente para
uma reta vertical (a saber, a reta x = &) caso nao hou-
vesse colisao do projétil com o solo. Isto é, a trajetoria
seria limitada a direita, conforme ilustrado na Fig. 7.
No caso especifico abaixo temos £ = 12,6295 m.

A

4.

3-
~ 2-
g b=056ke/s g=9,8 m/s?
~ vo=35m/s k=2,4s"1

m=025kg 0=30°

2 4 6 3 10 12
x (m) :

Figura 7 - Trajetéria de um projétil considerando-se a resisténcia
do ar.

Além disso, independentemente do angulo de tiro
0, nenhuma trajetdria ultrapassaria a reta = vo/k =
(mug)/b. Note que a constante b aparece no denomina-
dor e, portanto, quanto maior o seu valor, isto é, quanto
maior for a resisténcia do ar, menor serd o alcance ho-
rizontal, conforme podemos ver na Fig. 8, que ilustra
trajetérias correspondentes aos parametros: m = 2 kg,
0 = 45°, g = 9,8 m/s?, vy = 20 m/s, O = 45°, e trés
valores distintos de b, em kg/s.

A
4 «—b=3
— 34
E =4
>\2_ \
\
] b=5—p)
1 |
|
0 . . L ; >
x (m)

Figura 8 - Trajetérias correspondentes a diferentes valores de b,
em kg/s.

3313-5

Esta é uma diferencga qualitativa grande com o caso
parabdlico, uma vez que 14 as trajetérias, caso nao fos-
sem interrompidas com a colisao do projétil no solo,
seriam ilimitadas na diregao x.

Outra diferenca entre os dois casos refere-se ao an-
gulo de tiro que produz o alcance horizontal maximo.
Enquanto que o alcance méximo v3/g no caso pa-
rabdlico é obtido quando o angulo de tiro é 45°, isso
nao acontece no caso b > 0. Para constatar isso basta
considerar o caso particular em que || vq| = 20 m/s,
g=98m/s?, b=1kg/sem = 0,5kg. Chamando d (6)
a distancia horizontal atingida pelo projétil quando o
angulo de tiro é 6, entao

kd

tg0+isec9 d+£ln 1—— sech| =0,
]ﬂ)o k2 Vo

ou seja, a funcao d(f) é dada implicitamente pela

equacao

G(0,d) =0, (23)

onde

G (0,d) = {tg&Jr kg%sece] d+ %m [1 - k;odsect?} .

Utilizando um software para plotar a curva
G (0,d) = 0 obtemos a curva descrita na Fig. 9, ou
seja, o angulo de tiro que produz o alcance horizon-
tal maximo, neste caso particular, é aproximadamente
51% do angulo de tiro que produz o alcance horizontal
maximo no caso parabdlico.

v

Figura 9 - Alcance horizontal méximo vs. angulo de tiro.
4.2. Calculo da regiao de seguranca conside-
rando a resisténcia do ar

Para o calculo da envoltéria devemos resolver o sistema

{ f(xvyve) =0,
of

W(xv Y, 9) =0, (24)

onde agora
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flz,y,0) = (tgh)x + k;ivo (secO)x +

g kx
ﬁln(l T sec) — y.

Efetuando os célculos obtemos o sistema

k
y = (tgh)x + k‘ivox sec + % In(1 — U—: secf),

s 0 sec 0tgh
(sec? 0)x + 12w sec ftgh — gLCOSTRCTEY _ ),

k wvgcosf — kx

ou ainda

k
y= (tg@):chkivo x sec9+%ln (1UZJS€C9>,

sec 6 + itg@ -
k"UO

g senf —0
k vocosf —kx

Isolando x da segunda equacao obtemos

v

x:x(ﬁ):kvo sec + g tgb

(25)

e levando a Eq. (25) na primeira obtemos

y=y(0) = (tgh)z (0) + k—io 2 (0) sec O+

kx(0
%ln <1 if))secﬁ)

que junto com a Eq. (25) fornece uma parametrizacao
da envoltéria.

Utilizando um software obtemos as seguintes tra-
jetorias, cujos angulos de tiro sao vistas na Fig. 10 e
dadas por

91-:(21'—1)%7 para i€ {1,2,3,...,12}.

m=0,25kg b=0,6kg/s v,=35m/s
10 g=98m/s k=24s"
8
6
~
4
o
2 s
—_— [
0 x
2 4 6 8 10 12

Figura 10 - Familia de trajetérias obtidas considerando-se a re-
sisténcia do ar e com angulos de tiro que variam entre 0° e 90°.
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Para obter a regiao de seguranga no caso b > 0 basta
rodar a envoltéria da familia acima em torno do eixo
y. Apesar das diferencas qualitativas ja comentadas no
texto do artigo, foi possivel observar, em ambos os ca-
sos, que a envoltoria da familia de trajetérias tem o
mesmo aspecto das trajetérias. Precisamente, no caso
parabdlico a envoltéria também é uma parabola, e no
caso b > 0 a envoltdria tem uma assintota vertical, as-
sim como tem assintota vertical todas as trajetorias de
projéteis que estao sujeitos a resisténcia do ar.

4.3. O efeito da presenca de vento

Vamos supor agora que os langamentos ocorram num
local onde ha presenca de vento, o qual imprime aos cor-
pos ai presentes uma velocidade constante u = (u1, uz).
Neste caso a equacao do movimento pode ser modelada
na forma

d*r dr dr
Mo = Mg - b. (dt - u) , r(0)=0, E(O) = Vp.
Chamando k = b/m e escrevendo a equagao anterior
em coordenadas cartesianas obtemos
%(0) = vo cos b,
, 9(0) = vgsend,

cuja resolugao fornece

R e L
(=g + kuy)
y(t) = ~——F——t+
{vosljrﬁ _ kuiz_ g} (1—e k). (27)

Observe que para valores grandes de t o fator 1 —e=*t é

quase igual a 1, de modo que temos as seguintes apro-
ximacoes

vgcosf —u

) = [0,

(=g +kuy) vosend  kus —g
y(t) =~ Lt - 2291,
Chamando ¢; = w}giul ey = Uosljnﬁ 3
k U2 — g N
—————, entao

kQ
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z(t) = wt + a1 e yt)= (—g%};k‘uQ) t + co.
Logo
y(t) —ca (=g + kug)
x(t) — kuy
ou seja
—g+ ku
u(t) ~ e+ LM gy )

k:u1

A conclusao é de que para valores grandes de t a tra-
jetoria fica arbitrariamente préxima de uma reta com

inclinacdo %, a saber, a reta r de equacdo carte-
siana
(—g + kuy)
= ¢ + ——(r—c1).
Yy 2 o ( 1)

As diferentes trajetorias dependerao dos valores de
uy e ug. Na sequéncia analisaremos alguns casos parti-
culares.

4.3.1. Caso 1: Vento horizontal soprando na

direcao oeste

Neste caso temos u; < 0 e us = 0. Logo a inclinagao
da reta r serd positiva e igual a —g/kuq, e como a or-
denada y(t) dada na Eq. (27) é limitada superiormente
concluimos em particular que o corpo colidird com o
solo em tempo finito.

As Figs. 11 e 12 ilustram duas trajetérias tipicas
de um corpo sendo lancado a partir da origem e as
correspondentes retas assintotas, cujos dados sao os
seguintes: 6 = 7/4 rad, ||vo| = 20 m/s, ug = 0,
m = 0,25 kg, b = 0,6 kg/s, k = 2,457 g =98 m/s?.
Na Fig. 11 temos u; = -10 m/s e na Fig. 12 temos
u; = -2 m/s. Ou seja, se o vento oeste for muito in-
tenso o corpo colidird com o solo num ponto de abscissa
negativa (Fig. 11).

u; =-10 m/s

-8 -6 -4 2

Figura 11 - Trajetéria de um corpo e sua respectiva assintota.
Langamento realizado a partir da origem considerando-se a re-
sisténcia do ar e a presenga de vento que sopra na direcao oeste
com intensidade de 10 m/s.
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Figura 12 - Trajetéria de um corpo e sua respectiva assintota.
Lancamento realizado a partir da origem considerando-se a re-
sisténcia do ar e a presenga de vento na diregdo oeste co intensi-
dade de 2 m/s.

A Fig. 13 ilustra algumas trajetérias com angulos
de tiro compreendidos entre 0° e 180°. O efeito do
vento com velocidade u sobre o formato da regiao de
seguranca € evidente, a saber, o vento deforma a regiao
de seguranca fazendo com que a mesma nao apresente
nenhum tipo de simetria.

Y x
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Figura 13 - Familia de trajetérias obtidas considerando a re-
sisténcia do ar e a presenga de vento na direcdo oeste.

4.3.2. Caso 2: Vento horizontal soprando na

diregao leste

Neste caso temos u; > 0 e us = 0. A andlise é com-
pletamente andloga & anterior, com a diferenca de que
para valores grandes de t as drbitas ficarao arbitraria-
mente proximas de retas com inclinagao negativa e igual
a—g/kuy.

4.3.3. Caso 3: Vento com direcao nordeste, e

baixa intensidade na diregao vertical

Por “vento na diregao nordeste” estamos querendo di-
zer que as componentes u; € ug Sao ambas positivas,
e por “baixa intensidade” entenderemos que uy < g/k.
Sob estas hipéteses a inclinacao (—g + kusg)/(kup) da
reta assintota serd negativa, e os projéteis colidirao com
o solo em tempo finito, como nos casos anteriores. A
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regiao de seguranga apresentard o mesmo aspecto dos
casos anteriores.

4.3.4. Caso 4: Vento com direcao nordeste, e

alta intensidade na diregao vertical

Além de supormos que u; e us sao positivas, admiti-
remos que uz > ¢g/k. Isto implica que o coeficiente
angular (—g + kus)/(ku1) da reta assintota é positivo.
Assim, as expressoes de z(t) e y(t) dadas nas Eqs. (26)
e (27) sao ilimitadas superiormente, e dizem que para
valores grandes de t o projétil estard bem préximo de
uma reta com coeficiente angular positivo. Em parti-
cular podemos concluir que o corpo jamais atingird o
solo, conforme ilustra a Fig. 14.

u;=5m/s
u, =7 m/s
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Figura 14 - Trajetéria de um corpo lancado a partir da origem
na presenca de vento na dire¢ao nordeste e alta intensidade na
diregao vertical, e sua respectiva assintota.

A Fig. 15 por sua vez mostra vérias trajetorias, com

Pereira e Bonfim

diferentes angulos de tiro. Com ela tem-se uma idéia de
como fica a regido de seguranca, que é o complementar
da regiao “varrida” por estas varias trajetorias.

y

-5 0 5 10 15 20

Figura 15 - Familia de trajetérias na presenca de vento na direcao
nordeste, com alta intensidade na direcao vertical.
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