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Este artigo tem como objetivo principal apresentar, de maneira sucinta e intuitiva, aspectos fundamentais da
construcdo e do do desenvolvimento da Teoria de Yang-Mills-Shaw. Partindo do paradigma do Eletromagnetismo
de Maxwell, construimos, por analogia, a teoria para campos vetoriais ndo-Abelianos e sua interagdo com a
matéria. Para tal, estendemos o grupo U(1) do eletromagnetismo para o grupo SU(NN) e escrevemos as equagoes
tipo-Maxwell para o caso de simetrias ndo-Abelianas, definindo os campos elétricos e magnéticos associados para
a simetria SU(N).

Palavras-chave: Teoria de grupos, invaridncia, fisica de particulas.

This paper sets out to present, in a brief and intuitive way, fundamental aspects on the construction and
formulation of the Yang-Mills-Shaw Theory. Starting off from the paradigm of Maxwell Electromagnetism, we
build up, by analogy, the formulation for nonabelian vector fields and their (gauge) interactions with matter. In
order to do so, we extend U(1) to the SU(N) group and write down the nonabelian extension of the Maxwell

equations by now defining the electric and magnetic fields for the SU(N)-symmetry.
Keywords: Group theory, invariance and symmetry, particle physics.

1. Introducgao

O que mantém o nicleo atémico coeso? Foi na tentativa
de responder esta pergunta que se especulou, pela
primeira vez, a existéncia do que hoje chamamos de
interacao nuclear forte. Em 1935 o fisico japonés Hideki
Yukawa publica um trabalho [I] que propde que uma
particula escalar massiva deveria ser a mediadora da
interacdo forte, assim como o féton é a particula me-
diadora da interacdo eletromagnética. Contudo, sendo
a interacdo forte limitada ao niucleo atdmico, Yukawa
mostrou que tal alcance finito é uma consequéncia do
fato de que a particula mediadora é massiva. A massa
de tal particula mediadora foi estimada como sendo da
ordem de 200M eV, possuindo portanto uma massa in-
termediaria entre o préton e o elétron, originando assim
o nome méson. Paralelamente desenvolvia-se a teoria da
interacao fraca, que compartilha com a interacgao forte o
fato de também ser uma interacdo de curto alcance.

O ano de 1954 foi um ano-chave, devido ao desen-
volvimento da teoria de Yang-Mills-Shaw (YMS) [2, [3].
O trabalho de YMS tratava de descrever a interagdo nu-
clear forte (spin isotdpico forte) através de uma simetria
SU(2) local. Como consequéncia, foram introduzidos trés
bésons vetoriais intermediarios (B, B, , By), todos com
massa nula. A auséncia de massa era um problema, uma
vez que tal fato garantia alcance infinito para a interagao
forte, contrastando com os dados fenomenoldgicos, que
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apontam um alcance da ordem de 1 fm e massas dos me-
diadores da ordem de 200MeV. Como a teoria de YMS
nao explicava, até o momento, o alcance da interacao
forte, a teoria de Yukawa de 1935 [I] ainda era tida como
a melhor teoria para a interacao forte. Diferentemente da
teoria de YMS, a teoria de Yukawa para a interacao forte
é mediada por particulas escalares (mésons 7), cujas
massas (mq+ ~ 140MeV e myo ~ 135MeV) sdo da
ordem de 200MeV .

Somente em 1956, influenciado pelos trabalho de Lee
e Yang [4] acerca da violagdo de paridade nas interagdes
fracas, Salam [5] (e independentemente Glashow [6] e
Weinberg [7]) publica um trabalho acerca da simetria
quiral. Neste trabalho, Salam incorpora a teoria de YMS
e o grupo SU(2) na descrigdo da interagao fraca, e tal
descrigao esta em acordo com a violacao de paridade nas
interagoes fracas ao passo que preserva a simetria de
Lorentz. O grande problema continua sendo o alcance
da interagdo fraca e a origem das massas dos léptons
e dos bdsons vetoriais.

A questdo das massas dos léptons e dos bodsons
vetoriais s6 foi solucionada no inicio da década de 1960.
Nambu e Jona-Lasinio [§,[9] importam a ideia de quebra
espontanea de simetria da teoria dos supercondutores
para a fisica de altas energias. E a solucdo para o pro-
blema das massas se d& em 1964, através do que passou
a ser conhecido como mecanismo de Higgs [I0HIZ2)].

Por fim, a consolidacdo da teoria de YMS como
descricdo base para as interagoes fraca e forte se deu
em 1971, quando t'Hooft e Veltman [13] mostraram
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que as teorias de YMS (ou teorias de calibre nao-
abelianas) safisfazem critérios de consisténcia, tais como
a renormalizabilidade, apresentando-se assim como a
melhor descri¢do para as interagoes fundamentais.

Este artigo tem como objetivo principal apresentar,
de maneira sucinta e intuitiva, aspectos fundamentais
acerca do desenvolvimento da teoria de Yang-Mills-
Shaw. Partindo do paradigma do eletromagnetismo
de Maxwell, construimos, por analogia, a teoria para
campos vetoriais nao-abelianos e sua interagdo com a
matéria. Para tal, estendemos o grupo U(1) do eletro-
magnetismo para o grupo SU(N) e obtemos as equagoes
de Maxwell ndo-abelianas.

Este trabalho é estruturado como se segue: na se-
cao |2| apresentamos a formulacdo matematica para a
construgdo de de uma teoria para campos vetoriais
abelianos. Na secao |3| apresentamos uma construcao
para o setor fermidnico via operador de helicidade. Na
se¢do [] mostramos como se dd o acoplamento entre o
setor eletromagnético e o setor de matéria. Na secdo [f]
estudamos os aspectos matemaéticos relacionados aos
campos vetoriais nao-abelianos, tomando como grupo
de simetria o grupo SU(N). Na secdo [ obtemos
as equagoes de Maxwell ndo-abelianas e na segao [7]
apresentamos nossas conclusoes.

2. Campos Vetoriais Abelianos

O trabalho seminal intitulado A Treatise on Electricity
and Magnetism publicado por Maxwell [14] em 1873
apresenta a formulacdo matematica das leis empiricas
que descrevem os fendmenos de natureza elétrica e mag-
nética. A descrigdo do eletromagnetismo via equagoes de
Maxwell

v.E=2 (1)
€0

V-B =0 (2)
. OB
E=-="

V X 5 (3)
. . OF

VxB = NOJ"‘NOGOE 4)

permite que vejamos que maneira clara uma propriedade
importante dos fendmenos eletromagneticos, a saber, a
liberdade de calibre.

A liberdade de calibre (ou liberdade de gauge) nos diz
que ha uma certa arbitrariedade na escolha dos potenci-
ais vetor A e escalar ¢. Ou seja existem transformagdes
de gauge

{0, A} = {¢', A"} (5)
tais que,
! =¢+0
{ff oo (6)
=A—Va.
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de modo que
E=-V¢—-0,A=-V¢ —9,A =E' (7)
B=VxA=VxA=8. (8)

Portanto, vemos que ha uma liberdade na escolha da
funcdo «(t,Z) de modo que se mantenha os campos
elétrico e magnético invariantes [I5].

Surge entdo, naturalmente, a seguinte questio: como a
simetria de calibre intrinseca ao campo eletromagnético
se transmite ao setor de matéria? Para tentar responder
a tal questionamento, lembremos primeiramente que a
matéria carregada fundamental é de natureza fermio-
nica. Portanto, a seguir construiremos o setor fermionico
de Dirac para s6 entdo acoplarmos o setor de matéria
com o campo eletromagnético.

3. Setor Fermidnico

No modelo padrao das particulas elementares e campos
existem trés possiveis tipos de férmions, a saber, os fér-
mions de Dirac, Weyl e Majorana. Fermions de Dirac sao
particulas fermionicas (spin semi-inteiro) massivas que
sao diferentes de suas antiparticulas. J& os férmions de
Weyl sao particulas fermionicas de massa zero, enquanto
que os férmions de Majorana sdo particulas fermionicas
massivas que tem a propriedade de serem a sua prépria
antiparticulas. Vale ressaltar aqui que praticamente
todos os férmions elementares do modelo padrao sao
férmions de Dirac, com excecao talvez do neutrino, que
pode vir a ser um férmion de Majorana [I6]. Até o
presente momento, esta questao continua em aberto.

Pauli propos a existéncia dos neutrinos em 1930, na
tentativa de manter valido o principio de conservagao
de energia no decaimento beta do néutron, e por muitos
anos acreditou-se que os neutrinos fossem férmions de
Weyl. Contudo, apds os experimentos realizados pelo Su-
per Kamiokande e pelo Sadbury Neutrino Observatory
(SNO) em 1998, confirmou-se a oscilagdo de neutrinos
e consequentemente o fato de que estes tém massa
nao nula. Uma vez confirmada a massa nao nula dos
neutrinos, descarta-se portanto, a possibilidade de que
eles sejam férmions de Weyl. Para uma revisdo mais
detalhada sobre a fisica de neutrinos vide [L7, [18].

Discutiremos entdo como particulas fermiénicas sem
massa podem ser descritas pela equacdo de Weyl, que
por sua vez estd dinamicamente associada ao operador
de helicidade. O operador de helicidade H esté relaci-
onado a projecao do spin de uma dada particula com
relagdo ao seu momento, isto €,

H=25 p, (9)

de modo que os autovalores do operador helicidade serao
sempre +//2. Dizemos entao que, quando o autovalor do
operador helicidade de uma dada particula é +7/2, esta
é chamada de particula de mio esquerda (ou particula
Left-Handed). E quando o autovalor do operador heli-
cidade de uma dada particula é —//2, esta particula é
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Figura 1: Para o referencial O, a particula massiva possui spin
orientado no mesmo sentido do movimento, enquanto que para o
referencial O’, que se move com velocidade |V'| > |4, a particula
massiva possui spin antiparalelo ao sentido do movimento.

chamada de méo direita (ou particula Right-Handed).

Vamos considerar entdo, inicialmente, o caso de uma

particula Left. Neste caso, temos,

- P h

S = =+=. (10)
2

A teoria de grupos [19] nos diz que o operador de spin

S = K(#/2), sendo & = 0,1 + 0, + 0.k, e a relagdo

de dispersao para particulas relativisticas de massa zero

nos da que |p] = E/¢, logo,

P h
he . pe=—E. 11
5 Pe=3 (11)

Por fim, aplicando a prescri¢do canénica de quantizagao,
isto é, promovendo energia e momento a operadores,
obtemos,

(ihdy + ihcd - V)€ = 0, (12)

sendo & dado por

£= <€1(t’@>. (13)

fg (t, l‘)

A equagao nos dé, portanto, a dindmica para uma
particula fermidnica de massa zero, tal que seu spin esta
na mesma dire¢ao e sentido do movimento. Note ainda
que a equacao de Weyl acopla as duas componentes
do espinor 1. E possivel mostrar ainda que cada uma das
componentes dos spinor obedece uma equacao de onda
em que a velocidade de propagacao é igual a velocidade
da luz, como tem que ser no caso de particulas de massa
Zero.

E importante destacar aqui que para férmions de
Weyl, como o neutrino do modelo padrao, a helicidade
é um invariante de Lorentz. Pois uma vez que particulas
de massa zero sempre viajam a velocidade da luz, nao
é possivel ir para um referencial mais rapido em que o
sentido do momento seja invertido. Ja para particulas
massivas, sempre é possivel ir para um referencial mais
rapido que a particula de modo que sentido do momento
seja invertido e, consequentemente, o sinal da helicidade
(ver Fig.), uma vez que particulas massivas viajam
obrigatoriamente com velocidade menor que a da luz.

Na secao seguinte, a nossa proposta é mostrar como, a
partir do acoplamento minimo do férmion com o campo
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eletromagnético, e de posse das transformacoes de cali-
bre deste ultimo, como o férmion deve se transformar.
Em geral, a construgdo parte da simetria de calibre
ja imposta como uma transformacao de fase sobre o
campo fermidnico. Aqui, o nosso ponto de vista é partir
do acoplamento minimo, ja conhecido dos estudos da
teoria eletromagnética, e com isso, chegar a forma da
transformagcao que o férmion deve sofrer. Consideramos
que este possa ser um caminho mais natural para se
compreender por que o campo fermionico deve ter a sua
transformacao de calibre como sendo uma transformagao
de fase local. Finalmente, cabe ressaltar que trataremos
o férmion sem massa, pois a introducdo dessa nao
interfere absolutamente na construcao do procedimento
que nos leva & transformacdo de calibre que estamos
buscando.

4. Acoplamento do Campo
Eletromagnético com a Matéria

Agora que construimos o setor fermidnico via operador
de helicidade, vamos investigar como as transformacoes

de calibre se manifestam no setor de matéria. Primeira-
mente note que a seguinte proposta de lagrangiano

L= Zwiatw + pTihd - Vi (14)

nos da, através da equagao de Euler-Lagrange, as equa-
¢oes de movimento para o lagragiano em pleno acordo

com
%at¢+av¢ _ 0 (15)
%atwf +vyt.d@ = 0. (16)

As equagdes de movimento nos permitem obter a densi-
dade de carga e densidade de corrente, expressas como:

€t
cw (0 (17)

Pe

Je = eylGy. (18)

Portanto, considerando que uma dada matéria carregada
é a fonte do campo eletromagnético, temos:

mat 1 E2 2 h ts tip =2
cpet = — (22 B2 + 2ytigu + oting - vy
210 \ 2 c

7pe¢+je : E (19)

Os ultimos dois termos do lagrangiano acima sao o
acoplamento entre a matéria carregada e o campo
eletromagnético. Note, portanto, que podemos escrever
os termos de acoplamento como

ped = “¥lvo (20)
jer A = eyl Ay, (21)
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e dessa forma o lagrangiano pode também ser reescrito
de uma maneira mais conveniente

crat %wu (875 + Z%p) )+ phikG - (V - ifg) W

h
1 (E2
o\ = =B 22
+2,UO <02 ) ( )
Definimos entao
e
Dy = Orp + i (23)
5¢==V¢—%%5¢, (24)
assim,
72
E}\nﬂztm = waith + 1/)Tiﬁ(_f - Dty + i E; _ B2,
¢ 240 \ c?
(25)

Ao efetuarmos uma transformacao de gauge, o termo
de Maxwell puro se mantém invariante. Contudo, a
simetria de gauge é perdida no setor de matéria. Por-
tanto, para ndo violar a simetria de gauge trazida pelos
potenciais escalar e vetor, o campo de matéria 1 deve
transformar-se também. Vamos supor entéo que o campo
1 transforme-se de tal modo que:

Y — 1 = R(a)y. (26)

R(«) é a fungdo complexa que representa a transforma-
¢ao de calibre atuando no setor de matéria. Enfatizamos
que, mesmo ¥ sendo um vetor coluna no espago dos
espinores, R(«) ndo é uma matriz que mistura as com-
ponentes de ¥. R(a) é uma fungio que atua igualmente
em cada componente de . Isto porque estamos em um
cenario Abeliano. Na proxima secao, quando trataremos
do regime nao-Abeliano, R(«a) estard representando uma
matriz que atuard na representagdo do grupo de simetria
a qual 1 pertence. Como veremos, tratando-se do caso
nao-Abeliano, v receberd um indice extra associado ao
grupo.

Para garantir a invaridncia de £, se o campo de maté-
ria se transforma de acordo com , entdo devemos ter

(D) = (R") ™ (De) (27)
(Be) = ()" (D). (28)

Note que o termo (th)/ pode ser reescrito fazendo-se
uso da equagdo (26), de modo que,

(D)) = (8:R) % + RO + i%qﬁRw + i%(@ta)qu.
(29)

Se considerarmos a condi¢ao de unitariedade em R, que é
uma condic¢ao razoavel, uma vez que a evolucao temporal
de sistemas quanticos deve ser unitaria, temos

(O:R) = =i (9r) R, (30)
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que nos da que
R(a) = ¢~ "Rotd), (31)

O mesmo resultado pode ser obtido ao se trabalhar com
ﬁw’ . Vemos entao que o campo eletromagnético reage as
transformagcdes de calibre através de um deslocamento,
enquanto que a matéria sofre uma transformacao de fase.
A funcio de transformagdo R(«) pertence ao grupo das
transformagoes unitarias em uma dimensdo, isto é, ao
grupo U(1).

As derivadas expressas nas equacoes e sa0
chamadas de derivadas covariantes, justamente por que
suas leis de transformagao e sdo similares a lei
de transformacao para v)’, diferentemente do que acon-
tece com a derivada usuaﬂ Note ainda que, se tomarmos
o comutador das derivadas covariantes, obtemos:

[Di, Dy] = 0 (32)

[Dy, D;] = —z%E (33)
L€

[Di, D;] = _'LﬁfijkBka (34)

com %, j, k = {1,2,3}. As relagdes acima nos dizem que é
possivel expressar os campos elétrico e magnético através
da algebra das derivadas covariantes.

De maneira geral, podemos expressar a transformagao
de U(1) para o campo de matéria como sendo

wl — ei%qa(t,f)w, (35)

sendo o pardmetro g a constante de acoplamento da
interagdo e ¢ o valor da carga associada ao campo em
questao. Para o caso da interacao eletromagnética temos
portanto que g assume o valor da carga elétrica e ¢ serd
identificado com o valor da carga elétrica da particula
associada ao campo 1), digamos, qy.

As transformagoes para os operadores de derivada
covariante sao dadas em termos de transformagoes de
similaridade, ou seja,

D; — ei%qa(t,i)Dte—i%qa(t,f). (36)
De modo que, desenvolvendo a equacao acima, obtemos,
O +igyd =0, —iqy (9) +igy s, (37)

que nos retorna a transformagdo de gauge para o
potencial escalar ¢

& = ¢ — 8. (38)

Um procedimento anidlogo pode ser realizado para as
componentes espaciais. Destacamos mais uma vez que

1 Para a derivada usual temos que O/ = R(O:y) + (0 R)%.
E vemos assim que o segundo termo é o responsavel pela nao
covariancia da transformacao.
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os campos elétricos e magnéticos podem ser escritos
em termos das relagbes de comutacao das derivadas
covariantes, de modo que, no caso geral, temos:

h

E; = — D¢, D; 39
qu[ t, D] (39)

Bi = - cn D}, Di] (40)
i Ziqgfijk 7 Vk

5. Campos Vetoriais nao-Abelianos

Nesta se¢ao trataremos de construir o palco para a ob-
tencao da versao nao-abeliana das equacoes de Maxwell.
Para tal, ao invés de trabalharmos com um grupo
abeliano, como por exemplo o grupo U(1) visto na se¢ao
anterior, que se expressa no setor de matéria através de
uma transformagao de fase, vamos generalizar a ideia
para um grupo nao-abeliano. Portanto, consideraremos
aqui o grupo SU(N).

O grupo SU(N) é um subconjunto do grupo U(N),
isto é, SU(N) C U(N), sendo U(N) o grupo das
matrizes unitarias em N-dimensoes (para mais detalhes,
vide [19]), ou seja,

U(N) = {Q e M(N,C); Q" =Q'}. (41)
Nos deteremos ao grupo SU(N) que é dado por:
SUN) = {Q € UV); det(@) =1}, (42)

Facamos aqui uma breve analise acerca das matrizes ) €
SU(N). As matrizes Q € SU(N) possuem N? elementos
em C, consequentemente 2N? elementos em R. Contudo,
a unitariedade de @ implica que QTQ = I , sendo Ia
matriz identidade de ordem N. Tal condigdo nos da N
vinculos reais na diagonal e N2— N vinculos reais fora da
diagonal. Por fim, a condi¢ao de que det(Q) = 1 impde

mais um vinculo, uma vez que temos I'm[det(Q)] = 0.
Finalmente temos que para qualquer matriz @ € SU(N),
2N? - N - (N*-N)—-1=N? -1, (43)

hd N2 — 1 elementos reais independentes. No caso
particular do grupo SU(2), por exemplo, temos trés
parametros reais independentes, que sao os trés angulos
de Euler associados as trés matrizes de Pauli, que sdo os
geradores do grupo SU(2).

No caso do grupo SU(N) a matéria deixa de ser um
objeto de uma tunica componente e passa a ser um N-
plete, isto é, um vetor coluna com N componentes

(a1
(>
. (44)
(N
Analogamente ao caso abeliano, o campo @ transforma-

se tal que ¢ = Ry. Contudo, R € SU(N), sendo
portanto expressa por

R = ¢ifwaGa, (45)
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com a = 1,2,...,N? — 1. Na expressio acima ¢ é
a constante de acoplamento, w, = wy(t,¥) sdo os
parametros independentes e G, sdo os geradores do
grupo SU(N). Os geradores G, do grupo SU(N) sao
matrizes hermitianas de traco nulo e tais que

[Gaa Gb] = 7:fabcc;(cy (46)

sendo fype a constante de estrutura do grupo SU(N).

Por analogia ao caso abeliano, construiremos aqui as
derivadas covariantes para o caso nao-abeliano. Vamos
considerar, por questdo de simplicidade, somente a
componente temporal, mas sempre lembrando que o
mesmo vale para as componentes espaciais. A derivada
covariante temporal é entao escrita como

mw:@w+%me. (47)

Podemos também explicitar as componentes do campo
de matéria, de modo que,

mw=@m+%mwwm¢ (48)

Finalmente, podemos construir um Lagrangiano de ma-
téria para o setor nao-abeliano similarmente ao que
foi feito para o caso abeliano, de modo que podemos
escrever

h .
L£rat — Ez/JTith +¢Tihd - D, (49)

com as correspondentes derivadas covariantes nao-
abelianas.

Note portanto que o gerador G, do grupo SU(N)
promove o acoplamento entre as diversas componentes
do campo de matéria. Na teoria de quarks, por exemplo,
os geradores do grupo SU(3), as chamadas matrizes de
Gell-Mann, promovem o acomplamento entre os diversos
sabores de quarks no setor de interacdo via forca forte.
No caso particular do grupo SU(2), por exemplo, os
geradores sdo as préprias matrizes de Pauli [I9]. Seja

SQ '

Sl Sl
_D =
t<52> at(s2>

g 3 p1—ig2 \ [ S
+Z2(¢1+i¢2 ¢3 )(52)'

(51)

Para o caso SU(N) a transformagdo para o operador
derivada covariante, assim como no caso abeliano, toma
a forma de uma transformacao de similaridade, isto é,

D, = RD;R™ 1, (52)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220045, 2022



€20220045-6

de modo que, desenvolvendo, obtemos,
h
$,Go = o RG, R~ + —R(O,R)"". (53)
g
Por questao de simplicidade aqui consideraremos que

|wa| << 1, de tal modo que tomaremos a expansdo de
(45) até primeira ordem, ou seja,

R~1+ i%waGa. (54)
Consequentemente,
R~ fﬂ‘%waGa, (55)
R ~ —i%(&twa)Ga. (56)
Substituindo , e em obtemos:
G = ba — O = 3 fabcton. (57)

O ultimo termo da expressdo anterior é a corre¢do nao-
abeliana para a transformacdo de gauge sofrida pelo
potencial escalar. Para a obtengao da contribuicao nao-
abeliana foi utilizada a relacdo de comutagao . Ana-
logamente podemos encontrar a corregdo nao-abeliana
para a transformacio de gauge para o potencial vetor,

A = A, + Vw, — % Fabetp Ae. (58)

Da mesma forma que usamos as relagdes de comutagao
entre as derivadas covariantes, a fim de obter os campos
elétrico e magnético em termos dos potenciais escalar e
vetor, para o caso de campos vetoriais abelianos, pro-
cederemos aqui analogamente para o caso nao-abeliano.
Considere portanto,

(D1, D] = i (~V6a = 0140 + % furctnA. ) G,
= iYE.G. (59)

definimos entdo o campo elétrico em SU(N) como,

Ea = *V(ZSa - at/fa + %fabcd)bgc- (60)
Para o campo magnético ndo-abeliano temos,
[D;, D] = *i% (aiAja — 0jAia + %AibAjcfabc> G,
_ _.9
- _l%GijkBkaGa (61)

Definimos assim,
g
€ijkBra = 01Ajq — 0jAiq + ﬁAibAjcfabc' (62)
Contraindo um €,,;; em toda a expressao, obtemos

Ayt D e (A% A
Bua = (V5 A+ S fure (A x A.) — (63)
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Finalmente, expressando o campo magnético em termos
vetoriais, temos

B, =V x A, + % Fave Ay x A.. (64)

No caso particular do grupo SU(3), por exemplo, as
expressoes e representam os campos elétricos
e magnéticos, respectivamente, associados a interacao
forte.

Aqui, vale a pena ressaltar que, no caso da eletrodina-
mica usual de Maxwell, o grupo de simetria associado é
o grupo U(1), que possui um tnico gerador associado a
carga elétrica, determinando portanto um tinico campo
elétrico e um tnico campo magnético. Contudo, no caso
de SU(N) temos N2 — 1 geradores, e para cada um
destes geradores teremos um campo elétrico e um campo
magnético associado.

6. Equacoes de Maxwell nao-Abelianas

Uma vez munidos dos campos elétrico e magnético nao-
abelianos, o préximo passo consiste em obter as equagoes
de Yang-Mills, isto é, as equagbes de Maxwell nao-
abelianas associadas ao grupo SU(N). Para tal, analoga-
mente ao caso abeliano, construiremos um lagrangiano
tipo Maxwell, mas agora com os campos elétrico e
magnético nao-abelianos, ou seja,

Lyy = L (;EG~EQ—BG-BG>. (65)

Duas das equagdes de Maxwell, a saber, as equagoes
com fontes, podem ser facilmente obtidas a partir do
lagrangiano por meio da equagao de Kuler-Lagrange.
Considerando a equacao de Euler-Lagrange para o po-
tencial escalar ¢,, obtemos

V- Ea + %fabcgb : Ec =0. (66)

A equacdo acima é a Lei de Gauss para o campo
elétrico em SU(N). Para obtermos a equacdo ndo-
abeliana de Ampere-Maxwell devemos encontrar, via
equacao de Euler-Lagrange, a equagdo de movimento
para o potencial vetor /Ta, Assim, temos

- - - 1 o o
V x Ba + g,fabc‘élb X Bc = 5 (6tEa - gfabc(ﬁblac>7
h c2 h
(67)

que é o correspondente nao-abeliano da equacao de
Ampere-Maxwell.

Para a obtencdo das equagdes nao-abelianas corres-
pondentes as leis de Faraday-Lenz e Gauss magnetismo,
faremos uso das identidades de Bianchi. Tomando inici-
almente

(D¢, [Ds, D] + [Ds, [Dj, Di]] + [Dj, [De, Di]] = 0,
(68)
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obtemos

—i%Eijk[Dh BraGal — i%[D“ EjaGa

+z‘%[Dj, EiuGa] = 0. (69)

Para a obtencdo da equacdo acima fizemos uso das
relagoes de comutagao e . Desenvolvendo os
comutadores e fazendo uso da relagao , apos a
organizacao dos indices espaciais e do grupo SU(N),
chegamos a

V x Ea + %fabcfzb X E:c = - (6t§a - %fabc¢b§c) ;
(70)

que é a Lei de Faraday-Lenz para Yang-Mills. Um
procedimento inteiramente andlogo usando também a
identidade de Bianchi, mas agora na seguinte forma,

[Di’ [Dj’Dk]] + [Dj7 [Dkai]] + [Dk7 [Di’Dj]] =0,
(71)

nos permite obter o andlogo a lei de Gauss para o
magnetismo dentro do contexto da teoria de Yang-Mills.
Assim, obtemos a seguinte expressiao

V.- B, + %fabcffb .B.=0. (72)

Em resumo, podemos escrever as equagdes de Yang-
Mills, isto é, as equagdes de Maxwell ndo-abelianas para
o grupo SU(N) como se segue

I

V- Ea + %fabcgb e = 07 (73)

—

V. B, + %fabcffb-Bc =0, (74)

V x Ea + %fabcgb X Ec - <8t-§a - %fabc¢b§c>a

(75)

_ g - _ 1 _. g _
V x Ba + ﬁfabcAb X Bc = ? (atEa - ﬁfabc(bbEc)'
(76)

A equagao é particularmente interessante, uma
vez que torna-se explicito que a consideracao de campos
vetoriais ndo-abelianos induz o surgimento de monopolos
magnéticos de maneira natural. Além disso, vemos que
os préprios campos de Yang-Mills sdo fonte para a
geragdo de si préprios, o que faz de Yang-Mills uma
teoria de autointeragdo. Esta autointeracdo expressa-se
através de nao-linearidades nas equagOes, tornando a
busca por solu¢oes uma tarefa ardua.

Caso incluamos também a matéria fermioénica como
fonte para os campos de Yang-Mills, as equacoes acima
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passam a ser escritas como

V'Ea+%fabcgb'ﬁc = Pa; (77)

V- Ea + %fabcgb ' gc = 07 (78)
V x Ea + %fabcgb X EC

_ (0B _9 3

= (8tBa hfabcd)bBc) ) (79)

V x ga + %fabcfsz X gc

e 1 = g =
= Ja + g (675Ea - ﬁfabc¢bEc) 5 (80)
sendo
pa = TuiGly (81)

Jo = g¥iGlEp. (82)

Finalizando, com a construcao que apresentamos aqui
para as teorias de calibre ndo-abelianas, temos todo
o instrumental necessdrio para se passar a formulagdo
da teoria eletrofraca de Salam-Glashow-Weinberg e,
posteriormente, a elaboracdo do Modelo Padrao das
interagbes fundamentais. Em trabalho a ser posterior-
mente redigido estaremos seguindo esta linha com o
objetivo de oferecer um material didatico simples para a
compreensdo do problema da unificagdo dos campos de
forga eletromagnética, nuclear fraca e nuclear forte.

7. Conclusoes

Neste trabalho, discutimos o desenvolvimento da teoria
de Yang-Mills-Shaw a partir de uma construcao inspi-
rada na Eletrodinamica de Maxwell. Tal construcao é de
extrema importancia para o estudante que busca inserir-
se nos estudos em fisica de altas energias, seja no &mbito
teodrico, fenomenolégico ou experimental.

Estudamos inicialmente como as transformagoes de
calibre se manifestam no setor de matéria quando
consideramos campos vetoriais abelianos. Em seguida
estendemos o grupo de simetria U(1l) para o grupo
SU(N) a fim de obter as equagdes de Yang-Mills-Shaw,
isto é, um conjunto de equagbes tipo Maxwell nao-
abelianas.

Pretendemos, em um trabalho futuro, abordar es-
pecificamente a teoria unificada eletrofraca, a fim de
mostrar explicitamente como se resolve, por meio do
chamado Mecanismo de Higgs, o problema do alcance
mencionado no inicio de nosso texto dando origem,
assim, as massas para os bésons W=, Z% e mostrando
como o féton emerge de massa nula, elucidando assim
como, a partir do esquema unificado eletrofraco, as
interacoes eletromagnética e nuclear fraca se diversificam
e adquirem suas escalas individuais de energia, compri-
mento e tempo. Cabe destacar que a proposta consiste
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em criar um texto auto-consistente para iniciantes e
interessados em conhecer a interessante teoria proposta
por Abdus Salam, Sheldon Glashow e Steven Weinberg.

Material Suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:

Apéndice A
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