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Abstract
[

In the search for sustainable construction, timber construction is gaining in popularity around the world. Sustainably harvested wood stores carbon
dioxide, while reforestation absorbs yet more CO2. One technique involves the combination of a concrete slab and a timber beam, where the two
materials are assembled by the use of flexible connectors. Composite structures provide reduced costs, environmental benefits, a better acoustic
performance, when compared to timber structures, and maintain structural safety. Composite structures combine materials with different mechani-
cal properties. Their mechanical performance depends on the efficiency of the connection, which is designed to transmit shear longitudinal forces
between the two materials and to prevent vertical detachment. This study contributes with the implementation of a finite element formulation for
stress and displacement determination of composite concrete-timber beams. The deduced stiffness matrix and load vector are presented along
to numerical examples. Numerical examples are compared to the analytical equations available in Eurocode 5 and to experimental data found in
the literature.

Keywords: composite structures, finite element method and sustainable structures.

Resumo
E——

A madeira tem se destacado na produgédo de edificagdes sustentaveis, principalmente pela possibilidade de emprego de madeiras provenientes
de florestas plantadas. A combinacéo de vigas de madeira com um tabuleiro de concreto armado ligados entre si por conexdes flexiveis € uma
alternativa que traz aumento de rigidez a estrutura, ameniza problemas de durabilidade, quando exposta as intempéries, e melhora seu desem-
penho acustico, se comparada a uma estrutura em madeira. As estruturas mistas sdo constituidas pela associagdo de materiais com diferentes
propriedades mecanicas e seu desempenho mecanico depende da eficiéncia da ligagdo entre eles. Os conectores flexiveis sdo responsaveis
pela transmisséo de forgas de cisalhamento entre os dois materiais e por evitar o desprendimento vertical. Esta pesquisa desenvolveu e imple-
mentou uma formulagao de elementos finitos para calculo dos esforgos internos da estrutura mista de concreto e madeira. A matriz de rigidez e o
vetor de carga deduzidos séo apresentados juntamente com exemplos numéricos e seus resultados sdo comparados com as equagdes analiticas
do Eurocode 5 e resultados experimentais da literatura.
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1. Introducgao

EE

As estruturas mistas constituidas por materiais de diferentes pro-
priedades de elasticidade e de resisténcia podem ser associadas,
como uma solugéo alternativa as estruturas de uso corrente na
construcéao civil. Essa medida busca obter redugao de custos de
construgdo mantendo a seguranga estrutural com um desempe-
nho arquitetdnico e ambiental vantajoso.

Com essa técnica pode-se alcangar, no caso de pontes, um au-
mento da rigidez da estrutura, diminuindo-se seus deslocamentos
e aumentando-se sua frequéncia natural de vibragao.

O sistema de tabuleiros mistos é constituido de uma placa de con-
creto conectada a elementos estruturais de madeira de tal modo
que as partes funcionem em conjunto. O nivel de transferéncia
de esforgos entre a placa de concreto e os elementos de madei-
ra pode definir um comportamento monolitico, quando ndo ha
deslocamentos relativos entre esses materiais, ou comportamento
“ndo monolitico” quando as transferéncias de tensdes ocorrem
com pequenos deslocamentos relativos.

Nos tabuleiros mistos, a placa de concreto protege a madeira
contra intempéries, o desgaste superficial por abrasao, diminui as
vibragdes provocadas pelas cargas dindmicas, aumenta o isola-
mento acustico, a protegdo contra fogo e proporciona maior rigi-
dez e resisténcia se comparado ao tabuleiro de madeira. A resis-
téncia ao carregamento aumenta na ordem do dobro e a rigidez de
trés a quatro vezes segundo CECCOTTI [1].

A leveza das estruturas mistas em concreto-madeira e o possivel
emprego de elementos de madeira laminada colada s&o fatores
que contribuem para a sua produgéo pré-fabricada.

1.1 Sistemas de conexdao em estruturas mistas
de madeira e concreto

TARANTINO e DEZI [2] retratam em seus trabalhos a necessida-
de do estudo do sistema de ligagéo, responsavel por transmitir a
forga de cisalhamento longitudinal na interface dos dois materiais
combinados ao longo do comprimento da viga.

Na analise de ligagdes de pecas de madeira, RACHER [3] ressalta
a importancia do sistema de ligagéo, visto que o seu comporta-
mento afeta diretamente a distribuicdo de forgas na pega e conse-
quentemente deformacgdes da estrutura.

Conforme SORIANO [4] o sistema de ligagédo, que caracteriza o

comportamento de toda estrutura, pode ser denominado como ri-
gido e semirrigido (flexivel), Figura [1].

Um exemplo de conexao rigida é a utilizagao de adesivo estrutural
epoxi, ao longo de toda superficie de contato entre os dois mate-
riais, GIRHAMMAR e GOPU [5]. A ligacao rigida consiste na inte-
gragao total da secao, ou seja, a sec¢do trabalha monoliticamente.
Estudos desenvolvidos no Brasil, colando diretamente vigas de
madeira a pegas estruturais de concreto armado, foram apresen-
tados por NICOLAS [6]. Também SORIANO [4] ensaiou vigas mis-
tas de madeira e concreto com seg¢ao T, onde a alma de madeira
foi colada a laje de concreto.

No sistema de conexao semirrigida, a ligacédo entre os materiais pode
ser feita através de pinos de ago, pregos, parafusos, cavilhas e perfis
metalicos. A ligagdo semi-rigida apresenta uma integragéo parcial da
secao, havendo deslizamento relativo entre os dois materiais.

1.2 Modelo para analise de vigas mistas

Os principais modelos matematicos para a representagdo do com-
portamento de estruturas mistas propostos na literatura séo aborda-
dos com base no principio de equagdes de equilibrio e no principio da
energia. Diferentemente das estruturas mistas em ago-concreto, para
as quais existem diversas publicagées, incluindo normas internacio-
nais, como por exemplo, a BS 5400 [7], e a nacional NBR 8800/02
[8], as estruturas concreto-madeira carecem de mais referéncias, ndo
possuindo nenhuma normativa nacional. Uma norma internacional
que trata de estruturas mistas com madeira € o EUROCODE 5 [9].

1.2.1 Modelo para analise de vigas mistas apresentado pelo
Eurocode 5

Tanto a norma EUROCODE 5 [9], quanto o DIN 1052 [10] conside-
ram a influéncia do deslizamento na interface do sistema pela ado-
¢ao de um produto de rigidez efetivo, (EI)K/_ , calculado conforme a
Equacao [1], onde as variaveis séo: a forma da segao transversal,
0 moédulo de elasticidade dos materiais constituintes, espagcamento
entre os conectores e médulo de deslizamento da ligagao.

(EDes = El + VeEAca + Eyly + y,EpAyay (])
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Composicdo rigida

Figura 1 - Deslocamentos verticais de uma viga mista
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Finite element analysis of composite concrete-timber beams

Figura 2 - Representacdo de
uma se¢do mista e das
tens6es normais. Fonte: adaptado
do EUROCODE 5 (9)

Diagrama e
tensdes normais

Naequagdo[1] E., E,, I, I, A e A, representam os valores mé-
dios dos mddulos de elasticidade, os momentos de inércia e as areas
da seg&o transversal do concreto e da madeira, respectivamente; y, é
o fator parcial da mesa, calculado conforme Equagéo 2; y, =1,0 éo
fator parcial da alma; a, e @,, s&o as distancias, calculadas conforme
as Equagoes [3] e [4], respectivamente, Figura [2].

v=(1+ E—A) @)

K- 2
o=t t) g, ®

a — yCECAC(hC + hW) (4)

1.2.2 Formulagao variacional para vigas concreto-madeira

Neste trabalho foi utilizada a formulagdo de viga mista apresenta-
da em FORTI [11] e MASCIA et al. [12]. Por ser uma formulagao
baseada no principio dos trabalhos virtuais, ela pode facilmente
ser empregada em um programa de computador tanto pelo mé-
todo dos elementos finitos (ODEN et al. [13]) quanto pelo método
dos deslocamentos matricial (GERE e WEAVER [14]).

Duas teorias para andlise de vigas muito conhecidas sao a teo-
ria de viga de Euler-Bernoulli e a teoria de viga de Timoshenko
(SLHESSARENKO [15]). Neste trabalho foi adotada a teoria de
Euler-Bernoulli em duas dimensdes.

1.2.2.1 Principio dos trabalhos virtuais

A abordagem escolhida para a formulagéo de uma estrutura mista é
a do principio dos trabalhos virtuais. A viga mista € considerada como
duas vigas independentes (uma de concreto e outra em madeira) co-
nectadas. A energia de deformagéo da estrutura € dada como a soma
das energias de deformagéo das duas vigas com a energia de defor-

Figura 3 -- Cinemdtica de uma viga mista
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magao dos conectores e, por isso, o trabalho virtual das forgas internas
do conjunto sera a soma dos trés trabalhos virtuais internos individuais,
ouseja, TV, +TV,) + TV =TV, onde os indices C, W e S se re-
ferem ao concreto, madeira e conectores, respectivamente.

Como hipétese, assume-se que o deslocamento vertical das duas
vigas € o mesmo, e por consequéncia suas derivadas também o
sd0. Como a abordagem é a mesma de vigas de Euler-Bernoulli, a
derivada do deslocamento vertical é igual ao giro da segao trans-
versal, e as duas vigas tém o mesmo giro 6 =" =v'(x). A
forca de cisalhamento (for¢ca por unidade de comprimento) dos
conectores é dada por 7§ = KAu, em que K € o modulo de desliza-
mento dos conectores e Au é o deslocamento relativo entre a fibra
inferior da viga de concreto e a fibra superior da viga de madeira.
A Figura [3] ilustra esse deslocamento relativo.

O deslocamento relativo (Au) tem a expresséo:

_ , interface _ _ interface
Au = u, Wy
com
interface c
uc f = Uc¢ + QC -
? (5)
i h. ; h
ul(lj‘lteriace = U, +9C Tcuz:nterface = g + BC ?C
—_— h
interface __ _ w
Uy, " =u, -6, -

Visto que os giros das duas vigas sao iguais, entao:

A=t~y +(%j (6)
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Figura 4 - Conjunto de funcoes de base lineares por partes
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Denominando a distancia entre os centros de gravidade das pegas
der, tem-se

r:(m)
2

e T =K(uc—uW+v'r)

(7)

O trabalho virtual das forgas internas do conector é dado por:

L
TV, = [Ty 6Auds
: 8)

int

L
A =IK(uC — 1ty +v'r)(Sup = Suyy +5v'r)ds
0

Somando-se o trabalho virtual interno dos conectores ao do con-
creto e da madeira, temos a formulacéo de viga mista:

VS +TV) +TV) =TV,

int int inf ext

em que
1L,

TV = [(EcAcucdue '+ EcI,v"6v") ds
0

i

TV = [(Ey Aytty Oty '+ Ey Iy v" 50" ds

9

0

L
v, jK(uC ity +V'r)(Sup — Sy, +6v'r)ds
0

N
qovds+ ZE 6v(x,)

i=1

TV, =

ext —

O Cm——

cujas incognitas sao os deslocamentos horizontais no centro de gra-
vidade das pegas 1 (x) e u, (x) e o deslocamento vertical v(x)
e Ou., du,, e Ov sdo seus respectivos deslocamentos virtuais.

Em FORTI [11], a formulacdo variacional € resolvida através do
método de Rayleigh-Ritz. Entretanto, a solugéo através do método
dos elementos finitos permite a aplicagéo de diferentes tipos de
carregamentos e geometrias de vigas com mais generalidade e
simplicidade de uso. Além disso, a abordagem é mais apropriada
para insercdo em programas de analise estrutural ja existentes.

2. Meétodo dos elementos finitos
E—

O método dos elementos finitos consiste na utilizagao de fungdes
que aproximam os deslocamentos U, U, e v e também os des-
locamentos virtuais ou,, du, e Sv. A adogéo dessas fungdes
de base aproximantes permite obter-se uma solugdo aproximada
para o problema variacional. Neste trabalho s&o utilizadas duas
familias de fungdes, as fungdes lineares por partes e os polind-
mios cubicos de Hermite.

As fungoes de base lineares por partes sao definidas como sendo
funcdes lineares que valem 1 em um dos nés da malha e zero nos
demais n6s. Também conhecidas como fungao chapéu, um exem-
plo de duas fungdes de base é apresentado na Figura [4].
Nota-se que a funcdo tem valores diferentes de zero em uma re-
giao formada por 3 nos e vale zero no restante do dominio. Se

Figura 5 - Fun¢gdes de forma lineares do elemento
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Figura 6 - Funcdes de forma cubicas de Hermite de um elemento
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cada elemento é constituido por 2 nés, logo a fungéo tem suporte
local a 2 elementos e cada elemento contribui com as seguintes
2 fungdes, as quais sdo chamadas de func¢des de forma do ele-
mento (Figura [5]). O suporte local das fungdes sera utilizado na
construgéo da matriz de rigidez local do elemento.

A combinagao das fungbes de forma dos elementos constroi as
fungbes de base aproximantes. As fungdes definidas tém como
derivada fungdes constantes por partes. Logo, a derivada da fun-
¢ao é descontinua entre elementos. Portanto, a derivada da fun-
¢ao linear por partes adotada é integravel no dominio, mas sua
segunda derivada nado seria definida nos nés dos elementos.

As fungdes cubicas de Hermite sdo também definidas por partes
com suporte local ao elemento e seus vizinhos. As propriedades
das fungdes cubicas de Hermite envolvem o valor da funcdo e
suas derivadas. As fungdes de forma de um elemento sdo mostra-
das na Figura [6].

A primeira fungao tem a propriedade de valer 1 no no inicial do
elemento e zero no no final. Adicionalmente, sua derivada vale
zero tanto no n¢ inicial quanto no no final. A segunda funcéo vale
zero nos noés e tem derivada unitaria no no inicial e zero no final. A
terceira fungao tem valor unitario no no final e a quarta fungéo tem
derivada unitaria no né final, tendo zero para os demais valores
de fungéo e derivadas. Essas fungbes séo particularmente impor-
tantes porque compdem, em conjunto com os elementos vizinhos,
funcdes cuja primeira derivada é continua. Logo, essas fungbes
séo integraveis até a segunda derivada.

A formulagéo de elementos finitos é obtida substituindo-se as
fungbes deslocamento pelas fungdes aproximantes, isto &,

n
MM,:ZFI%(P-, duw;Z;',:IBi(pj e v;Zj’zlyjq)j. Da mesma

forma, os deslocamentos virtuais sdo aproximados pelas mesmas
fungdes. Logo, cada deslocamento virtual du, é adotado como
igual a cada @; e assim por diante. Assim, temos:

Ve sV +TvS =11

int int int ext
em que

"

f n
TV;;:I Ec4, Za;(”j' &, tEL, A,-¢,-” g" \ds

) [ z

L "

T V,Z:j EWAW Zﬂj@' i |+Ewlw /¢/ ! ¢f” ds
jl

0 JA

"

' ((0,,;(0,-,1,+¢['r)ds

ol

L " "
I msr:j K| Yag, |- YA, 1+
0 A\ J2L

L ¥
17, = o6 b+ Y4(x)
0 i=l

A formulagao variacional requer o calculo de integrais que envol-
vem a primeira derivada dos deslocamentos horizontais 4, e u,,
. Desse modo, podemos ver que as fungdes lineares por parte
(chapéu) atendem aos requisitos necessarios para aproximar os
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deslocamentos horizontais, ja que suas primeiras derivadas séo
integraveis em todo o dominio. Portanto, adotamos ¢; como sen-
do as fungbes lineares por partes, em que cada j diz respeito a
um dos noés da malha. O deslocamento vertical, entretanto, re-
quer que sua segunda derivada seja integravel, para se atender
a formulagao variacional de viga mista. Temos, portanto, que as
fungdes cubicas de Hermite sdo candidatas a ¢j ja que elas tém
segunda derivada integravel. Neste trabalho adotamos as fungdes
de Hermite como fung&o de forma para o deslocamento vertical v.. E in-
teressante observar que na formulagao de viga de Euler-Bernoulli, o giro
da secéo € igual a primeira derivada da flecha, ou seja, @ ='. Assim,
podemos entender que a primeira e terceira fungbes de Hermite
apresentadas na Figura [6] se referem ao deslocamento vertical,
enquanto a segunda e quarta sdo associadas ao giro, pois sao
fungdes com derivada unitaria nos nés.

Como as fungdes aproximantes tem suporte local aos 2 elementos
ligados ao no, as integrais de 0 a L, de fato s&o feitas apenas so-
bre os elementos de suporte da fungdo. Essa formulagéo pode ser
escrita, em forma matricial como:

[K]{uj={F} (1)

em que a matriz K é composta pela soma das matrizes de cada
elemento. O vetor u é dado por:

1

w2

2

T
1 .1 2 n n n o 'n
M:{MU,M V.,V ,Z/lL,,Z/lW,...,Z/lC,Z/lW,V ,V } <]2>

que € a uniao dos deslocamentos horizontal, vertical e giro de
cada no6 da malha {u,,u,,v,v'} . Adescricdo das matrizes de cada
elemento é apresentada a seguir.

2.1 Matriz de rigidez do elemento
A matriz de rigidez é apresentada em partes, relativas a cada um

dos termos do trabalho virtual interno: concreto, madeira e conector.
A matriz de rigidez associada ao concreto é dada pela expressao:

L
Ky =[(Ec4c0,'0,. + Eclg,"¢")ds  (13)
0

que para cada elemento da malha de tamanho L, , dé:

IL

e

ki = _[(ECAC @'+ El:9,"9, ")ds :

0

(14)

ou

S
S
i

o of

(=)

=
ca
I
S
S
&

© O~

o

0
0
12E,1,
L
6E,I,
2

0
0

12E,1,
LY

6E.I,

L

6E.I,

L2
2E,I,
Le

~
@

[T )

0 0
0 0
12E,1,
0 -
6E,I,
0 ——<¢
2
0 0
0 0
12E,,
0
L
o _BE
2

A matriz de rigidez associada a madeira, por sua vez, é dada por:

0 | oE 0 0 0 Ao ; 0 0
wHw wHw
0 L 0 0 0 » 0 0
0 12E,l,  6E,l, 0 0 _12E,L,  6E,l,
L3 L% L3 L2
0 6E,L,  4E,l, 0 0 _6EyL, 2Bl
w_ L Le 12 L,
ke =19 0 0 0 0 0 0 0
0 _AvEy 0 0 0 A”ZE‘” 0 0
e
o _12B,1,  6Eyl, 0 0 12,1, 6Eul,
L3 12 L3 12
o 6E,L,  2E,l, 0 0 _6EyL,  4E,l,
I 12 Le 12 L, |

Deve-se observar que as matrizes de rigidez do concreto e da ma-
deira sdo, de fato, as mesmas utilizadas no método dos desloca-
mentos classico em sua forma matricial. Somando-se as duas ma-
trizes, teriamos a soma da rigidez a flexao das duas vigas (concreto
e madeira) como se essas trabalhassem livres para deslizar. Ndo
haveria nenhuma interagéo entre os deslocamentos horizontais da
viga de concreto e a viga de madeira. A interagao entre os materiais,
com consequente aumento na rigidez a flexdo da viga mista, é re-
presentada pela matriz de rigidez do conector. A matriz de rigidez do
conector vem da equagao do trabalho virtual do conector:

b (gt +v'r) (31 -6y + 55 (18)

0

v,

nt

que, integrando-se sobre um elemento de tamanho L, resulta em:

r kL. kLe kr kL.r kL, kL, kr kL1
3 3 2 12 6 6 2 12
kL, kL, kr kLer kL, kL, kr kL,r
3 3 2 12 6 6 2 12
kr kr 6kr? kr? kr kr 6kr?  kr?
2 2 s, 10 ) 5L, 10
kL,r kL,r  kr?  2kL,r®?  kL,r kL. kr? kL.r?
kS = 12 12 10 15 12 12 10 30
e~ | kL, kL,  kr  kLgr kL, kL, kr kL,
6 6 2 12 3 3 2 12
kL, kL, kr kL,r kL, kL, kr kL,
6 6 2 12 3 3 2 12
kr kr 6kr? kr? kr kr  6kr? kr?
2 2 5L, 0 2 2 sl 10
kL,r  kL;r  kr? kL,r®  kL.r kL,r  kr®  2kL.r?
L 12 12 10 30 12 12 10 15
Finalmente, a matriz de rigidez do elemento é obtida como

K=k +k" + k.

IBRACON Structures and Materials Journal 2015+ vol. 8 +n°4

523




Finite element analysis of composite concrete-timber beams

O vetor de carga € dado pelo trabalho virtual externo, que para
este estudo é dado por:

L N
TVm=J.q5vds+2135v(x[) (16)
0 i=1

em que apenas cargas verticais foram consideradas, embora sua
extensdo para outros carregamentos seja trivial. O vetor de carga
para q vertical constante no elemento é dado, portanto, por:

Lqg Lg Lq Iq|
O)O ,L9L707 9 - a_L (]7)

12 2 12

F =

As forgas concentradas séo adicionadas ao problema algébrico so-
mando-se seu valor nas suas respectivas posi¢des do vetor de carga.

2.2 Programa computacional

O cddigo foi implementado em linguagem C++, utilizando-se al-
gumas classes da biblioteca PZ (DEVLOO [16]). Para facilitar a
utilizacdo do programa, foi confeccionada uma interface grafica
para entrada de dados e visualizagéo de resultados. A Figura [7]
mostra a janela do programa com os dados de entrada a serem
preenchidos. Os resultados apresentados pelo programa sdo o
deslocamento vertical da viga mista, os esforgos de momento fle-
tor e forga normal em cada viga e o cisalhamento no conector.

Tabela 1 - Propriedades dos componentes

da viga mista
I

Secdo (mm?) 12.000 7500
Inércia (mm*) 1,6 x 10¢ 14,063 x 10°
E* (N/mm?) 19.300 14.700

*Mddulos de elasticidade longitudinal obtido no ensaio de compressdo na
direcdo paralela &s fibras

Moddulo de deslizamento do conector no Estado Limite de Utilizacdo:

Klc (ser) = 15.464 N/mm;

Espacamento (s) = 7.5 cm.

O programa desenvolvido foi validado comparando seus resultados
com os apresentados em FORTI [11]. Em FORTI [11] s&o apresen-
tados resultados numéricos para a formulagéo variacional de viga
mista e também solugéo analitica da equacéao diferencial (STEVA-
NOVIC [17]). Os resultados sdo, ainda, comparados com resultados
de ensaios de laboratdrio (SORIANO [4]), com boa concordancia.

3. Resultados e discussoes

EE—

O programa é aplicado em uma viga mista apresentada em FORTI
[11] visando a validagao do codigo de elementos finitos que foi im-
plementado. Os resultados também sdo comparados aos obtidos
com o EUROCODE 5 [9].

Os dados das analises estdo descritos na Tabela [1] e nas Figuras
[8] e [9]. As conexdes entre os dois materiais foram feitas com 41

Figura 7 - Janela de entrada de dados

-

Viga Mista Concreto Madeira ‘ - - -

File Edit Executa exemplo Help
Ny = | "
Dimensdo e cargas
[ Comprimento (m) = |3
Q(kN{m)= [p
‘ Pos. (m) |Fnr|;a [kN) |—_
" 15 15

Concreto

Ec[MPa]=IW
Ac[cm2]=|12|]7
Ic[cm4]=l1507
i hc[cm]=l47

Madeira
Ew (MPa) = |14700
Aw[cm2) = |75
Iw (cmd]) = |1406.3

-~ Conectores

fletor | Cisalh

Kic(kN/m] = |15464
: 4 sfcm) = |75

to do conector | Deslocamento |

i Forga normal na viga de concreto e de madeira

hw(em)= |15 r

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 18 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
Pos. (m)

W = Nc
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Figura 8 - Detalhe da viga mista (dimensoes em cm). (SORIANO (4))

. 41 parafusos 1/2" ¢/ 7,5 cm
f LR b0y
!!!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!!! T 5

~ Segdo Transversal

—_—

Vista Lateral

Figura 9 - Esquema estatico da viga mista

Pk
q=0,36 N/mm

%iilllllllllllllllllllllllllilllllllllllllllllllllllllll

! 3000 mm

\/

parafusos sextavados com rosca soberba 1/2”, com espacamento  serem consideradas (Figura [8]): uma carga uniformemente distri-
de 7,5 cm. Arigidez da ligagdes foi obtida através de ensaios de  buida, correspondente ao peso proprio da viga q = 0,36 N/mm, e
corpos-de-prova de cisalhamento. SORIANO [4] realizou ensaios  uma carga concentrada Pk, aplicada no meio do vao. O desloca-
com 5 corpos de prova e a média dos mddulos de deslizamento  mento vertical foi medido a partir da aplicagéo da forga concentra-
de servigo foiiguala K, =15464 N /mm e K, =10309N/mm  da, ou seja, o deslocamento medido n&o inclui a parcela do peso
No ensaio experimental de SORIANO [4], havia duas cargas a  proprio. Por isso, nas andlises numéricas apenas a carga pontual

Tabela 2 - Resultados dos deslocamentos verticais a L / 2 da viga mista

Experimental Numérico Analitico
(mm) (mm) (mm)

m Média FORTI(11)  Diferenca’ Diferenca? Diferenca?®
0 0 0 0 0 0% 0 0% 0 0%
5 4,13 4,43 4,28 3,96 75% 3,96 7.5% 3,91 8,6 %
10 8,34 8,72 8,53 7,92 7.2% 7,92 7.2% 7,81 8,4 %
15 12,26 13,01 12,64 11,88 6,0% 11,88 6,0% 11,72 7.2%
20 16,76 17,76 1,26 15,84 8.2 % 15,85 82% 15,62 9.5 %
25 22,94 23,68 23,31 19,80 15,1 % 19,80 15,1 % 19,53 16,2 %
30 30,61 29,08 29,85 23,76 20,4 % 23,76 20,4 % 23,44 21,5%

Diferenga’ = FORTI [1 1]—Média experimental Diferenga’ = _MEF — Meédia experimental
Meédia experimental Meédia experimental

Diferenga’ = _Eurocode5— Média experimental

Meédia experimental
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Figura 10 - Grafico do deslocamento
vertical versus a forca aplicada P,

30 -
25 /

20

N)

15

Pk (K

——Média experimental
FORTI[11]
MEF

10

Eurocode 5

0 5 10 15 20 25 30
Deslocamento vertical (mm)

foi simulada. Esse procedimento é matematicamente valido devi-

do a linearidade da formulagao utilizada.

A Tabela [2] complementa os dados de entrada com o valor da

carga pontual, a qual variou de 0 a 30 kN, e traz a comparagao

dos resultados obtidos neste trabalho com resultados da literatura:

1. SORIANO [4] com valores experimentais de deslocamentos
da viga mista para os dois ensaios realizados (Exp.1 e Exp.2 e
média dos dois experimentos). Vale observar que nos experi-
mentos Exp. 1 e Exp. 2 o colapso da estrutura ocorreu com F,
igual a 37,811kN e 36,694kN, respectivamente;

2. FORTI [11] com valores encontrados através da formulagao va-
riacional (PTV) resolvida através do método de Rayleigh -Ritz;

3. Resultados obtidos através da implementagdo computacional
apresentada neste trabalho (MEF);

4. Utilizando-se a formulagéo analitica apresentada pelo EURO-
CODE 5 [9], a qual define um valor de rigidez efetiva (equagao

1). Para este caso arigidez é igual a (E[)ef =720,0542 kN .m*

3
e o deslocamento vertical € calculado como L
48(E1),

A Tabela [2] traz ainda a comparagéo entre os deslocamentos cal-

culados pelas diferentes metodologias e os resultados experimen-

tais. A Figura [10] ilustra os resultados da Tabela [2]. Observa-se
que a curva dos deslocamentos dos experimentos apresenta um

comportamento n&o-linear a partir do ponto de forga £, de 20kN .

Analisando a Tabela [2] pode-se observar que:

B A solugéo de elementos finitos (MEF) deste trabalho é igual
a solugdo de FORTI [11]. Essa conclusdo era esperada, uma
vez que os dois trabalhos resolvem a mesma formulagdo va-
riacional. A concordancia de resultados verifica o codigo C++
implementado, ao menos para este exemplo.

B Os resultados numéricos sao bastante proximos dos resulta-
dos experimentais, conclusdo observada em FORTI [11]. Os
valores diferem de menos de 10% nos estagios iniciais de
carregamento. Com o aumento da carga P, observa-se a in-
fluéncia do comportamento no-linear dos materiais e o con-
sequente distanciamento dos resultados, chegando-se a uma
diferenca de cerca de 20% para carga P, =30kN , proximo ao
colapso das vigas ensaiadas. Esse resultado evidencia a qua-
lidade da formulagdo variacional em representar o fenébmeno
fisico enquanto a estrutura esta em regime elastico.

B Os resultados do EUROCODE 5 [9] sdo muito préoximos das
solugcdes numeéricas, diferentes em menos de 1.5%. Isso é
uma qualidade evidente da formulagéo analitica, muito mais
simples de ser utilizada que uma solugéo numeérica.

Os demais resultados do programa sao apresentados nas Figuras

[111, [12], [13] e [14] para a simulagdo com a carga P, =15kN . A

Figura [11] mostra o deslocamento vertical da viga mista.

A Figura [12] traz os graficos de momento fletor da viga de concre-

to (M, ), daviga de madeira (M ) e o momento fletor total (M, ,,, ) e a

Figura [13] traz os graficos de forga normal. Na auséncia de intera-

¢ao entre as vigas, a soma do momento fletor da viga de concreto

com o momento da viga de madeira seria igual ao momento fletor

fletor | Cisalh do Desl t I

Forga | | M

edi]

Deslocamentos

Figura 11 - Grafico do deslocamento vertical apresentado pela viga mista para P, = 15 kN

© W N e s W N = O

Deslocamento ( mm )

[V e Deslocamento vertical I

Pos. (m)

R B B B B B B B B B B s s s et frrrt ettt
0 010203 040506070809 1 1112131415 1617 1819 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
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Figura 12 - Grdfico dos momentos fletores sofrido por cada camada da viga mista
(concreto e madeira) e o momento fletor total da se¢do para P, = 15 kN

Forga normal M fletor I Cisalh to do 4 | Desl P I
ﬂ] Momento fletor na viga de concreto, na viga de madeira e momento fletor total na estrutura
X [V e
[V e W

[V e Mtotal = Mc+Mw/+Nw.r

Momento fletor { kN.m )

0 010203040506 070809 1 1112 13 1415 1617 1819 2 2122 23 24 25 26 27 28 29 3
Pos. (m)

Figura 13 - Grdfico de forca normal na viga de concreto e de madeira para P, = 15 kN

Forga '|“ to fletor | Cisalh to do ctor | Desl, t

edit Forca normal na viga de concreto e de madeira
: T S [V = Nc

60 ¥ = Nw

50}---
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404---
504---
-60

Normal (kN )
o

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
Pos. (m)

Figura 14 - Grdfico da forca de cisalhamento dos conectores ao longo da viga para P, = 15 kN

Forga 1| M to fletor Cisalh do ct | Desl.
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; HE VeTs
S0

Cisalhamento no conector ( kN /m)
°

T T T v y y
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
Pos. (m)

IBRACON Structures and Materials Journal 2015+ vol. 8 +n°4 Crreeee—— 527



Finite element analysis of composite concrete-timber beams

total. E interessante, portanto, observar que a interagdo entre as
vigas reduz o momento fletor solicitante em cada uma das vigas.
Em contrapartida, temos o surgimento de forgas normais, que se
anulam. A for¢ca normal na viga de concreto € de compresséo e na
viga de madeira de tragao.

A Figura [14] apresenta o grafico da forca de cisalhamento dos
conectores.

4. Conclusao

EE

O desenvolvimento tecnologico do processo de concepgao e
construgao de estruturas em madeira permitiu melhorar o conheci-
mento do comportamento desse material e seu consequente em-
prego em estruturas mistas. A aplica¢do de estruturas em concreto
e madeira permite o uso racional das melhores caracteristicas de
cada material.

Este trabalho contribui com a analise de vigas mistas de concreto
e madeira. Duas abordagens de calculo do estado de tensdo da
viga sdo comparadas. Uma baseada em uma formulacéo de ele-
mentos finitos e outra com base em modelo analitico da norma
Eurocode 5.

A formulagdo variacional, baseada no principio dos trabalhos
virtuais, contabiliza a energia de deformagao dos trés principais
componentes da viga mista, o concreto armado, a madeira e os
conectores. Ela é consistente e satisfaz as equagdes de equili-
brio. A formulagao é coerente com os resultados de ensaios de
laboratorio.

O procedimento de calculo do Eurocode 5 é baseado em uma rigi-
dez equivalente da viga mista, a qual é fungdo dos componentes
da viga, em especial do modulo de deslizamento dos conectores.
Aimplementacdo em elementos finitos permite um maior emprego
dessa formulagdo em programas de calculo estrutural. Um progra-
ma com interface grafica foi desenvolvido e esta disponibilizado a
comunidade.

Foram feitos exemplos numéricos comparando-se os resultados
do programa de elementos finitos com os da metodologia de cal-
culo do Eurocode 5. Observa-se uma grande concordancia dos
resultados, os quais diferem em menos de 1.5%.

Esse desenvolvimento permite, através do desenvolvimento do
programa computacional, uma maior divulgagéo dos procedimen-
tos de calculo e do comportamento de vigas mistas, o que pode
ser um catalisador do emprego desse tipo de estrutura.

A formulagdo de elementos finitos apresentada pode ser
aplicada para diferentes composigdes estruturais como, por
exemplo, uma estrutura em que a alma da viga é metalica e
sua mesa de concreto.

5. Referéncias bibliograficas
—

[11 CECCOTTI, A. Timber-concrete composite structures. In: Tim-
ber Engineering - STEP1. BLASS, H. J., AUNE, P., CHOO,
B.S. et al., Almere: Centrum Hout, 1995, E13, p.1-12.

[2] TARANTINO, A. M., DEZI, L. Creep effects in composite
beams with flexible shear connectors. Journal of Structural
Engineering- ASCE, New York, n. 8, v.118, p.2063-2081.
Aug. 1992.

[3] RACHER, P. Mechanical timber joints - general. In: Timber
Engineering - STEP lecture C1. BLASS, H. J., AUNE, P,
CHOQO, B.S. et al., Almere: Centrum Hout, 1995, C1, p.1-10.

(4]

(5]

(6]

(71

(8]
9]

[10]

(]

[12]

(13]

[14]

[15]

(el

[17]

SORIANO, J. Estruturas mistas de concreto e madeira: Ana-
lise de vigas e painéis e aplicagdes na construgdo civil. In
Tese (Doutorado em Engenharia Civil) — Faculdade de En-
genharia Civil, Universidade Estadual de Campinas, 2001.
GIRHAMMAR, U. A., GOPU, V. K. A. Composite beam-col-
umns with interlayer slip-exact analysis. Journal of Structural
Engineering- ASCE, New York, n. 4, v.119, p.1265-1282.
Apr. 1993.

NICOLAS, E. A. Estudo de ligagbes em estruturas mistas
de concreto-madeira. Universidade Estadual de Campinas
— Faculdade de Engenharia Civil, Dissertagéo, 2001, p 103.
BS 5400-5: Steel, concrete and composite bridges. Code
of practice for design of composite bridges. (AMD 3998)
(withdrawn), 1979

NBR 8800: Projeto de Estruturas de acgo e de estruturas mis-
tas de ago e concreto de edificios. Setembro, 2008.
EUROCODE 5 (prEN 1995-1-1): Design of timber structures.
Part 1-1: General — common rules and rules for buildings.
Brussels, 2008.

DIN 1052: Structural use of timber — part 1, 2 and 3. Berlin,
1988.

FORTI, N. C. S. Analise numérica de vigas mistas em con-
creto e madeira. 2004. Tese (Mestrado) — Faculdade de En-
genharia Civil, Universidade Estadual de Campinas, Campi-
nas, 2004.

MASCIA, NILSON T.; FORTI, NADIA C.S. ; SORIANO, JU-
LIO ; NICOLAS, ELIAS A. ; FORTI, TIAGO L.D. . Study of
concrete-timber composite beams using an analytical ap-
proach based on the principle of virtual work and experimen-
tal results. Engineering Structures, v. 46, p. 302-310, 2013.
ODEN, J. T., CAREY G. F. e BECKER E. B. Finite Elements
— An introduction. Vol 1. Prentice Hall Inc. USA. 1981.
GERE, J. M. e WEAVER, W. Analysis of framed structures.
1965.

SLHESSARENKO, F. L. - Anélise tridimensional de edificios
por elementos finitos utilizando programacédo orientada a
objetos. 1997. Tese (Mestrado) — Faculdade de Engenharia
Civil, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 1997.
DEVLOO, P. R. B. . PZ An Object Oriented Environment For
Scientific Programming. COMPUTER METHODS IN AP-
PLIED MECHANICS AND ENGINEERING, v. 150, n.1-4, p.
133-153, 1997.

STEVANOVIC, B. Elastically coupled timber-concrete
beams. In INTERNACIONAL WOOD ENGINEERING CON-
FERENCE, 1996, New Orleans. Proceedings... New Orle-
ans, Oct. 1996. v.3. p.425-430.

528 IEEEEE——

IBRACON Structures and Materials Journal < 2015+ vol. 8 *n°4



