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Abstract
[

This work presents a model to predict the flexural behavior of reinforced concrete slabs, combining the Mazars damage model for simulation of
the loss of stiffness of the concrete during the cracking process and the Classical Theory of Laminates, to govern the bending of the structural ele-
ment. A variational formulation based on the principle of virtual work was developed for the model, and then treated numerically according to the
Finite Difference Energy Method, with the end result a program developed in Fortran. To validate the model thus proposed have been simulated
with the program, some cases of slabs in flexure in the literature. The evaluation of the results obtained in this study demonstrated the capability
of the model, in view of the good predictability of the behavior of slabs in flexure, sweeping the path of equilibrium to the rupture of the structural
element. Besides the satisfactory prediction of the behavior observed as positive aspects of the model to its relative simplicity and reduced number
of experimental parameters necessary for modeling.

Keywords: reinforced concrete slabs, damage mechanics, finite difference energy method.

Resumo
E——

Neste trabalho é apresentado um modelo para previsdo do comportamento a flexao de lajes de concreto armado, combinando o modelo de dano
de Mazars, para simulagéo da perda de rigidez do concreto durante o processo de fissuragéo e a Teoria Classica de Laminados, para reger a
flexdo do elemento estrutural. Uma formulagéo variacional com base no principio dos trabalhos virtuais foi desenvolvida para o modelo, sendo
em seguida tratada numericamente segundo o Método das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE), tendo como resultado final um programa
desenvolvido em Fortran. Para validar o modelo proposto, foram simulados com o programa dois casos de lajes sob flexao, encontrados na lite-
ratura. A avaliagdo dos resultados obtidos nas analises demonstrou a potencialidade do modelo, tendo em vista a boa capacidade de previsdo
do comportamento de lajes sob flexao, varrendo a trajetéria de equilibrio até a ruptura do elemento estrutural. Além da satisfatéria previséo do
comportamento observou-se, como aspectos positivos do modelo, a sua relativa simplicidade e o numero reduzido de parametros experimentais
necessarios a modelagem.

Palavras-chave: laje de concrero armado, mecanica do dano, método das diferengas finitas energéticas.
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1. Introducgao

EE

As estruturas de concreto sdo utilizadas em todo o mundo nas
mais diferentes aplicagbes como pontes, edificagbes, estradas,
etc. Por outro lado, devido a necessidade de redugéo do consumo
de recursos naturais e do consumo de energia, na produg¢ao do
cimento e ago, torna-se necessario que as estruturas usem todo o
potencial destes materiais. Como as normas de dimensionamento
permitem a adogao de modelos simplificados para o calculo dos
elementos de concreto armado, o que se verifica, muitas vezes,
€ a utilizagao de estruturas mais robustas, e mais caras, do que
seria necessario para manter a seguranga e uso esperados. Para
minimizar esse problema é importante a utilizagdo de métodos de
analise mais avangados, que incorporem a nao lineridade fisica do
material e possam prever com maior precisdo o comportamento
estrutural de elementos de concreto em estagios avangados de
fissuragao e deformagéo.

Desde 1904 o Método das Diferengas Finitas (MDF) tem sido uti-
lizado na solugéo de equagdes diferenciais para analise estrutural
de vigas continuas e placas [1]. Como método computacional o
MDF, junto com o Método dos Elementos Finitos (MEF), surgiu
na literatura técnica na década de 50. Muitas idéias e técnicas
s&o comuns aos dois métodos, mas devido ao uso mais sistema-
tico da abordagem variacional e maior flexibilidade geométrica o
MEF tornou-se o mais utilizado ao longo do anos [2]. No entanto,
estudos posteriores tem demonstrado a capacidade do MDF na
analise de estruturas de concreto armado como lajes [3], elemen-
tos tracionados [4], porticos [5] e colunas [6]. Devido a versatili-
dade do MDF a analise destas estruturas tem sido desenvolvida
com a incorporagao de nao lineridade fisica e/ou geométrica para
avaliagao de fissuragédo, carga de ruptura, escorregamento ago-
-concreto, deflexao, flambagem e mesmo “spalling” do concreto.
Os resultados desses estudos indicam que: i) a comparagao com
o resultado experimental confirma a validade do método; ii) o pro-
cedimento de analise em diferengas finitas € ao mesmo tempo
rapido e preciso, e, dessa forma, adequado para utilizagdo em
escritérios de projeto estrutural, visto que combina a velocidade
de analise com a preciséo do MEF [7].

Uma evolugao do MDF é o Método das Diferencas Finitas Energé-
ticas (MDFE) que possui algumas vantagens sobre a abordagem
tradicional, a exemplo da utilizagao de derivadas de menor ordem
e, portanto, de maior precisao. Isto é decorrente do fato de que as
representacdes em diferengas finitas das derivadas dos deloca-
mentos, serem inseridas diretamente nas equagdes do principio
variacional. Outra vantagem é o fato de somente condi¢des de
contorno cinematicas serem requisitadas, por ser o MDFE basea-
do em equagdes de energia, fato este que o faz ter uma estrutura
similar ao MEF, sendo a discretizagdo concebida em termos de
trechos de integracdo e graus de liberdade nodais.Todavia, cabe
ressaltar que ha redugéo do nimero de graus de liberdade por no,
comparativamente a um tratamento via MEF. Um ultimo aspecto
é o fato da matriz de coeficientes dos deslocamentos resultar si-
métrica para uma grande variedade de problemas, o que implica
em consideravel economia do esforgo computacional. Portanto, o
potencial do MDFE para analise mecanica de estruturas comple-
xas fica evidente. De fato, aplicagdes estruturais do MDFE foram
apresentadas por Houbolt [8], Griffin e Varga [9] e Bushnell [10].
No Brasil o MDFE tem sido utilizado desde a década de 1980 para
analise de vigas, placas e cascas isotropicas [11-14]. e mais re-

centemente tem sido utilizado para analise de vigas de concreto
armado e concreto com fibras [15]. Para tal, foi utilizada a mecani-
ca do dano para predigdo do comportamento tensao-deformagao
do concreto sob tragdo e compressao o que resultou em uma boa
aproximagao do resultado numérico com os resultados experi-
mentais de vigas de concreto. Isso credencia o modelo para anali-
se de estruturas mais complexas como lajes de concreto armado.
Quanto a aplicagdo de modelos néo lineares para o estudo de lajes
de concreto armado, embora se constate um volume menos ex-
pressivo de trabalhos publicados em comparagao a literatura vol-
tada as vigas de concreto armado, podem ser destacadas impor-
tantes contribuigbes para a previsao tedrica do comportamento a
flexao de lajes. A consideragdo da ndo linearidade tem sido feita
através de modelos elastoplasticos combinado com o MEF [16-17]
ou pelo modelo de dano de Mazars [18] através do método dos
elementos de contorno [19] sozinho ou combinado com o MEF [20].
Modelos baseados na Mecénica da Fratura foram utilizados por
Bandeira [21], que analisou lajes de concreto armado utilizando o
programa Diana, este baseado no MEF. A andlise desse conjunto
de resultados revela que a utilizagdo de modelos nao lineares para
modelagem do comportamento tensao-deformagao do concreto é
fundamental para se conseguir prever de forma satisfatéria o com-
portamento estrutural de lajes de concreto armado sob flexao.

O objetivo principal deste trabalho é verificar a aplicagdo do MDFE
na analise nao linear de lajes de concreto armado usando o mode-
lo de dano de Mazars [18]. Outros modelos néo lineares, baseados
em resultados experimentais, tém sido utilizados para descrever o
comportamento do concreto sob tenséo [22-24], mas o modelo
de Mazars foi escolhido por seu bom desempenho na analise de
vigas de concreto armado [25-26] e pelo fato deste requerer pou-
cos parametros experimentais, e todos de obtengéao relativamen-
te simples. Para validagao do modelo proposto foram analisadas
duas lajes de concreto armado avaliadas experimentalmente por
Taylor et al. [27] e McNeice [28].

2. Desenvolvimento da formulagao
analitica
——

2.1 Modelo de dano

O modelo de dano de Mazars [18] € um modelo relativamente

simples quando comparado a outros. Nesse modelo a variavel de

dano é medida em fung&o do alongamento do material e possui as

seguintes hipoteses basicas:

a) O processo de dano do concreto ocorre no estado elastico, nao
apresentando deformacgdes plasticas;

b) O concreto é considerado isotropico mesmo apds o inicio da
danificagao;

c) Aevolugdo do dano ocorre quando o limite de deformacao elas-
tica de alongamento é ultrapassado.

As tensbes em uma dada diregdo principal i(i=l,2e3) podem

ser representadas em funcéo de suas parcelas positiva e negativa

da seguinte forma:

6,=0,5¢0,>0e0/=0sc0,<0

(la)
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6, =0,5¢0,<0eoc,=0se0,20

1

(1b)

Dessa forma as deformagdes por tracdo e por compressao po-
dem ser escritas em fungdo das tensoes, através da lei de Hooke,
COmo a seguir:

I+v ., v &,
Sti_TGi _Ejz_lpj (20)
_I+v v 36, %
i E i Ejzl Jj ( )

onde VU é o coeficiente de Poisson do concreto.
A deformagao principal na diregdo i pode entdo ser expressa por:

€ =¢,T¢E, (3)

As deformacgdes associadas aos alongamentos desenvolvidos em
cada direcdo principal ¢ sdo dadas por:

.1
€ = 5(81' +|8i|) (4>

Nota-se assim, que sé sdo contabilizadas as deformagdes que
geram alongamento em (4). Portanto, de acordo com as deforma-
¢des apresentadas na equacao (3), a deformacgéo equivalente €
pode ser assim definida:

€= \/(ef )2 + (e§ )2 + (e; )2 ()

Para compatibilizar o modelo de dano com a Teoria Classica de
Laminados, sera adotada a medi¢éo das deformagdes em pontos
da superficie média de cada camada que constitui a placa.
Segundo o modelo de Mazars [18], o processo de danificacdo do
material s6 ocorre para valores de deformagdes superiores a &, ,
ou seja o limite de tragao do material, a partir do qual tem inicio a
fissuragao do concreto. Portanto, a condi¢cdo para permanéncia do
concreto no regime linear fica assim expressa:

€-¢€,<0 (6)

Devido ao comportamento assimétrico do concreto em relagéo a
tracdo e compresséo, existe a necessidade de determinagao de
duas variaveis distintas para o dano, uma para compresséo D,
e outra para tragdo D,, . Para o caso multiaxial, o dano do concre-
to D, deve ser obtido através de uma combinago linear dessas

duas variaveis, ficando o dano assim representado:

Dc = (X‘tDct + (X‘chc (7)

onde:

(60)

o, = 8:
3 arF
o, = Zi—fd (8b)
8V
com

8;‘ = l (Sn‘ +|8n‘|)
2

(%)

5 = @) (o)

3
+ _ + +
8v _Z(gli +Sci)

i=1

(fc)

cabendo observar que: 0< ¢, <L;0< ¢, <lieq, +a, =1,
As equagoes definidas por Mazars [18] para a evolugdo do dano
por tragdo D,, e compressdo D,. sdo apresentadas a seguir:

—1_ € (1 B AT ) _ At
b.=1 € exp [Bt (E-¢, )] (%)
L g,(-4) A
e =1 € exp [Bc (5 —-€, )] (]Ob)

onde as constantes 4,, B,, A, e B, sdo parametros do material

054 IE——
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(concreto) determinados a partir das correspondentes curvas ex-
perimentais tensdo-deformagéo (0 - €), a tragdo e a compressao
uniaxial, respectivamente. Para tanto, sdo geradas duas curvas
tedricas (0 - &), ajustadas as experimentais (uma para tragéo e
outra para compressao), utilizando a equagao baseada no modelo
de dano, ou seja:

o =E (1-D,)e ()

sendo E_ o modulo de elasticidade longitudinal do concreto.
2.2 Modelo de flexao

Na formulacéo analitica foi utilizada a Teoria Classica dos Lami-
nados. Na abordagem discreta o concreto e o agco sdo modelados
separadamente e a construgdo do modelo torna-se mais dificil e
demorada uma vez que um grande numero de graus de liberdade
€ necessario [17]. Na abordagem por camadas o elemento estru-
tural é formulado como um compésito laminado que consiste de
camadas finas, de concreto ou de acgo, totalmente aderidas en-
tre si. As tensdes de tragdo e de compressao sao monitoradas
progressivamente, em cada camada, para verificar a fissuragao
ou esmagamento do concreto e o escoamento ou ruptura do ago.
Modelos em MEF por camadas tém sido amplamente utilizados
para analise de estruturas de concreto armado [17, 24, 29-31] e
tém se mostrado eficiente.
Para analise do laminado as seguintes hipoteses sao considera-
das [32-33]:
1) O laminado consiste de Iaminas perfeitamente coladas entre si,
isto &, sem deslizamento ou descolamento. Isto significa que os
deslocamentos sao descritos por fungdes continuas;

Figura 1 - Geometria de deformacdo
da placa no plano xz

H
U,
T X
_dwy
w Wa ~ox
\ /\ dx

2) Aplaca é considerada delgada, ou seja, a espessura é relativamen-
te pequena em relagdo as outras duas dimensoes (superficie);

3) Linhas inicialmente retas e perpendiculares a superficie que
define a geometria da estrutura (superficie média da placa) per-
manecem retas e perpendiculares a essa superficie, quando o
laminado for solicitado;

4) As linhas normais a superficie de referéncia sdo consideradas
inextensiveis, isto &, ttm comprimentos constantes;

5) Supde-se que o carregamento na placa acarreta rotagbes e
deformagdes pequenas perante a unidade, enquadrando o pro-
blema no ambito geometricamente linear;

6) As laminas sdo formadas por materiais ortotrépicos de com-
portamento linear elastico (observa-se que o comportamento
deixa de ser linear, por conta das consideragdes feitas para as
relagbes tensdo-deformagao do concreto e do ago);

7) Admite-se que todas as cargas sao aplicadas na superficie mé-
dia da placa.

As hipéteses 2 a 5, usadas na teoria de Kirchhoff para placas del-

gadas, juntamente com a hipétese 1, permitem deduzir as relagdes

mostradas a seguir, entre as componentes de deslocamento u, v

e w de um ponto qualquer da placa, e as componentes 4, v, e

w, de um ponto correspondente situado sobre a superficie média

(Figura 1):

(120)

u(x,y,z)=u,(x,y)-z ¢y
X

d
v(x,p,2)=v, (x,y)—szn (12b)
dy
w (x, ¥, z): W, (x, _v) <]2C>
onde as derivadas % e % sdo, respectivamente, as
ox dy

declividades da superficie média nas diregbes x e y .
Com base na hipétese 5 tém-se as seguintes relagcdes deforma-
cao-deslocamentos:

_ du, B azwo
e ox ox’ (]30)

_ v, B Bzwo
PR (i
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2
oW,

_ Ju, %_ -
0xdy

=—04
T dy  ox

(13¢)

Qlé = (Qn -0,-20 )Sene cos'0+ (Qu =0, +20, )Sen3e cosf (ISd)

. (13d)

(13¢)

(13

Considerando que as laminas estdo em um estado plano de ten-
sbes, tem-se para uma lamina k as seguintes relagdes entre ten-
sbes e deformagdes atuantes, ja incorporando a ndo linearidade
fisica dos materiais, através do dano continuo de Mazars (Concre-
to) e do modelo elastoplastico perfeito (aco):

o, Qll le Qlé g,
O, |= 912 sz st €, (M)
Ty O O O Yo

com as propriedades mecanicas das laminas (ortotropicas), como
mostra a hipotese 6, calculadas por:

0, =0, 008'8+2(0,, +20; )sen’0 cos’ 6+ 0,,sen’d  (190)

0,= (Q11 +0,, - 40, )sen29 cos’0+0, (sen49 +cos' 6) (150)

0,, = 0,500 +2(0,, +20, Jsen’0 cos’ 8+ 0, cos*6  (15¢)

0,=(0, -0, - 20, sen'0 cos6 +(0, -0y, +20; Jsendcos'6) ~ (198}

0,=(0,+0,-20,-20,, JsenBcos* 0+ 0, (sen“e +cos’ 9) (15f)

com representando o angulo de orientacao das fibras de reforco
na camada k, e

0, =

20D (6

| ]_v12v21

(160)

0. - [v,E, (1 —D)]

I_V12V21

0.-[24=2)] (k)

l_vlivzl

Figura 2 - Camadas de um laminado

A camada I | % 'y
h /2 camada 2 A zZ
& -
camada 3 z; “2
; = » K
s ] [f. |
camada k : Y g
h/2 camada k+1 Y
\J camada NC
4] — -
h.=z.,-z
Y
Z

050
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O =Gy, (1 _D) (léd)

onde:

E, é o mddulo de elasticidade longitudinal da camada na diregéo x ;
E, é o mddulo de elasticidade longitudinal da camada na diregéo J ;
V,, € V,, sdo os coeficientes de Poisson da camada, associados as
direcdes x e y;

G,, € o mddulo de elasticidade transversal da camada, associado
as direcdes x e y;

D representa o dano no material constituinte da camada estuda-
da (ou, em outras palavras a relagéo entre a perda de rigidez do
material e sua rigidez inicial).

Na presente formulagdo séo definidos os seguintes esforgos so-
licitantes por unidade de comprimento, avaliados na espessura h
da placa laminada (Figura 2):

du _!.l'zw;\_
N Ap A A ]Eh By Bip By eJJJ‘):'-n
Nye=|Ap Ap Al 5 [+]Biz Bz B T (]70)
Ny B Bom  Baz E_'_‘h Bi. Ba, Bas s

o T iy

Dy _ Gy

M By By By o Dy Dy Dy e
- i #Euy
[My)'} = |:B.12 Bu BZ{\:| l,_: + IDJZ Dy Dz&l - a}.zJ (]7b>
Bis Bue Fes Aug | dwg D Pas Do L By
ay | ax " axay

onde N, ,N eN, sao os esforcos de membrana, M e M
os esforgos erX|ona|s e M o esforgo torsional, todos por unlda-
de de comprimento.

A matriz contendo os coeficientes 4; é denominada matriz de ri-
gidez extensional, a que contém os elementos D,-j € a matriz de
rigidez flexional e a composta pelos elementos B; é a matriz de
rigidez de acoplamento flexo-extensional. Esses coeficientes s&o
definidos em termos da matriz de rigidez de cada lamina, confor-

me a seguir:

Aij = iQy(k) (Zk+1 —Zy )dZ (]80)

1 = [k -
By =230y 0" (2e41)? — 22 dz

(180)

= %ggj(k) ((Zk+1 )3 - Zk3)dZ (]80)

Como se vé os esforgos internos (17) sdo definidos para todos os

Figura 3 - Carregamento da placa

v

vz

pontos do plano médio da placa, dependendo tanto dos desloca-
mentos do plano médio, quanto das propriedades mecanicas dos
materiais da placa. Portanto, ao incorporar o modelo de dano para
o concreto e o regime elastoplastico perfeito para o ago as proprie-
dades mecénicas sado afetadas a medida que a nao linearidade
fisica é atingida, modificando também as inUmeras rigidezes A[j,
B, e D, da estrutura.

O trabalho virtual realizado pelas forgas internas é assim expresso:

o ) ou o ow,
W, =N S| =2 |+ 8| =2 4N |8 =2 [+6] =2 ||-M. 8| = |-
int j w (a ]+ [ay] |:[ay)+ (ax) ﬂ(axl)
o, O
-M 8| — 2M5 Litd
Y [By ) [Bxay)] iy

onde 7, representa a area da superficie média da placa.
Considerando-se a Figura 3, associada a hipotese 7, onde as
cargas atuantes no dominio e no contorno da placa sao mos-
tradas com seus sentidos positivos, pode-se escrever para
o trabalho virtual realizado pelas for¢cas externas a seguinte
expressao:

(19)

5Wexr = J-rﬂ QZ(xr J’)ﬁwl]d;t'dy +

.J“-:} (Exauu = nyab"n ar szawﬂ = Mxxa (a—;)) 0 i <20>
. =

=h
+ (F,,xau.. + By 80y + Fpdwy — My, 8 ("l]) dx
y=0

onde:

q. (x y) é a forgca transversal a superficie média da placa, por
unidade de area, aplicada no dominio;

F F e F sdo as forgas por unidade de comprimento ao lon-
go dos bordos x=0 e x=a, segundo as diregdes x, V e z,
respectivamente;
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Figura 4 - Func¢do f (x) utilizada nas
representagdes em diferencgas finitas para
as derivadas dos deslocamentos

VAN
J)
.n-""""—_
/ Jim+1)
Jom)
Sfim-1)
m-1 m m+I X D

A71 € 0 Momento de flexao por unidade de comprimento, aplica-
do ao Iongo dos bordos x=0 e x=a;

F ,F e F sao as forgas por unldade de comprimento ao lon-

»

go dos bordos y=0 e y=b, segundo as diregdes X, ¥ e z,
respectivamente;

Myy - Momento de flexdo por unidade de comprimento, aplicado
ao longo dos bordos y=0e y=5.

Embora o momento de torséo tenha sido considerado no ambito
dos esforgos internos, nao foi associado um carregamento corres-
pondente, no cOmputo do trabalho externo, por ndo ser usualmen-
te aplicado em lajes.

3. Formulagao computacional

[

Apds expressar o trabalho realizado pelas forgas internas em
fungcéo dos deslocamentos, mediante a substituicdo das expres-
sdes dos esforgos internos (17a) e (17b) em (19), o tratamento
numérico segundo o MDFE pode ser aplicado. Este consiste em
introduzir nas expressodes das parcelas que compdem o principio

Figura 5 - Discretizacdo da placa:
trechos de integracdo, nés reais
e nos virtuais

L |
1
YV
dos trabalhos virtuais (PTV), oW, e OW,, asrepresentacdes em

diferencgas finitas utilizadas para as derivadas dos deslocamentos
supondo, para fins de avaliagéo desses trabalhos virtuais, a barra
subdividida em trechos de integracéo, ao longo dos quais todas as
grandezas envolvidas sao supostas constantes. Uma vez compu-
tados 5W,-,,, e §Wm, mediante o somatorio das contribuigbes dos
diversos trechos de integracéo, e considerando-se as condigbes
cinematicas de vinculagao da placa, e as demais variagdes dos
deslocamentos arbitrarias e independentes entre si, surge, pela
aplicagéo do PTV, um sistema de equacgdes algébricas de equi-
librio que, uma vez resolvido, permite obter a solugao em termos
dos deslocamentos nodais u,, v, € w, incognitos.

Na formulagdo numérica do problema aqui estudado sdo utili-
zados dois tipos de representagdes para as derivadas dos des-
locamentos: a representagéo centrada e a representagao redu-
zida. Para tanto, considere o esquema da Figura 4, onde f(x)

32,42
206,91

35,04 1.00

Concretfo
Aco

E(GPa) f. (MPa)
Concrefo 28,6] O,] 5 37,92 ],00
Ago 201,30 = = =

Tabela 1 - Propriedades dos materiais utilizados na modelagem

Laje simplesmente apoiada

E(GPa) f_(MPa) f (MPa)
-_m-—

1600

1650

3,60 111 x 10% 0.80 10000

375,90

3,80

1,33 x 10%

0,80 10000
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Figura 6 - Diagramas tensdo-deformagdo obtidos a partir do modelo
de dano de Mazars para os concretos empregados nas lajes estudadas
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representa as fungdes u,, v, e w, e m € o ponto no qual sdo
avaliadas as derivadas (ponto pivotal). Sendo A o espacamento
nodal, as derivadas centradas de primeira e segunda ordem de

. 5. 1
f(x), avaliadas no ponto m, sdo: f'm:ﬂ(fmn—fmq)

© fi= (=20 1)

Em trechos localizados junto aos bordos da placa, o uso da repre-
sentacao centrada para as derivadas primeiras dos deslocamen-
tos u, e v, podem causar singularidade na matriz dos coeficien-
tes, impossibilitando a resolugdo do problema. Por esse motivo,
para essas derivadas na regido dos bordos da placa sera adotada
a representagao reduzida, conforme sugerido por Graga [14]. Esta

1
Z(fMH _fm)-

representagéo pode ser definida por: f',, =

Para a discretizagdo do dominio L, X L, da placa, o MDFE prevé
a geragao de trechos de integragdo obtidos a partir de subdivi-
sOes nas diregbes X e ¥, quais sejam n_ e n, respectivamente.
Desse modo um trecho de integragéo genérico apresenta a forma
retangular de dimensées A,=L,/n, e A,=L,/n,, com um total de
(n,+3)x(n,+3) ndse (5 +1)%(n, +12 trechos de integragao dis-
tribuidos em nove tipos diferentes de trechos, conforme mostrado
na Figura 5. Os trechos 1, 3, 7 e 9 localizam-se nos cantos da

A XA,
placa e apresentam area —* Y  enquanto os trechos 2, 4,6 e

A XA
8, de drea —* Y | situam-se ao longo dos bordos da placa. Os
2

demais trechos de integragéo da placa pertencem ao trecho tipo 5,
de area 4 x4, como ilustrado na Figura 5.

Figura 7 - Caracteristicas geométricas da laje e do respectivo reforco
FONTE: Adaptado de Jiang e Mirza (16)
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Figura 8 - Efeito do tipo de reducdo do médulo
de elasticidade transversal do concreto
no comportamento da laje
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Cabe observar que cada trecho de integragéo é composto por
nove pontos nodais (Figura 5) e para cada um desses pontos
s&o associados trés graus de liberdade U,, vV, e W,, o que
incorpora, para cada trecho, um total de 27 deslocamentos.
Notar que as derivadas de segunda ordem dos deslocamentos
dos nés associados aos bordos da placa necessitam de nds
externos a mesma, denominados de nds virtuais. Cabe desta-
car ainda que os nos da estrutura podem compor mais de um
trecho de integracao.

Maiores explicagdes sobre a sequéncia do desenvolvimento do
tratamento numérico, segundo o MDFE, podem ser encontradas
em [13-15].

Figura 9 - Influéncia da quantidade
de camadas na modelagem
da laje simplesmente apoiada
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4. Validagao do modelo

EE

A validagdo do modelo numérico apresentado foi realizada através
da determinacado da curva carga-deslocamento de duas lajes de
concreto armado ensaiadas experimentalmente por Taylor, Mather
e Hayes [27] e McNeice [28]. Ambos os problemas apresentam
dupla simetria, o que permitiu a modelagem de um quarto da pla-
ca, possibilitando uma melhor discretizagéo do elemento estrutu-
ral com menor esforgo computacional. A simulagéo sera baseada
no diagrama carga-flecha, e na previsdo do colapso da estrutura.
A Tabela 1 apresenta os dados experimentais dos concretos (E_,
f., Ji e V,)edosacos (E, e /,) utilizados nas duas lajes estuda-
das. Para o concreto da laje apoiada nos cantos [28] foi admitido
que f, =0.1f,. Apartir dos valores apresentados para o concreto
de ambas as lajes, foram obtidos diagramas tensao-deformacgao
tedricos (Figura 6), utilizando as equacgdes de dano, equagdes (10)
e (11), com a escolha de valores adequados para os parametros
A, B, e B, . Para tanto, inicialmente determina-se o para-
metro de deformagdo £, a partir da tenséo maxima de trag&o do
concreto (ft ), pela aplicagao direta da forma uniaxial da Lei de
Hooke, assumindo a igualdade entre o moédulo de elasticidade a
tragéo e o modulo de elasticidade a compressao, indicado na Ta-
bela 1. Em seguida, passa-se a geragéo das curvas tedricas ten-
sdo-deformacgéo buscando-se ajusta-las as curvas experimentais
correspondentes (tragéo uniaxial e compressao uniaxial), pela ma-
nipulagdo das constantes At, Bt , e Bc . No caso da tragéo,
as constantes A[ e B[ séo determinadas de modo a gerar um
diagrama tensao-deformacgéo associado ao comportamento fragil
do concreto, sendo ft a tensdo maxima observada (onde ocor-
re €, ). Cabe mencionar nesse ponto que os valores adotados
para At foram similares aos encontrados por Lemaitre e Mazars
[34] e Challamel [35], na modelagem de vigas de concreto arma-
do. No tocante a compressao, os parametros AC e BC séo de-
terminados de forma a se obter a tensdo maxima de compressao
do material (fc ) associada a uma deformacéo (de pico) entre 2%o
e 3%o. Ressalta-se que o procedimento acima, para determinagéo
dos parametros do Modelo de Mazars, foi similar ao adotado por

Figura 10 - Carga x deslocamento
transversal do ponto central da placa
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Figura 11 - Caracteristicas geométricas da laje estudada. FONTE: Adaptado de Krétzig e Poling (37)
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F

I

As=3.78 em’/m
| N
445 - - \. - - :|:33.3 mm
914.4 mm 2
( /s
u g As=3.78 cm’/m

: 914.4 mm :

diversos autores [18, 19, 23, 25, 34, 36] que utilizaram esse mode-
lo de dano para modelagem numérica de concreto.

Cabe registrar que para os dois concretos assim modelados
nao foram apresentadas as curvas experimentais corresponden-
tes na Figura 6, por ndo terem sido determinadas pelos auto-
res dos respectivos experimentos. Todavia, isto ndo se mostrou
uma dificuldade ja que foi levado em consideragédo apenas o
conhecimento ja estabelecido para a forma do diagrama tenséo-
-deformacgao dos concretos convencionais, conforme descrito na
metodologia acima. Este aspecto pode ser destacado como uma
vantagem de se empregar o modelo de dano aqui utilizado na
modelagem de lajes.

O reforgo (armaduras de ago) foi modelado como uma camada
uniaxial (com médulo de elasticidade longitudinal apenas na dire-
¢ao do reforgo), sendo o centro da camada coincidente com o cen-
tro geométrico da armadura, e a espessura da camada definida de
forma que a area da segao transversal da camada resulte igual
a area do reforgo. A partir da tensdo de escoamento do reforgo
(fy ) é estabelecido o patamar de escoamento do diagrama ten-

sdo-deformacgéo elasto-plastico correspondente, sendo a defor-
magao ultima assumida igual a 10%o (tracdo e compressao).

4.1 Laje simplesmente apoiada
com carregamento uniforme

Inicialmente foi simulado numericamente o comportamento de
uma laje simplesmente apoiada sob carga distribuida uniforme,
conforme mostrado na Figura 7, ensaiada experimentalmente
por Taylor, Mather e Hayes [27] e analisada teoricamente por
Jiang e Mirza [16]. Além das caracteristicas geométricas da laje
a figura mostra que a laje possui armaduras com diametro de
4,76 mm nas duas dire¢gdes, mas com espagamentos distintos.
As propriedades dos materiais utilizados na laje estao listadas na
Tabela 1, bem como os paradmetros de dano encontrados para o
respectivo concreto.

Depois de uma série de testes foi definida para a modelagem da
placa uma discretizagdo em 8 X8 subdivisdes (ou seja 9X9 tre-
chos de integracéo). Para este exemplo além do confronto com o

Figura 12 - Influéncia da quantidade
de camadas na modelagem
da laje apoiada nos cantos
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Figura 13 - Comparacdo do modelo
proposto com Método dos Elementos Finitos

e 0
& [—
= 18 —
< ot — -
£ % it
5 e
s 14 Ly
; /J-""M
S 12 > i
51 p “risfi
?-0 " I‘(f.?‘" 2.7 Crisfield [38]
= o =+ Doulah ¢ Kabir [39]
g B
dEg 0 Zhang et al [17]
5 = Maodelo Proposto MDFE
=+= Kratzig and Polling [37]
29
0 ~ - T > % y
i 4 B 12 16 20 24

Deslocamento {mm)

IBRACON Structures and Materials Journal * 2014 +vol. 7 +n°6

S 961



Finite Difference Energy Method for nonlinear numerical analysis of reinforced concrete slab using

simplified isotropic damage model

resultado experimental também foi realizado um estudo da influén-

cia das diferentes formas de avaliagdo da redugdo do médulo de

elasticidade transversal do concreto durante o processo de fissu-

ragéo. Foram entao testadas trés situagdes:

1) Aconsideragao da redugao do médulo de elasticidade transver-
sal em fungao do dano do concreto, ou seja:

_E (1-D,)

2 2(1+v)
2) A consideragao de que o mdédulo de elasticidade transversal
mantém-se constante, mesmo apos o inicio do processo de fis-

suragao, e proporcional ao médulo de elasticidade longitudinal
inicial:

,com E=E,v=v, e Dczoc,DC,+och“;

E
G,=———,onde E, =E e v="v,;
2(1+v)

3) Aconsideracao da redugéo do modulo de elasticidade transver-
sal em fungéo do dano por tragéo, ou seja,
— El (1 B a‘tDct )
2 2(1+v)

Os resultados numéricos para o diagrama carga-deslocamento
no centro da laje sdo apresentados na Figura 8, em comparagao
com o resultado experimental, devendo ser observado que a car-
ga registrada no grafico € a carga resultante sobre a placa (forga
concentrada).
Observa-se que o modulo de elasticidade transversal do concre-
to exerce uma influéncia bastante significativa. Percebe-se que a
situagéo 02 proporciona uma resposta demasiadamente rigida na
modelagem, tornando-a uma opgéao inviavel para o modelo. Por
outro lado, a situagéo 01 representa bem o inicio da fissuragao,
porém fornece respostas pouco rigidas apds esse ponto, e com a
previsdo de uma carga de ruptura menor que a verificada experi-
mentalmente. A situagdo 03 consegue representar de forma satis-
fatéria o inicio da fissuragéo, mantendo proximidade com a curva
experimental e boa precisao na previsao da carga de ruptura.
Cabe ressaltar que, apesar da utilizagdo de uma abordagem iso-
tropica para prever a variagado do modulo de elasticidade trans-
versal do concreto (portanto mais simplificada que a adotada por
outros autores a exemplo de Pituba [36], que utiliza um dano ani-
sotropico), verifica-se uma boa aproximagéao dos resultados nu-
méricos com os resultados experimentais.
Partindo para a avaliagéo do resultado obtido para a situagao 03,
nota-se uma perda de rigidez no inicio da danificagdo, seguida
de uma recuperagao com posterior estabilizacdo em relagdo ao
resultado experimental. A simulagdo prosseguiu até o programa
abortar, o que caracteriza a auséncia de uma nova configuragao
de equilibrio, ou seja colapso estrutural. Uma investigagédo mais
detalhada da ruptura revelou que, de acordo com os resultados
apresentados pelo programa, o escoamento da armadura teve
inicio ha uma carga (resultante) de 83,72 kN, e o colapso da es-
trutura ocorreu pela ruptura da armadura (deformagéao superior a
10%o), com uma deformagéo do concreto da camada mais com-
primida com valor de aproximadamente 0,002, o que caracteriza
uma ruptura do tipo pouco armada para a laje. Portanto, pode-se
concluir que os resultados obtidos para o presente caso foram sa-
tisfatérios, tanto do ponto de vista carga-deslocamento quanto da
previsdo do colapso.
A anadlise da influéncia do nimero de camadas na modelagem da
laje também foi estudada e esta apresentada na Figura 9: a espes-
sura da laje foi simulada com 10, 15, 22 e 36 camadas. Pode ser

,sendo E,=E e v=v,.

observado que a partir de 15 camadas n&o ocorreram alteragées
significativas nos resultados, sendo essa, portanto, a quantidade
de camadas adotada para a modelagem deste tipo de laje.

Por fim, é apresentado na Figura 10, um comparativo do modelo
proposto com os resultados apresentados por Jiang e Mirza [16],
utilizando modelagem em Elementos Finitos com 4 (2 x 2) e 36 (6 x
6) elementos finitos. No modelo de [16] foi desenvolvido um mode-
lo combinando o MEF, através de um elemento finito quadrilatero,
com 20 graus de liberdade por elemento, a Teoria Classica de Fle-
xao de Placas e um modelo de plasticidade para o comportamento
mecanico do concreto. O comparativo entre os resultados nova-
mente evidencia a eficiéncia do modelo baseado no MDFE, tendo
em vista que o modelo baseado no MEF e o baseado em MDFE
apresentam convergéncia para um ndmero proximo de graus de
liberdade (245 e 243 graus de liberdade respectivamente).

4.2 Laje apoiada nos cantos com carga aplicada
no centro

Neste exemplo foi simulado o comportamento carga-deslocamen-
to no centro de uma laje ensaiada experimentalmente por McNei-
ce [28], com as caracteristicas mostradas na Figura 11 e na Tabela
1, onde estao também listados os parametros de dano utilizados
na simulacdo. Para reger a variagdo do modulo de elasticidade
transversal do concreto, foi aplicada a situagdo 3 apresentada no
item anterior.

Mediante um estudo de convergéncia da solugao, foi adotada uma
discretizagao da laje em 14 x 14 subdivisoes (15 x 15 trechos de
integracao). E quanto a discretizagdo da espessura da laje esta
foi modelada como um laminado de 10, 15, 22 e 36 camadas. Os
resultados para o comparativo estdo apresentados na Figura 12,
onde se pode observar que, da mesma forma que no exemplo
anterior, a partir de 15 camadas nao houve alteragao significativa
nos resultados.

Na Figura 13 é apresentado o resultado numérico do modelo pro-
posto em comparagao com o resultado experimental e com resul-
tados obtidos por Kratz e Polling [37]. Observa-se novamente uma
perda de rigidez apo6s a danificagdo, com posterior recuperagao e
ruptura coincidente com o observado experimentalmente. A este
respeito, informa-se que na Ultima condigao de equilibrio o ago
encontrava-se em estagio de escoamento, com deformagao da
ordem de 0,0063, e o concreto comprimido com deformagdo ma-
xima de 0,0057. Portanto, o colapso da estrutura aconteceu pelo
esmagamento do concreto e escoamento do reforgo, caracterizan-
do uma ruptura de laje super armada.

Avaliando a trajetoria de equilibrio dos modelos numéricos ja imple-
mentados para modelagem da laje de Mcneice [28], verifica-se na
Figura 13 que o modelo proposto apresenta um comportamento mais
aproximado do que outros modelos numéricos ja testados. Crisfield
[38] que desenvolveu o seu modelo a partir do MEF, utilizando ele-
mentos finitos retangulares, o critério de ruptura de Vom Misses para
modelar o concreto a compressao, e um modelo de amolecimento li-
near para seu comportamento a tragao. Na Figura 14 também é apre-
sentado o resultado encontrado por Doulah e Kabir [39] que combi-
naram a Teoria de Flex&o de Placas de Mindlin, com um modelo de
comportamento a tragéo para o concreto similar ao apresentado por
Crisfield [38] e comportamento bi-linear a compresséo, utilizando ele-
mentos finitos quadrilateros com oito nés por elemento e 4 graus de
liberdade por n6. Zhang et al [17] também utilizaram o MEF em sua
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modelagem, com elementos quadrilateros com 24 graus de liberdade
por elemento, associados a Teoria de Flex@o de Placas de Mindlin e
Reissner. Para o concreto a compressao esses autores utilizaram o
modelo de comportamento elastico perfeito, e para o concreto sob
tragado foi aplicado um modelo que leva em consideragéo o apare-
cimento de fissuras perpendiculares as diregbes principais apds se
atingir a tensédo maxima de resisténcia a tragao.

5. Conclusodes

EE

No presente artigo, visando prever de forma satisfatéria a trajetoria
de equilibrio de lajes sob flexao até a sua ruptura, foi apresentado
um modelo de flexdo de placas de concreto armado combinando
a Teoria Classica de Laminados, o modelo de dano isotrépico de
Mazars, para modelar o concreto, e o comportamento elastoplas-
tico perfeito, para descrever o ago das armaduras. Para validagéo
do modelo foram utilizandos os resultados experimentais de duas
lajes de concreto armado sob flexao.

Os resultados obtidos apontaram que a redugdo do modulo de
elasticidade transversal esta associada ao dano ocasionado por
tragéo (D, ). Um segundo estudo, ligado a convergéncia da so-
lugéo, indicou que 15 camadas sao suficientes para garantir uma
boa discretizagao da segéo transversal das lajes. Finalmente, foi
observado nas simulagdes numéricas utilizado o Método das Di-
ferencas Finitas Energéticas que houve uma boa aproximagéo da
trajetoria de equilibrio numeérica com a experimental. Comparando-
-se com resultados numéricos do Método dos Elementos Finitos,
realizados por outros autores, verifica-se que o MDFE apresentou
melhor aproximagéo que os demais. Ressalta-se que os resulta-
dos foram obtidos a partir de uma discretizagao com poucas sub-
divisdes da placa e poucas camadas o que destaca a eficiéncia
computacional da associagéo entre o MDFE e o modelo téorico.
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