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Abstract  

Resumo

This work presents a model to predict the flexural behavior of reinforced concrete slabs, combining the Mazars damage model for simulation of 
the loss of stiffness of the concrete during the cracking process and the Classical Theory of Laminates, to govern the bending of the structural ele-
ment. A variational formulation based on the principle of virtual work was developed for the model, and then treated numerically according to the 
Finite Difference Energy Method, with the end result a program developed in Fortran. To validate the model thus proposed have been simulated 
with the program, some cases of slabs in flexure in the literature. The evaluation of the results obtained in this study demonstrated the capability 
of the model, in view of the good predictability of the behavior of slabs in flexure, sweeping the path of equilibrium to the rupture of the structural 
element. Besides the satisfactory prediction of the behavior observed as positive aspects of the model to its relative simplicity and reduced number 
of experimental parameters necessary for modeling.

Keywords: reinforced concrete slabs, damage mechanics, finite difference energy method.

Neste trabalho é apresentado um modelo para previsão do comportamento à flexão de lajes de concreto armado, combinando o modelo de dano 
de Mazars, para simulação da perda de rigidez do concreto durante o processo de fissuração e a Teoria Clássica de Laminados, para reger a 
flexão do elemento estrutural. Uma formulação variacional com base no princípio dos trabalhos virtuais foi desenvolvida para o modelo, sendo 
em seguida tratada numericamente segundo o Método das Diferenças Finitas Energéticas (MDFE), tendo como resultado final um programa 
desenvolvido em Fortran. Para validar o modelo proposto, foram simulados com o programa dois casos de lajes sob flexão, encontrados na lite-
ratura. A avaliação dos resultados obtidos nas análises demonstrou a potencialidade do modelo, tendo em vista a boa capacidade de previsão 
do comportamento de lajes sob flexão, varrendo a trajetória de equilíbrio até a ruptura do elemento estrutural. Além da satisfatória previsão do 
comportamento observou-se, como aspectos positivos do modelo, a sua relativa simplicidade e o número reduzido de parâmetros experimentais 
necessários à modelagem. 
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1.	 Introdução

As estruturas de concreto são utilizadas em todo o mundo nas 
mais diferentes aplicações como pontes, edificações, estradas, 
etc. Por outro lado, devido à necessidade de redução do consumo 
de recursos naturais e do consumo de energia, na produção do 
cimento e aço, torna-se necessário que as estruturas usem todo o 
potencial destes materiais. Como as normas de dimensionamento 
permitem a adoção de modelos simplificados para o cálculo dos 
elementos de concreto armado, o que se verifica, muitas vezes, 
é a utilização de estruturas mais robustas, e mais caras, do que 
seria necessário para manter a segurança e uso esperados. Para 
minimizar esse problema é importante a utilização de métodos de 
análise mais avançados, que incorporem a não lineridade física do 
material e possam prever com maior precisão o comportamento 
estrutural de elementos de concreto em estágios avançados de 
fissuração e deformação.
Desde 1904 o Método das Diferenças Finitas (MDF) tem sido uti-
lizado na solução de equações diferenciais para análise estrutural 
de vigas contínuas e placas [1]. Como método computacional o 
MDF, junto com o Método dos Elementos Finitos (MEF), surgiu 
na literatura técnica na década de 50. Muitas idéias e técnicas 
são comuns aos dois métodos, mas devido ao uso mais sistemá-
tico da abordagem variacional e maior flexibilidade geométrica o 
MEF tornou-se o mais utilizado ao longo do anos [2]. No entanto, 
estudos posteriores tem demonstrado a capacidade do MDF na 
análise de estruturas de concreto armado como lajes [3], elemen-
tos tracionados [4], pórticos [5] e colunas [6]. Devido a versatili-
dade do MDF a análise destas estruturas tem sido desenvolvida 
com a incorporação de não lineridade física e/ou geométrica para 
avaliação de fissuração, carga de ruptura, escorregamento aço-
-concreto, deflexão, flambagem e mesmo “spalling” do concreto. 
Os resultados desses estudos indicam que: i) a comparação com 
o resultado experimental confirma a validade do método; ii) o pro-
cedimento de análise em diferenças finitas é ao mesmo tempo 
rápido e preciso, e, dessa forma, adequado para utilização em 
escritórios de projeto estrutural, visto que combina a velocidade 
de análise com a precisão do MEF [7].
Uma evolução do MDF é o Método das Diferenças Finitas Energé-
ticas (MDFE) que possui algumas vantagens sobre a abordagem 
tradicional, a exemplo da utilização de derivadas de menor ordem 
e, portanto, de maior precisão. Isto é decorrente do fato de que as 
representações em diferenças finitas das derivadas dos deloca-
mentos, serem inseridas diretamente nas equações do princípio 
variacional. Outra vantagem é o fato de somente condições de 
contorno cinemáticas serem requisitadas, por ser o MDFE basea-
do em equações de energia, fato este que o faz ter uma estrutura 
similar ao MEF, sendo a discretização concebida em termos de 
trechos de integração e graus de liberdade nodais.Todavia, cabe 
ressaltar que há redução do número de graus de liberdade por nó, 
comparativamente a um tratamento via MEF. Um último aspecto 
é o fato da matriz de coeficientes dos deslocamentos resultar si-
métrica para uma grande variedade de problemas, o que implica 
em considerável economia do esforço computacional. Portanto, o 
potencial do MDFE para análise mecânica de estruturas comple-
xas fica evidente. De fato, aplicações estruturais do MDFE foram 
apresentadas por Houbolt [8], Griffin e Varga [9] e Bushnell [10]. 
No Brasil o MDFE tem sido utilizado desde a década de 1980 para 
análise de vigas, placas e cascas isotrópicas [11-14]. e mais re-

centemente tem sido utilizado para análise de vigas de concreto 
armado e concreto com fibras [15]. Para tal, foi utilizada a mecâni-
ca do dano para predição do comportamento tensão-deformação 
do concreto sob tração e compressão o que resultou em uma boa 
aproximação do resultado numérico com os resultados experi-
mentais de vigas de concreto. Isso credencia o modelo para análi-
se de estruturas mais complexas como lajes de concreto armado.
Quanto à aplicação de modelos não lineares para o estudo de lajes 
de concreto armado, embora se constate um volume menos ex-
pressivo de trabalhos publicados em comparação à literatura vol-
tada às vigas de concreto armado, podem ser destacadas impor-
tantes contribuições para a previsão teórica do comportamento à 
flexão de lajes. A consideração da não linearidade tem sido feita 
através de modelos elastoplásticos combinado com o MEF [16-17] 
ou pelo modelo de dano de Mazars [18] através do método dos 
elementos de contorno [19] sozinho ou combinado com o MEF [20]. 
Modelos baseados na Mecânica da Fratura foram utilizados por 
Bandeira [21], que analisou lajes de concreto armado utilizando o 
programa Diana, este baseado no MEF. A análise desse conjunto 
de resultados revela que a utilização de modelos não lineares para 
modelagem do comportamento tensão-deformação do concreto é 
fundamental para se conseguir prever de forma satisfatória o com-
portamento estrutural de lajes de concreto armado sob flexão.
O objetivo principal deste trabalho é verificar a aplicação do MDFE 
na análise não linear de lajes de concreto armado usando o mode-
lo de dano de Mazars [18]. Outros modelos não lineares, baseados 
em resultados experimentais, têm sido utilizados para descrever o 
comportamento do concreto sob tensão [22-24], mas o modelo 
de Mazars foi escolhido por seu bom desempenho na análise de 
vigas de concreto armado [25-26] e pelo fato deste requerer pou-
cos parâmetros experimentais, e todos de obtenção relativamen-
te simples. Para validação do modelo proposto foram analisadas 
duas lajes de concreto armado avaliadas experimentalmente por 
Taylor et al. [27] e McNeice [28].

2.	 Desenvolvimento da formulação 
	 analítica

2.1	 Modelo de dano

O modelo de dano de Mazars [18] é um modelo relativamente 
simples quando comparado a outros. Nesse modelo a variável de 
dano é medida em função do alongamento do material e possui as 
seguintes hipóteses básicas:
a)	 O processo de dano do concreto ocorre no estado elástico, não 

apresentando deformações plásticas;
b)	 O concreto é considerado isotrópico mesmo após o início da 

danificação;
c)	 A evolução do dano ocorre quando o limite de deformação elás-

tica de alongamento é ultrapassado.
As tensões em uma dada direção principal ( ) 1, 2 e 3i i =  podem 
ser representadas em função de suas parcelas positiva e negativa 
da seguinte forma:

(1a)i is s+ =  se 0is >  e 0is
+ =  se 0is £                                                                        
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(1b)i is s- =  se 0is <  e  0is
- =  se 0is ³  

Dessa forma as deformações por tração e por compressão po-
dem ser escritas em função das tensões, através da lei de Hooke, 
como a seguir: 

(2a)
 3

1

1
ti i j

jE E

u ue s s+ +

=

+= - å

(2b)
 3

1

1
ci i j

jE E

u ue s s- -

=

+= - å

onde υ  é o coeficiente de Poisson do concreto. 
A deformação principal na direção i  pode então ser expressa por:

(3) 
i ti cie e e= +

As deformações associadas aos alongamentos desenvolvidos em 
cada direção principal i  são dadas por:

(4)
 ( )1

2
i i ie e e+ = +

Nota-se assim, que só são contabilizadas as deformações que 
geram alongamento em (4). Portanto, de acordo com as deforma-
ções apresentadas na equação (3), a deformação equivalente ε  
pode ser assim definida: 

(5) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3e e e e+ + += + +

Para compatibilizar o modelo de dano com a Teoria Clássica de 
Laminados, será adotada a medição das deformações em pontos 
da superfície média de cada camada que constitui a placa.
Segundo o modelo de Mazars [18], o processo de danificação do 
material só ocorre para valores de deformações superiores a doε , 
ou seja o limite de tração do material, a partir do qual tem inicio a 
fissuração do concreto. Portanto, a condição para permanência do 
concreto no regime linear fica assim expressa:

(6) 0doe e- £

Devido ao comportamento assimétrico do concreto em relação à 
tração e compressão, existe a necessidade de determinação de 
duas variáveis distintas para o dano, uma para compressão ccD , 
e outra para tração ctD . Para o caso multiaxial, o dano do concre-
to cD  deve ser obtido através de uma combinação linear dessas 
duas variáveis, ficando o dano assim representado: 

(7) 
c t ct c ccD D Da a= +

onde:

(8a)
 3

1 tii
t
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(8b)
 3

1 cii
c

v

e
a

e

+
=
+= å

com 

(9a)
 ( )1

2
ti ti tie e e+ = +

(9b) ( )1

2
ci ci cie e e+ = +

(9c)
 ( )

3

1
v ti ci

i

e e e+ + +

=

= +å

cabendo observar que: 0 1; 0 1;  1t c t ceα α α α≤ ≤ ≤ ≤ + = .
As equações definidas por Mazars [18] para a evolução do dano 
por tração ctD  e compressão ccD  são apresentadas a seguir:

(10a)
 ( )

( )
1

1 do t t
ct

t do

A A
D

exp B

e
e e e
-

= - -
é ù-ë û

(10b)
 ( )

( )
1

1 do c c
cc

c do

A A
D

exp B

e
e e e
-

= - -
é ù-ë û

onde as constantes tA , tB , cA  e cB  são parâmetros do material 
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(concreto) determinados a partir das correspondentes curvas ex-
perimentais tensão-deformação (σ - ε ), à tração e à compressão 
uniaxial, respectivamente. Para tanto, são geradas duas curvas 
teóricas (σ - ε ), ajustadas às experimentais (uma para tração e 
outra para compressão), utilizando a equação baseada no modelo 
de dano, ou seja:

(11) ( )  1c cE Ds e= -

 

sendo cE  o módulo de elasticidade longitudinal do concreto. 

2.2	 Modelo de flexão

Na formulação analítica foi utilizada a Teoria Clássica dos Lami-
nados. Na abordagem discreta o concreto e o aço são modelados 
separadamente e a construção do modelo torna-se mais difícil e 
demorada uma vez que um grande número de graus de liberdade 
é necessário [17]. Na abordagem por camadas o elemento estru-
tural é formulado como um compósito laminado que consiste de 
camadas finas, de concreto ou de aço, totalmente aderidas en-
tre si. As tensões de tração e de compressão são monitoradas 
progressivamente, em cada camada, para verificar a fissuração 
ou esmagamento do concreto e o escoamento ou ruptura do aço. 
Modelos em MEF por camadas têm sido amplamente utilizados 
para análise de estruturas de concreto armado [17, 24, 29-31] e 
têm se mostrado eficiente. 
Para análise do laminado as seguintes hipóteses são considera-
das [32-33]:
1)	 O laminado consiste de lâminas perfeitamente coladas entre si, 

isto é, sem deslizamento ou descolamento. Isto significa que os 
deslocamentos são descritos por funções contínuas;

2)	 A placa é considerada delgada, ou seja, a espessura é relativamen-
te pequena em relação às outras duas dimensões (superfície); 

3)	 Linhas inicialmente retas e perpendiculares à superfície que 
define a geometria da estrutura (superfície média da placa) per-
manecem retas e perpendiculares a essa superfície, quando o 
laminado for solicitado;

4)	 As linhas normais à superfície de referência são consideradas 
inextensíveis, isto é, têm comprimentos constantes;

5)	 Supõe-se que o carregamento na placa acarreta rotações e 
deformações pequenas perante a unidade, enquadrando o pro-
blema no âmbito geometricamente linear;

6)	 As lâminas são formadas por materiais ortotrópicos de com-
portamento linear elástico (observa-se que o comportamento 
deixa de ser linear, por conta das considerações feitas para as 
relações tensão-deformação do concreto e do aço);

7)	 Admite-se que todas as cargas são aplicadas na superfície mé-
dia da placa.

As hipóteses 2 a 5, usadas na teoria de Kirchhoff para placas del-
gadas, juntamente com a hipótese 1, permitem deduzir as relações 
mostradas a seguir, entre as componentes de deslocamento u , v  
e w  de um ponto qualquer da placa, e as componentes 0u , 0v  e 

0w  de um ponto correspondente situado sobre a superfície média 
(Figura 1):

(12a)

(12b)

(12c)

onde as derivadas 0w
x

∂
∂

 e 0w
y

∂
∂

 são, respectivamente, as  
 
declividades da superfície média nas direções x  e y .
Com base na hipótese 5 têm-se as seguintes relações deforma-
ção-deslocamentos:

(13a)
 2

0 0
2x

u w
z

x x
e

¶ ¶
= -

¶ ¶

(13b)
 2

0 0
2y

v w
z

y y
e ¶ ¶= -

¶ ¶

Figura 1 – Geometria de deformação 
da placa no plano xz
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(13c)
 2

0 0 02     xy

u v w
z

y x x y
g

¶ ¶ ¶
= + -

¶ ¶ ¶ ¶

(13d) 0  ze =

(13e) 0xzg =

(13f) 0yzg =

Considerando que as lâminas estão em um estado plano de ten-
sões, tem-se para uma lâmina k as seguintes relações entre ten-
sões e deformações atuantes, já incorporando a não linearidade 
física dos materiais, através do dano contínuo de Mazars (Concre-
to) e do modelo elastoplástico perfeito (aço): 

(14)
 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x

y y

xy xy

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

s e
s e
t g

é ù é ùé ù
ê ú ê úê ú=ê ú ê úê ú
ê ú ê úê úë ûë û ë û

com as propriedades mecânicas das lâminas (ortotrópicas), como 
mostra a hipótese 6, calculadas por:

(15a) ( )4 2 2 2
11 11 12 66 22cos 2 2 sen cos senQ Q Q Q Qq q q q= + + +

(15b) ( ) ( )2 2 4 4
12 11 22 66 124 sen cos sen cosQ Q Q Q Qq q q q= + - + +

(15c) ( )2 2 2 4
22 11 12 66 22sen 2 2 sen cos cosQ Q Q Q Qq q q q= + + +

(15d) ( ) ( )3 3
16 11 12 66 12 22 662 sen cos 2 sen cosQ Q Q Q Q Q Qq q q q= - - + - +

(15e) ( ) ( )3 3
26 11 12 66 12 22 662 sen cos 2 sen cos )Q Q Q Q Q Q Qq q q q= - - + - +

(15f) ( ) ( )2 2 4 4
66 11 22 12 66 662 2 sen cos sen cosQ Q Q Q Q Qq q q q= + - - + +

com  representando o ângulo de orientação das fibras de reforço 
na camada k, e 

(16a)

(16b)

(16c)

Figura 2 – Camadas de um laminado
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(16d) ( )  
66 12 1 Q G D= -

onde:
1  E é o módulo de elasticidade longitudinal da camada na direção x ;
2E  é o módulo de elasticidade longitudinal da camada na direção y ;
12 21  eυ υ são os coeficientes de Poisson da camada, associados as 

direções x  e y ;
12G  é o módulo de elasticidade transversal da camada, associado 

às direções x  e y ;
D  representa o dano no material constituinte da camada estuda-
da (ou, em outras palavras a relação entre a perda de rigidez do 
material e sua rigidez inicial).
Na presente formulação são definidos os seguintes esforços so-
licitantes por unidade de comprimento, avaliados na espessura h 
da placa laminada (Figura 2):

(17a)

(17b)

onde  ,   xx yy xyN N e N  são os esforços de membrana, xxM  e yyM  
os esforços flexionais e xyM  o esforço torsional, todos por unida-
de de comprimento. 
A matriz contendo os coeficientes ijA  é denominada matriz de ri-
gidez extensional, a que contém os elementos  ijD  é a matriz de 
rigidez flexional e a composta pelos elementos ijB  é a matriz de 
rigidez de acoplamento flexo-extensional. Esses coeficientes são 
definidos em termos da matriz de rigidez de cada lâmina, confor-
me a seguir:

(18a)
 ( )( )1

1

                    
n

k

ij ij k k
k

A Q z z dz+
=

= -å

(18b)

(18c)
 ( ) ( )( )3 3

1
1

1
  

3

n
k

ij ij k k
k

D Q z z dz+
=

= -å

Como se vê os esforços internos (17) são definidos para todos os 

pontos do plano médio da placa, dependendo tanto dos desloca-
mentos do plano médio, quanto das propriedades mecânicas dos 
materiais da placa. Portanto, ao incorporar o modelo de dano para 
o concreto e o regime elastoplástico perfeito para o aço as proprie-
dades mecânicas são afetadas à medida que a não linearidade 
física é atingida, modificando também as inúmeras rigidezes ijA , 

ijB  e ijD  da estrutura.
O trabalho virtual realizado pelas forças internas é assim expresso:

(19)

 

0

 2
0 0 0 0 0

2int xx yy xy xx

r

u v u v w
W N N N M

x y y x x
d d d d d d

ì é ù æ öæ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï æ ö æ ö= + + + - -í ê úç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø è øï ë ûî
ò

 
2 2

0 0
2

2yy xy

w w
M M dxdy

y x y
d d

üæ ö æ ö¶ ¶ ï- - ýç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶è ø è ø ïþ

onde 0r  representa a área da superfície média da placa. 
Considerando-se a Figura 3, associada a hipótese 7, onde as 
cargas atuantes no domínio e no contorno da placa são mos-
tradas com seus sentidos positivos, pode-se escrever para 
o trabalho virtual realizado pelas forças externas a seguinte  
expressão:

(20)

onde:
( ),zq x y  é a força transversal à superfície média da placa, por 

unidade de área, aplicada no domínio;

xxF , 
xyF  e 

xzF  são as forças por unidade de comprimento ao lon-
go dos bordos 0x =  e x a= , segundo as direções x , y  e z , 
respectivamente;

Figura 3 – Carregamento da placa
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xxM  é o Momento de flexão por unidade de comprimento, aplica-
do ao longo dos bordos 0x =  e x a= ;

yxF , 
yyF  e 

yzF  são as forças por unidade de comprimento ao lon-
go dos bordos 0y =  e y b= , segundo as direções x , y  e z , 
respectivamente;
 yyM  - Momento de flexão por unidade de comprimento, aplicado 
ao longo dos bordos 0y =  e y b= .
Embora o momento de torsão tenha sido considerado no âmbito 
dos esforços internos, não foi associado um carregamento corres-
pondente, no cômputo do trabalho externo, por não ser usualmen-
te aplicado em lajes.

3.	 Formulação computacional

Após expressar o trabalho realizado pelas forças internas em 
função dos deslocamentos, mediante a substituição das expres-
sões dos esforços internos (17a) e (17b) em (19), o tratamento 
numérico segundo o MDFE pode ser aplicado. Este consiste em 
introduzir nas expressões das parcelas que compõem o princípio 

dos trabalhos virtuais (PTV), intWδ  e extWδ , as representações em 
diferenças finitas utilizadas para as derivadas dos deslocamentos 
supondo, para fins de avaliação desses trabalhos virtuais, a barra 
subdividida em trechos de integração, ao longo dos quais todas as 
grandezas envolvidas são supostas constantes. Uma vez compu-
tados intWδ  e extWδ , mediante o somatório das contribuições dos 
diversos trechos de integração, e considerando-se as condições 
cinemáticas de vinculação da placa, e as demais variações dos 
deslocamentos arbitrárias e independentes entre si, surge, pela 
aplicação do PTV, um sistema de equações algébricas de equi-
líbrio que, uma vez resolvido, permite obter a solução em termos 
dos deslocamentos nodais 0u , 0v  e 0w  incógnitos.
Na formulação numérica do problema aqui estudado são utili-
zados dois tipos de representações para as derivadas dos des-
locamentos: a representação centrada e a representação redu-
zida. Para tanto, considere o esquema da Figura 4, onde ( )f x   

Figura 4 –  Função f (x) utilizada nas 
representações em diferenças finitas para 

as derivadas dos deslocamentos

Figura 5 – Discretização da placa: 
trechos de integração, nós reais 

e nós virtuais

Tabela 1 – Propriedades dos materiais utilizados na modelagem

Laje simplesmente apoiada

E(GPa) vc fc (MPa) Ac Bc ft (MPa) εd0
At Bt fy (MPa)

Concreto
Aço

32,42 0,18 35,04 1,00 1600 3,60 1,11 x 10-4 0,80 10000 –

206,91 – – – – – – – – 375,90

Laje apoiada nos cantos

E(GPa) vc fc (MPa) Ac Bc ft (MPa) εd0
At Bt fy (MPa)

Concreto
Aço

28,61 0,15 37,92 1,00 1650 3,80 1,33 x 10-4 0,80 10000 –

201,30 – – – – – – – – 345,40
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representa as funções 0u , 0v  e 0w  e m  é o ponto no qual são 
avaliadas as derivadas (ponto pivotal). Sendo λ  o espaçamento 
nodal, as derivadas centradas de primeira e segunda ordem de 
 

( )f x , avaliadas no ponto m , são:  ( )1 1
1'

2m m mf f f
λ + −= −   

e ( )"
1 12

1 2m m m mf f f f
λ + −= − + . 

Em trechos localizados junto aos bordos da placa, o uso da repre-
sentação centrada para as derivadas primeiras dos deslocamen-
tos 0u  e 0v  podem causar singularidade na matriz dos coeficien-
tes, impossibilitando a resolução do problema. Por esse motivo, 
para essas derivadas na região dos bordos da placa será adotada 
a representação reduzida, conforme sugerido por Graça [14]. Esta  
 
representação pode ser definida por: ( )1

1'm m mf f f
λ += − .

Para a discretização do domínio a bL L×  da placa, o MDFE prevê 
a geração de trechos de integração obtidos a partir de subdivi-
sões nas direções x  e y , quais sejam xn  e yn  respectivamente. 
Desse modo um trecho de integração genérico apresenta a forma 
retangular de dimensões   /x a xL nλ =  e   /y b yL nλ = , com um total de 
( ) ( )3 3x yn n+ × +  nós e ( ) ( )1 1x yn n+ × +  trechos de integração dis-
tribuídos em nove tipos diferentes de trechos, conforme mostrado 
na Figura 5. Os trechos 1, 3, 7 e 9 localizam-se nos cantos da  
 
placa e apresentam área  

4
x yλ λ×

, enquanto os trechos 2, 4, 6 e  
 
8, de área 

2
x yλ λ×

, situam-se ao longo dos bordos da placa. Os  
 
demais trechos de integração da placa pertencem ao trecho tipo 5, 
de área x yλ λ× , como ilustrado na Figura 5.

Figura 6 – Diagramas tensão-deformação obtidos a partir do modelo 
de dano de Mazars para os concretos empregados nas lajes estudadas

Figura 7 – Características geométricas da laje e do respectivo reforço
FONTE: Adaptado de Jiang e Mirza [16]
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Cabe observar que cada trecho de integração é composto por 
nove pontos nodais (Figura 5) e para cada um desses pontos 
são associados três graus de liberdade 0u , 0v  e 0w , o que 
incorpora, para cada trecho, um total de 27 deslocamentos. 
Notar que as derivadas de segunda ordem dos deslocamentos 
dos nós associados aos bordos da placa necessitam de nós 
externos à mesma, denominados de nós virtuais. Cabe desta-
car ainda que os nós da estrutura podem compor mais de um 
trecho de integração. 
Maiores explicações sobre a seqüência do desenvolvimento do 
tratamento numérico, segundo o MDFE, podem ser encontradas 
em [13-15].

Figura 8 – Efeito do tipo de redução do módulo 
de elasticidade transversal do concreto 

no comportamento da laje

4.	 Validação do modelo

A validação do modelo numérico apresentado foi realizada através 
da determinação da curva carga-deslocamento de duas lajes de 
concreto armado ensaiadas experimentalmente por Taylor, Mather 
e Hayes [27] e McNeice [28]. Ambos os problemas apresentam 
dupla simetria, o que permitiu a modelagem de um quarto da pla-
ca, possibilitando uma melhor discretização do elemento estrutu-
ral com menor esforço computacional. A simulação será baseada 
no diagrama carga-flecha, e na previsão do colapso da estrutura.
A Tabela 1 apresenta os dados experimentais dos concretos ( cE , 

cf , tf  e cυ ) e dos aços ( sE  e  fy ) utilizados nas duas lajes estuda-
das. Para o concreto da laje apoiada nos cantos [28] foi admitido 
que  0.1t cf f= . A partir dos valores apresentados para o concreto 
de ambas as lajes, foram obtidos diagramas tensão-deformação 
teóricos (Figura 6), utilizando as equações de dano, equações (10) 
e (11), com a escolha de valores adequados para os parâmetros 

tA , tB ,  e cB . Para tanto, inicialmente determina-se o parâ-
metro de deformação doε  a partir da tensão máxima de tração do 
concreto ( tf ), pela aplicação direta da forma uniaxial da Lei de 
Hooke, assumindo a igualdade entre o módulo de elasticidade à 
tração e o módulo de elasticidade à compressão, indicado na Ta-
bela 1. Em seguida, passa-se a geração das curvas teóricas ten-
são-deformação buscando-se ajustá-las às curvas experimentais 
correspondentes (tração uniaxial e compressão uniaxial), pela ma-
nipulação das constantes tA , tB ,  e cB . No caso da tração, 
as constantes tA  e tB  são determinadas de modo a gerar um 
diagrama tensão-deformação associado ao comportamento frágil 
do concreto, sendo tf  a tensão máxima observada (onde ocor-
re doε ). Cabe mencionar nesse ponto que os valores adotados  
para tA  foram similares aos encontrados por Lemaitre e Mazars 
[34] e Challamel [35], na modelagem de vigas de concreto arma-
do. No tocante à compressão, os parâmetros cA  e cB  são de-
terminados de forma a se obter a tensão máxima de compressão 
do material ( cf ) associada a uma deformação (de pico) entre 2‰ 
e 3‰. Ressalta-se que o procedimento acima, para determinação 
dos parâmetros do Modelo de Mazars, foi similar ao adotado por 

Figura 9 – Influência da quantidade 
de camadas na modelagem 

da laje simplesmente apoiada
Figura 10 – Carga x deslocamento 

transversal do ponto central da placa
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diversos autores [18, 19, 23, 25, 34, 36] que utilizaram esse mode-
lo de dano para modelagem numérica de concreto.
Cabe registrar que para os dois concretos assim modelados 
não foram apresentadas as curvas experimentais corresponden-
tes na Figura 6, por não terem sido determinadas pelos auto-
res dos respectivos experimentos. Todavia, isto não se mostrou 
uma dificuldade já que foi levado em consideração apenas o 
conhecimento já estabelecido para a forma do diagrama tensão-
-deformação dos concretos convencionais, conforme descrito na 
metodologia acima. Este aspecto pode ser destacado como uma 
vantagem de se empregar o modelo de dano aqui utilizado na 
modelagem de lajes.
O reforço (armaduras de aço) foi modelado como uma camada 
uniaxial (com módulo de elasticidade longitudinal apenas na dire-
ção do reforço), sendo o centro da camada coincidente com o cen-
tro geométrico da armadura, e a espessura da camada definida de 
forma que a área da seção transversal da camada resulte igual 
à área do reforço. A partir da tensão de escoamento do reforço  
( yf ) é estabelecido o patamar de escoamento do diagrama ten-

Figura 11 – Características geométricas da laje estudada. FONTE: Adaptado de Krätzig e Pöling [37]

Figura 12 – Influência da quantidade 
de camadas na modelagem 
da laje apoiada nos cantos

Figura 13 – Comparação do modelo 
proposto com Método dos Elementos Finitos

são-deformação elasto-plástico correspondente, sendo a defor-
mação última assumida igual a 10‰ (tração e compressão).

4.1	 Laje simplesmente apoiada  
	 com carregamento uniforme

Inicialmente foi simulado numericamente o comportamento de 
uma laje simplesmente apoiada sob carga distribuída uniforme, 
conforme mostrado na Figura 7, ensaiada experimentalmente 
por Taylor, Mather e Hayes [27] e analisada teoricamente por 
Jiang e Mirza [16]. Além das características geométricas da laje 
a figura mostra que a laje possui armaduras com diâmetro de 
4,76 mm nas duas direções, mas com espaçamentos distintos. 
As propriedades dos materiais utilizados na laje estão listadas na 
Tabela 1, bem como os parâmetros de dano encontrados para o 
respectivo concreto.
Depois de uma série de testes foi definida para a modelagem da 
placa uma discretização em 8 8×  subdivisões (ou seja 9 9×  tre-
chos de integração). Para este exemplo além do confronto com o 
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resultado experimental também foi realizado um estudo da influên-
cia das diferentes formas de avaliação da redução do módulo de 
elasticidade transversal do concreto durante o processo de fissu-
ração. Foram então testadas três situações:
1) 	A consideração da redução do módulo de elasticidade transver-

sal em função do dano do concreto, ou seja: 

( )
1

12

1

2 1
cE D

G
u

-
=

+
 , com  1 cE E= , cu u=  e  c t ct c ccD D Da a= + ; 

2)	 A consideração de que o módulo de elasticidade transversal 
mantém-se constante, mesmo após o início do processo de fis-
suração, e proporcional ao módulo de elasticidade longitudinal 
inicial: 

( )
1

12
2 1

E
G

u
=

+
 , onde  1 cE E=  e ;cu u=  

3)	 A consideração da redução do módulo de elasticidade transver-
sal em função do dano por tração, ou seja, 

( )
1

12

1

2 1
t ctE D

G
a
u

-
=

+
 , sendo 1 cE E=  e cu u= . 

Os resultados numéricos para o diagrama carga-deslocamento 
no centro da laje são apresentados na Figura 8, em comparação 
com o resultado experimental, devendo ser observado que a car-
ga registrada no gráfico é a carga resultante sobre a placa (força 
concentrada). 
Observa-se que o módulo de elasticidade transversal do concre-
to exerce uma influência bastante significativa. Percebe-se que a 
situação 02 proporciona uma resposta demasiadamente rígida na 
modelagem, tornando-a uma opção inviável para o modelo. Por 
outro lado, a situação 01 representa bem o início da fissuração, 
porém fornece respostas pouco rígidas após esse ponto, e com a 
previsão de uma carga de ruptura menor que a verificada experi-
mentalmente. A situação 03 consegue representar de forma satis-
fatória o início da fissuração, mantendo proximidade com a curva 
experimental e boa precisão na previsão da carga de ruptura.
Cabe ressaltar que, apesar da utilização de uma abordagem iso-
trópica para prever a variação do módulo de elasticidade trans-
versal do concreto (portanto mais simplificada que a adotada por 
outros autores a exemplo de Pituba [36], que utiliza um dano ani-
sotrópico), verifica-se uma boa aproximação dos resultados nu-
méricos com os resultados experimentais.
Partindo para a avaliação do resultado obtido para a situação 03, 
nota-se uma perda de rigidez no início da danificação, seguida 
de uma recuperação com posterior estabilização em relação ao 
resultado experimental. A simulação prosseguiu até o programa 
abortar, o que caracteriza a ausência de uma nova configuração 
de equilíbrio, ou seja colapso estrutural. Uma investigação mais 
detalhada da ruptura revelou que, de acordo com os resultados 
apresentados pelo programa, o escoamento da armadura teve 
início há uma carga (resultante) de 83,72 kN, e o colapso da es-
trutura ocorreu pela ruptura da armadura (deformação superior a 
10‰), com uma deformação do concreto da camada mais com-
primida com valor de aproximadamente 0,002, o que caracteriza 
uma ruptura do tipo pouco armada para a laje. Portanto, pode-se 
concluir que os resultados obtidos para o presente caso foram sa-
tisfatórios, tanto do ponto de vista carga-deslocamento quanto da 
previsão do colapso.
A análise da influência do número de camadas na modelagem da 
laje também foi estudada e está apresentada na Figura 9: a espes-
sura da laje foi simulada com 10, 15, 22 e 36 camadas. Pode ser 

observado que a partir de 15 camadas não ocorreram alterações 
significativas nos resultados, sendo essa, portanto, a quantidade 
de camadas adotada para a modelagem deste tipo de laje. 
Por fim, é apresentado na Figura 10, um comparativo do modelo 
proposto com os resultados apresentados por Jiang e Mirza [16], 
utilizando modelagem em Elementos Finitos com 4 (2 x 2) e 36 (6 x 
6) elementos finitos. No modelo de [16] foi desenvolvido um mode-
lo combinando o MEF, através de um elemento finito quadrilátero, 
com 20 graus de liberdade por elemento, a Teoria Clássica de Fle-
xão de Placas e um modelo de plasticidade para o comportamento 
mecânico do concreto. O comparativo entre os resultados nova-
mente evidencia a eficiência do modelo baseado no MDFE, tendo 
em vista que o modelo baseado no MEF e o baseado em MDFE 
apresentam convergência para um número próximo de graus de 
liberdade (245 e 243 graus de liberdade respectivamente).

4.2	 Laje apoiada nos cantos com carga aplicada 
	 no centro

Neste exemplo foi simulado o comportamento carga-deslocamen-
to no centro de uma laje ensaiada experimentalmente por McNei-
ce [28], com as características mostradas na Figura 11 e na Tabela 
1, onde estão também listados os parâmetros de dano utilizados 
na simulação. Para reger a variação do módulo de elasticidade 
transversal do concreto, foi aplicada a situação 3 apresentada no 
item anterior. 
Mediante um estudo de convergência da solução, foi adotada uma 
discretização da laje em 14 x 14 subdivisões (15 x 15 trechos de 
integração). E quanto à discretização da espessura da laje esta 
foi modelada como um laminado de 10, 15, 22 e 36 camadas. Os 
resultados para o comparativo estão apresentados na Figura 12, 
onde se pode observar que, da mesma forma que no exemplo 
anterior, a partir de 15 camadas não houve alteração significativa 
nos resultados. 
Na Figura 13 é apresentado o resultado numérico do modelo pro-
posto em comparação com o resultado experimental e com resul-
tados obtidos por Kratz e Polling [37]. Observa-se novamente uma 
perda de rigidez após a danificação, com posterior recuperação e 
ruptura coincidente com o observado experimentalmente. A este 
respeito, informa-se que na última condição de equilíbrio o aço 
encontrava-se em estágio de escoamento, com deformação da 
ordem de 0,0063, e o concreto comprimido com deformação má-
xima de 0,0057. Portanto, o colapso da estrutura aconteceu pelo 
esmagamento do concreto e escoamento do reforço, caracterizan-
do uma ruptura de laje super armada.
Avaliando a trajetória de equilíbrio dos modelos numéricos já imple-
mentados para modelagem da laje de Mcneice [28], verifica-se na 
Figura 13 que o modelo proposto apresenta um comportamento mais 
aproximado do que outros modelos numéricos já testados. Crisfield 
[38] que desenvolveu o seu modelo a partir do MEF, utilizando ele-
mentos finitos retangulares, o critério de ruptura de Vom Misses para 
modelar o concreto a compressão, e um modelo de amolecimento li-
near para seu comportamento à tração. Na Figura 14 também é apre-
sentado o resultado encontrado por Doulah e Kabir [39] que combi-
naram a Teoria de Flexão de Placas de Mindlin, com um modelo de 
comportamento à tração para o concreto similar ao apresentado por 
Crisfield [38] e comportamento bi-linear à compressão, utilizando ele-
mentos finitos quadriláteros com oito nós por elemento e 4 graus de 
liberdade por nó. Zhang et al [17] também utilizaram o MEF em sua 
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modelagem, com elementos quadriláteros com 24 graus de liberdade 
por elemento, associados a Teoria de Flexão de Placas de Mindlin e 
Reissner. Para o concreto à compressão esses autores utilizaram o 
modelo de comportamento elástico perfeito, e para o concreto sob 
tração foi aplicado um modelo que leva em consideração o apare-
cimento de fissuras perpendiculares as direções principais após se 
atingir a tensão máxima de resistência à tração.

5.	 Conclusões

No presente artigo, visando prever de forma satisfatória a trajetória 
de equilíbrio de lajes sob flexão até a sua ruptura, foi apresentado 
um modelo de flexão de placas de concreto armado combinando 
a Teoria Clássica de Laminados, o modelo de dano isotrópico de 
Mazars, para modelar o concreto, e o comportamento elastoplás-
tico perfeito, para descrever o aço das armaduras. Para validação 
do modelo foram utilizandos os resultados experimentais de duas 
lajes de concreto armado sob flexão.
Os resultados obtidos apontaram que a redução do módulo de 
elasticidade transversal está associada ao dano ocasionado por 
tração ( CTD ). Um segundo estudo, ligado a convergência da so-
lução, indicou que 15 camadas são suficientes para garantir uma 
boa discretização da seção transversal das lajes. Finalmente, foi 
observado nas simulações numéricas utilizado o Método das Di-
ferenças Finitas Energéticas que houve uma boa aproximação da 
trajetória de equilíbrio numérica com a experimental. Comparando-
-se com resultados numéricos do Método dos Elementos Finitos, 
realizados por outros autores, verifica-se que o MDFE apresentou 
melhor aproximação que os demais. Ressalta-se que os resulta-
dos foram obtidos a partir de uma discretização com poucas sub-
divisões da placa e poucas camadas o que destaca a eficiência 
computacional da associação entre o MDFE e o modelo téorico.
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