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Densidade Critica no Modelo de Percolacao
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RESUMO. Neste trabalho tratamos de um modelo percolaciio ndo-homogénea na rede de Bethe cuja pro-
babilidade de um elo no nivel n estar aberto muda de acordo com n. Este modelo pode ser apropriado para
situagdes onde o meio muda sua densidade de forma sistemadtica, tal como a proliferacio de insetos que de-
pendem da temperatura e umidade, que variam entre dia e noite. Consideramos o caso onde a probabilidade
de um elo e, do nivel n estar aberto é dada pela funcio sendide p(e,) = p + (1 — p)|sen(n)|. Para este
modelo apresentamos resultados de simula¢des Monte-Carlo que indicam um comportamento da funcéo de
percolacéo com transi¢do de fase de segunda ordem em p,., mas provamos analiticamente a existéncia de
um ponto critico ndo trivial, apresentando a expressdo para a obtencao desta probabilidade critica.

Palavras-chave: percolacio ndo-homogénea, rede de Bethe, ponto critico.

1 INTRODUCAO

A Teoria da Percolagdo trata do fendmeno da propagacdo de um fluido em meio poroso, seja
dgua ou gés no interior de uma rocha. Broadbent & Hammersley (1957) propuseram o primeiro
modelo deste fendmeno. Desde entdo, muitos outros modelos tém sido propostos para repre-
sentar o meio poroso. Nos tultimos anos, grande progresso tem sido alcancado relativamente as
técnicas usadas para resolver problemas de percolag@o, e também substancial expansdo dos mo-
delos de percolag@o e suas aplicagdes em varias areas do conhecimento cientifico, tais como
fisica, quimica, biologia, geologia, engenharia, e muitas outras. Existem modelos que conside-
ram a expansdo de incéndios florestais, enquanto outros consideram o crescimento de tumores
em organismos vivos ou condugio de eletricidade em materiais semicondutores. Usualmente o
modelo considera o sistema como um meio homogéneo, de forma que a medida de probabili-
dade p é constante para todos os elos da rede. Porém, no mundo real existem varios sistemas nao
totalmente homogéneos, havendo uma componente sistematica tal que o modelo ideal pode ser
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174 REDE DE BETHE NAO-HOMOGENEA

baseado em um sistema composto ndo uniforme de probabilidade para todo meio. A probabili-
dade p(.) pode variar em funcdo do espago ou do tempo, por exemplo.

A rede de Bethe ou arvore Cayley foi introduzida em Bethe (1935) no contexto da mecanica
estatistica. Ela pode ser usada para fazer aproximacdo de modelos de percolagdo em grandes
dimensdes. Em geral, a rede de Bethe é definida como um grafo G = (V, E), onde V € um con-
junto de pontos, também chamados vértices ou sitios, e £ = (ey,) € o conjunto nio ordenado de
pares de vértices distintos ey, chamados elos ou arestas (veja Braga et al. (2005), por exemplo).
Entdo, a rede de Bethe é um grafo onde qualquer vértice estd conectado com r outros, onde r
é chamado de niimero de coordenagcdo. Vamos denotar por B, a rede de Bethe com nimero de
coordenacido r (veja a Figura 1 para ilustracdo de B3z). Na Figura 1(a) pode ser visto a estrutura
das arvores que emanam de um vértice central, e todos os vértices estdo organizados em niveis
sequenciais em torno de um vértice central. O vértice central pode ser chamado de raiz ou origem
darede. A Figura 1(b) mostra uma representaco alternativa similar a 4gua saindo de uma fonte.

(a) Representagdo circular (b) Representagdo alternativa

Figura 1: Rede de Bethe.

Em B, a distancia de qualquer vértice x até a origem € conhecida como nivel do vértice e é
denotada por /(x). Sendo e, um elo qualquer finalizado em x, diremos que este pertence ao nivel
[(x). Por simplicidade de notag¢@o, vamos representar por e, todos os elos e, tais que [(x) = n.

E usual considerar o subgrafo B, (n) de B,, formado pelos vértices x tal que I(x) < n e pelos
elos conectados a estes vértices. O conjunto B, (n) é conhecido por ser a rede de Bethe com
“volume finito”. A fronteira de B,(n), denotada por dB,(n), é o conjunto de todos os vértices
do nivel n, e podemos ver que o ntimero de vértices até n é igual a |dB, (n)| = r(r — 1)"~! pela
representagdo da Figura 1(a), e igual a (r — 1)" pela representacdo da Figura 1(b).
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Na rede de Bethe homogénea, a cada elo e € E associamos uma varidvel aleatéria independente
X, com distribui¢do de Bernoulli com pardmetro p que chamamos de medida de probabilidade.
Se X, = 1 diremos que e estd aberto, caso contrario e estd fechado. Para x, y € B,, diremos
que x estd conectado a y e denotamos por x i y se existir uma sequéncia de vértices distintos
X = X0, X1, ---, X, = y,taisqueoselosey, |, i =1, ---, n, estejam abertos. A fungdo
de conectividade, denotada por 7, (p), € a probabilidade dos vértices x e y estarem conectados
por um caminho de elos abertos, i.e., Txy(p) = P({x i y}). Podemos mostrar que a fungdo
conectividade em B, decresce exponencialmente quando ||x — y|| — oo para todo p < 1
(Braga et al., 2005). Isto pode ser facilmente visto, pois Tyy(p) = exp(—||lx — y[|/¢(p)), com
¢(p) = (—log(p))~!. A funcio ¢ é usualmente referida como comprimento de correlagao.
Portanto, em uma rede de Bethe, o comprimento de correlagdo € finito para todo0 < p < 1.

O Aglomerado da Origem (O) € representado por C(p) = {x € B, : O i x} e a fungdo
probabilidade de percolagdo é dada por 6(p) = P,(|C(p)] = o0), onde |C(p)| representa o
nimero de vértices em C(p). Diremos que ocorreu percolagdo se |C(p)| = oo.

Outra importante defini¢do € a esperanca matematica do aglomerado, também conhecida como
susceptibilidade, dada por x(p) = E(C(p)) = ZXEBr
expoentes criticos, y e f, tais que x(p) =~ (p — pe)Y quando p 1 pe, e 0(p) ~ (p — pe)P
quando p | pc, no sentido que —log x (p)/log(p — pc) — y € —logf(p)/log(p — pc) — B.

T0x(p). Associado a yx(p) e O(p) ha

2 RESULTADOS IMPORTANTES NA REDE DE BETHE

O caso r = 2 n@o € teoricamente interessante, pois se p < 1 teremos uma infinidade de elos
fechados a direita e a esquerda da origem, tais que 6(p) = 0 se p < 1. Entdo, concluimos
que p. = 1, e ndo ocorre a transicdo de fase. Para r > 3 pode ser provado que existe um
pe € (0,1), tal que O(p) = O para p < p. e 6(p) > 0 para p > p.. A forma da funcio
6 para p > p. pode ser obtida implicitamente por 1 — 0(p) = (1 — pf(p)) ~'. Parar = 3
temos que O(p) = 1 — [(1 — p)/p? eparar =4,0(p) = (3 — /& p — 3)/(2p), por exemplo.
Sabemos que p. = 1/(r — 1) e que 8(p.) = 0. Neste sentido, seja S?(n, p) uma varidvel
aleatéria representando o nimero de vértices no nivel n > 1 com caminho de elos abertos até
a origem, com S7(0, p) = 1. Temos que a distribui¢do de SP(n, p) | {SP(n —1,p) = x} €
Binomial(x(r — 1), p) e sua esperanga é E(S*(n, p)|[St(n — 1, p)] = St(n — 1, p)(r — 1)p.
Com isto, temos que

-0 paranToosep<r%

E(S(n, p) =[(r = Dpl" {=1 se p= - 2.1

r—1
— 00 para n oosep>$.
Notemos que se i ¢ o nimero esperado de elos abertos partindo da origem (ou qualquer outro
vértice), temos que 1 = (r — 1) p. Portanto, se © < 1 o sistema nao percola, e se u > 1 teremos
probabilidade positiva de percolacdo. Resultados gerais podem ser obtidos em Galton-Watson
branching process (Haccou et al., 2005; Bruss, 1984; Bollobas et al., 2014).
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176 REDE DE BETHE NAO-HOMOGENEA

Se considerarmos 6, (p) a probabilidade da origem estar conectada a fronteira d B, (n), dada por
0,(p) = Pp{O i dBy(n)}, entdo a funcdo probabilidade de percolagdo pode se escrita como
o limite de 6,(p) quando n — oco. Para r = 3 no nivel n = 1 temos 61(p) = p(2 — p); para
n = 2temos 6r(p) = 4p*> — 2p3 — 4p* +4p> — p®. De modo geral, seja

< = P(S . p) = jISSn =1 p)=i) e u = P(S2n, p) = j)

as probabilidades condicional e incondicional (abandonaremos p e r para facilitar a notacdo), e
cm — (cf]’.l) ) € a representag@o matricial com | B, (n)| + 1 linhase [0 B, (n — 1)| + 1 colunas; do
mesmo modo, u®™ = (ui.") )j=0 € o vetor de dimensdo |0 B (n)| + 1. Entdo, podemos escrever

paran > 1,
u® = ™ =D

C? x D x €D 5. x €D x O

n

— 1_[ cn=n

k=0

com CO = 40 = (0, 1). Parar = 3 e fazendo g = 1 — p, temos que

1 q¢* 4

1 4° 0 2pq 4pq?
cV =10 2pq]. c?=1o P> 6p*g?| e

0 p? 0 0 4pyg

0 0 p*

1 ¢ 4 q° q°
0 2pq 4pq®  6pg°  8pq’
0 p2 6p2q2 15[726]4 28p2q6
0 O 4p3q 2Op3q3 56p3q5
c®—1o o »* 15p%¢% 70p*q*
0 0 0 6p°q 56pg>
0 0 0 p®  28pbg?
0 0 0 0 8p'q!

0 0 0 0 q®

As colunas de C™ sdo o desenvolvimento de (¢ + p)¥ em termos binomiais para k € {|0B,(0)],
0B, (1), -, |dB,(n)|}. Entdo, C" & uma submatriz de C"™, n > 1, como podemos ver
acima.

O primeiro elemento de u ¢ a probabilidade condicional de ndo existir nenhum vértice ocu-

pado no nivel n. Assim, podemos escrever 8, (p) = 1 — u(()") .

Podemos notar que para n pequeno (n > 1), a funcdo 6, tem formato tipo S em [0,1], ficando
mais ingreme em p, quando n cresce. A Figura 2 mostra o comportamento de 6, parar = 3
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e varios valores de n. Obter o limite quando n — oo do ponto de inflexdo das curvas 6, (p) é
um dos métodos usados para determinar o ponto critico do sistema, resolvendo 926, (p)/dp> =
—32ul"” /ap? = 0 (Vogel et al., 2010).

0.9 //
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0.7 e ,,’/
a4 == ns5
0 /4 R S R 10
205 // i "
/ 7 ,/ """ n=20
’
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0 —== e n=180
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Figura 2: Funcdo probabilidade 6, para r = 3.

3 PERCOLACAO NAO-HOMOGENEA

Na percolagdo ndao-homogénea normalmente supde-se que elos do mesmo tipo tém a mesma
probabilidade de estarem abertos. Por exemplo, na rede quadrada (S) os elos sdo naturalmente
divididos em duas classes, horizontal e vertical, com probabilidades pj, e p,, respectivamente.
Nas redes triangular (T') e hexagonal (H) os elos podem ser descritos em trés classes, com proba-
bilidades pg, p1 e p2. Denotamos a medida de probabilidade associada a rede S por 6s(p) onde
P = (pn, py)- Nas redes triangular e hexagonal, a medida ¢ definida por p = (po, p1, p2), com
funcdes de probabilidade 6T e 6. Em qualquer rede, temos agora uma superficie critica Kt (.),
ao invés de pontos criticos, satisfazendo KT (p) = 0 (veja Grimmett (1999); Kesten (1982) e
Grimmett & Manolescu (2013)):

KS5(p) = pn+po—1
K'p) = po+pi+p2—popipr—1
K%p) = —kT(1—po,1—p1,1—po).

4 PERCOLACAO EM ONDAS: MODELANDO A PROBABILIDADE
NAO-HOMOGENEA 5(.)

A maioria dos modelos de percolag@o propostos na literatura considera que a probabilidade de
um elo qualquer da rede estar aberto € constante para todo meio, ou possui dois ou trés possiveis
valores de acordo com sua categoria, o que talvez ndo se aproxime da realidade em alguns ca-
sos. Por exemplo, o caso biol6gico do avango de tumores em organismos vivos em diferentes
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178 REDE DE BETHE NAO-HOMOGENEA

condi¢des imunoldgicas ou tipos celulares, ou o caso de um incéndio florestal onde em uma
certa regido mais imida, a probabilidade do fogo se espalhar € menor que em outra regido mais
seca, onde a probabilidade é naturalmente maior. Neste modelo, a altitude, também pode ser
considerada importante variavel. No estudo da infiltracdo de fluidos (gasolina, por exemplo) no
solo, este pode ter regides mais compactas, correspondendo a baixa probabilidade, e regides mais
permedveis, correspondendo a maior probabilidade. Esta probabilidade pode ser modelada em
funcdo do tempo ou distancia da origem.

Neste sentido, consideremos que um elo ¢, no nivel n da rede de Bethe tem probabilidade de
estar aberto dada por
plen) = p + (1 — p)lsen(n)|. 4.1

Com esta estrutura, que denominaremos por modelo de ondas sendide, precisamos avaliar o com-
portamento da probabilidade de percolacio e a probabilidade critica em funcio de p, a densidade
minima que a rede pode assumir. O valor numérico de p(e,) serd igual a p periodicamente nos
niveis n multiplos de 180, porque teremos sen(n) = 0. Também, p(e,) serd periodicamente
igual a 1, nos niveis n tal que n = 90 4+ 180k, k = 0, 1, 2, .... Em todos os outros elos, p(e;)
estard sempre entre p e 1.

E claro que p(e) > p,VYe € E. Tal como no caso regular, para todo elo ¢ € [E associamos
uma varidvel aleatéria independente X com distribui¢do Bernoulli de parametro p(e). Por
acoplamento, temos que X} > X, e por analogia, C*, 6*(p) e p}. Temos, portanto, que

CccC*, 0"(p)=0(p) e p;=pe 4.2)

Antes de obtermos analiticamente as principais caracteristica deste modelo, apresentaremos al-
guns resultados obtidos por simula¢des Monte Carlo para estimar a fun¢do 6*(p). Usaremos
M = 10° réplicas do processo de percolagio para vérios valores de p de zero até 1 com incre-
mento de 0.001. O nivel maximo da rede de Bethe serd n = 10°.

A primeira curva a direita na Figura 3 refere-se a rede de Bethe homogénea com r = 3, muito
proximo da fungdo de probabilidade teérica, mostrando que o algoritmo funciona apropriada-
mente. As outras curvas referem-se ao modelo de percolacdo ndo-homogénea em (4.1), indi-
cando que a funcao de percolagdo 6* comporta-se como uma fungio tipo S, isto €, uma fungao
de distribui¢do acumulada, caracteristica que ndo ocorre no modelo homogéneo [p(e) = p] para
n grande, como podemos ver que na Figura 2. O comportamento da Figura 3 provoca uma im-
portante questdo: podemos dizer que p; > 0? Com o comportamento em S, ndo ¢ trivial afirmar
que p¥ > 0, principalmente no caso em que » > 6. Uma prova formal de que p’ é ou ndo
positivo é necessdria, pois ¢ uma das principais caracteristicas do modelo.

5 OBTECAO DA DENSIDADE CRITICA NAO TRIVIAL NO MODELO DE ONDAS
SENOIDE
Nesta secdo verificaremos que existe um limiar de percolagc@o ndo trivial para este sistema, isto

é, pr > 0. Primeiro vamos encontrar um fung¢do similar ao comprimento de correlagdo que
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Figura 3: Probabilidade de percolagdo ndo-homogénea para r = 3,4, 5, 6 e caso homogéneo
parar =3 com p. = 1/(r — 1).

converge para a fungio conectividade, e que serd determinante para a obtengdo da probabilidade
critica.

5.1 A funcio conectividade e o comprimento de correlacao

A funcao conectividade da origem até o vértice x com /(x) = n, através do caminho 0, x1, x2, .. .,

Xn = X, e respectivos elos ey, e2, ..., ey, serd dada por
n
w:(p) = [ | Plew)- (5.1)
k=1
Seja 0, xj, x2, -+, x, = x o caminho de tamanho n da origem até x, e 7p,(p) a fungdo

conectividade. Assim, existe uma func¢do positiva monotonica ¢ tal que, para n grande,

tox(p) = exp {—n/t(p)}. (5.2)

Para provar (5.2), notemos que

wi(p) = [[Pler) =expi ) logpler)

k=1 k=1

1 n
= X — 1 D )
exp 1 x ’; og plex)
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em que log é tomado na base neperiana. Seja

n —1
1
&n(p) = [—; ZIOgﬁ(ek):| : (53)
k=1

Para encontrar o limite de (5.3), primeiro notemos que p(ex) € ciclico com periodo T = 180,
com sen(k) > Oparak € {1,---,T}ep(ex) = 1 quando p = 1. Assim, as somas consecutivas
de T elementos sdo constantes e, entdo, ¢, (p) converge para {7 (p) quando n — 0o, com

T
1 1
¢ (0) = = Y log (sen(k) = — - log (sen(T)) = oo
k=1

1 T
et = — > log(1) =0.
k=1

Temos entdo que {(p) = ¢r(p), com {(0) = 0 e {(1) = oo. Na Figura 4 apresentamos o gréfico
de £(p).
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Figura 4: Comportamento de ¢ (p).

5.2 Densidade critica

Para a obtenc¢do do ponto critico desta rede usaremos um desenvolvimento similar ao de (2.1).
Considerando novamente S; (n, p) uma varidvel aleatéria representando o nimero de vértices no
nivel n > 1, com S;?(0, p) = 1, temos que

S2(n. p) | {S2(n — 1, p) = x} ~ Binomial(x(r — 1), ).
onde p,, = p(en). A esperanca condicional é

E(S?(n, p) [ S} (n—1,p)) =S (n—1, p)(r —1)p,

Tend. Mat. Apl. Comput., 16, N. 2 (2015)
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e a esperanca incondicional é obtida recursivamente por

E(St(n, p) = (—Dp,ESn—1,p))
= = 1’D,Pu 1 E(SI(n — 2, p))

= ¢-D'[]%
k=1
= (r—D"exp(=n/ta(p))
= exp{-nl¢, ' (p) —log(r — D1}
O S€ é‘(p) < k)g(%l)

= 1 SCQ(P)Zlog(%U

oo sel(p) > log(ﬁ'

Entao, concluimos que p* é dado pela solugdo de

1
¢(p) = m- (5.4

O comprimento de correlagdo ¢ uma funcéo continua de p, assim podemos obter com alta pre-
cisdo o valor do ponto critico. A solu¢do numérica para r = 3 é p¥ = 0.00148254, e para
r = 4 temos p} = 0.558815 x 10734, E importante notar que (5.4) é verdade também para
o caso regular (p(e) = p), onde temos (p) = (—log(p))~' e a solugdo de (5.4) é dada por

pe=1/(r = 1).

6 CONCLUSOES

Apresentamos um modelo de percolacdo de rede de Bethe ndo-homogénea considerando a pro-
babilidade de um elo estar aberto em func¢do da distancia /(e) deste até a origem, dada por uma
funcdo sendide p(e) = p+ (1 — p)|sen(l(e))|. Nao existe na literatura nenhum modelo periédico
similar usado em percolacdo em outros contextos. Um estudo de simulagdo preliminar indicou
que a funcdo probabilidade de percolagdo ndo € uma funcdo abrupta, diferente do caso regular
(homogéneo), caracterizando uma transi¢ao de fase de segunda ordem e tornando imprecisa a
conclusdo sobre se o limiar de percolag@o € ou ndo trivial (zero). Demonstramos que a proba-
bilidade de percolagd@o € estritamente positiva. Um programa de simulag@o feito pelos autores
mostra o comportamento da probabilidade de percolagdo baseados em M = 10° réplicas do
processo percolacdo para p variando de zero até 1 com incremento 0.001, com nivel maximo
da rede de n = 10°. E importante notar que vérias extensdes deste modelo podem ser feitas
(van den Berg et al., 2012; Chalupa et al., 1979) para casos parecidos ou outras situagdes mais
realistas.
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ABSTRACT. In this work we deal with an inhomogeneous Bethe lattice percolation model
where the probability of an edge in level 7 is open changes according as n. This model can
be appropriate to the case where the media changes its density in a systematic way, such as
the proliferation of insects that depends on the temperature and humidity, which fluctuates
between day and night. We consider the case where the density p(.) follows a function of the
distance /(.) from the origin, given by a sinusoid function p(.) = p + (1 — p)|sin(l(.))|. For
this model we present results of Monte-Carlo simulation showing the behavior of the proba-
bility of percolation with a second-order phase transition, but we present too a formal proof
that the density is non trivial, with the mathematical expression to compute the percolation
threshold.

Keywords: inhomogeneus percolation, Bethe lattice, critical point.
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