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Neste trabalho o problema cldssico de uma particula que descreve um arco de circulo ao deslizar pela superficie
polida de um iglu esférico é estendido para o caso de um iglu elipsoidal. Neste caso, a altura na qual a particula
perde contato com a superficie do iglu passa a obedecer a uma equagéo cibica com coeficientes que dependem dos
parametros que determinam a trajetoria eliptica. A solucdo analitica dessa equacdo é entdo obtida a partir do

método de Cardano-Tartaglia.

Palavras-chave: Mecanica classica; Movimento bidimensional; Trajetéria predeterminada.

In the present work the classical problem of a particle which describes a segment of a circular path while sliding
over a polished spherical surface of an igloo is extended to the case of an ellipsoidal igloo. In this case, the height
in which the particle loses the contact with the surface of the igloo obeys a cubic equation whose coefficients
depends on the parameters that determine the elliptical path. The analytical solution of this equation is then

obtained through the method of Cardano-Tartaglia.

Keywords: Classical mechanics; Two-dimensional motion; Predetermined path.

1. Introducao

O problema de uma particula abandonada do topo de
uma superficie esférica perfeitamente polida é frequente-
mente abordado na disciplina de mecinica newtoniana
ministrada nos primeiros periodos dos cursos de gradua-
¢ao das carreiras da area de ciéncias exatas, no contexto
do estudo da conservacao da energia mecanica de sis-
temas fisicos. A titulo de ilustracao, os livros didaticos
apresentam o caso de um iglu modelado por uma semies-
fera polida de raio R. A conservacdo da energia mecanica
é entao considerada entre o instante em que a particula
é abandonada do topo do iglu, quando a energia meca-
nica total do sistema, E = U + K, se resume a energia
potencial U = mgR, sendo m a massa da particula e g a
aceleragao da gravidade local, e 0 momento em que ela
perde o contato com a superficie do iglu, a uma altura
h, quando a energia mecéanica do sistema é dada por
E = mgh + %va, sendo v a velocidade da particula.
A altura h na qual a particula perde contato com a su-
perficie é entao obtida pelo principio da conservacao da
energia mecédnica, resultando em h = % [1L[2], resultado
este que depende do pardmetro R, responsavel por deter-
minar a trajetéria descrita pela particula até o momento
em que ela perde o contato com a superficie. O interesse
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nesse problema estd na possibilidade de sua extensao
para casos em que a particula desliza por superficies de
geometrias distintas, como na situagdo na qual ela des-
creve uma trajetéria bidimensional eliptica, determinada
pelos pardmetros a e b (semieixos da elipse), ao deslizar
pela superficie de um iglu elipsoidal.

Na segunda secao deste trabalho apresentamos um
estudo rigoroso da cinemaética de uma particula que des-
liza por uma superficie de geometria predeterminada,
descrevendo uma trajetéria bidimensional associada ao
perfil dessa superficie. Para isso, utilizamos elementos
basicos de geometria diferencial, como o raio de curva-
tura e os vetores unitarios tangente e normal a trajetoria
da particula [3H5]. O estudo apresentado tem validade
geral e pode ser aplicado ao movimento de uma parti-
cula que descreve uma trajetéria bidimensional qualquer
ao deslizar por uma superficie perfeitamente polida. Na
terceira sec@ao consideramos a particula descrevendo uma
trajetoria bidimensional eliptica associada ao perfil da
superficie perfeitamente polida de um iglu elipsoidal, re-
presentado geometricamente pelo hemisfério superior de
um elipsoide de revolugao. Nessa secao estudamos a di-
namica do sistema, considerando as forgas newtonianas
que atuam sobre a particula, no caso, as forgas peso e
normal de contato. A quarta e ultima secdo é dedicada
as consideracoes finais.
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2. Cinematica bidimensional

A posicao de uma particula que descreve uma trajetéria
genérica C' no plano xy é determinada pelo vetor

r(t) = z(t)i + y (1], (1)

ondeie j 880 0s vetores unitarios associados aos eixos
cartesianos x e y, respectivamente. As coordenadas carte-
sianas da particula, x(t) e y(t), sdo parametrizadas pelo
tempo t e estdo submetidas a um determinado vinculo
y = f(x), responsédvel por definir a prépria trajetéria C.
Considerando o vetor posi¢ao r(t) parametrizado em ter-
mos do comprimento de arco s, podemos, com o auxilio
da regra da cadeia, escrever o vetor velocidade

dr ds dr

v =@ = Vs 2)

onde v = ds/dt corresponde a componente tangencial da
velocidade instantdnea da particula.
O elemento de linha dr, por sua vez, é definido por

dr = dzi + dyj, (3)
e possui médulo

ds = |dr| = /1 + y/(z)2%dx, (4)

sendo y '(z) = dy/dx. Dividindo a equa(;ao 3) pela equa-
cao obtemos o vetor unitério t tangente a trajetéria
da partlcula,

* / “
f:ﬁz i+y'(z)] . (5)
ds  \/1+y'(x)?

Derivando a equacao em relacao ao tempo e conside-
rando a equagao , obtemos, para o vetor aceleracao
da particula,

(0 d25€+dsd€ d23£+ dt ©)
at) = ——t+—— = ——t+v—.

dt? dt dt  dt? dt
A derivada do vetor unitario € em relacdo ao tempo, por
sua vez, pode ser escrita como

dt  dtds  dt
dt  dsdt ds (7)

J& a derivada desse vetor em relagdo ao comprimento de
arco s é dada por

dt  dt dx
onde
dx 1
= ©)
ds ~ [T+ y(w)?
e A
dt y"(x) foaE A
LA S —3). 1
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Substituindo as equagoes @D e (10) na equagao (8)) e
levando o resultado na equacao (7)) obtemos

d£ = y”(m)v / ° %
- Oty mEV @i, (11)

que, substituida na equagdo (6]), fornece o vetor acelera-
¢ao a escrito em termos dos vetores unitarios ten 12],

Ps. 02
sendo
A df dE (_y/(x)§+j) 7
= — _— = —— 1
R ARy == LI

o vetor unitario normal a trajetéria da particula e

(L4 y(@))
W@l

o raio de curvatura em um determinado ponto dessa
trajetéria. As grandezas d?s/dt? e v?/p representam, res-
pectivamente, as componentes tangencial e normal (ou
centripeta) do vetor aceleragdo da particula. E impor-
tante mencionar o carater geral da expressao obtida
para o vetor aceleracdo. Essa expressao pode ser aplicada
ao problema de uma particula que desliza sem atrito
sobre uma superficie de geometria qualquer, descrevendo
uma trajetéria com raio de curvatura p definido pela
expressao . Na secao a seguir apresentamos uma apli-
cac¢ao ao problema de uma particula que desliza sobre
a superficie perfeitamente polida de um iglu elipsoidal
representado geometricamente pelo hemisfério superior
de um elipséide de revolugao.

(14)

3. O problema do iglu

Consideramos inicialmente uma particula que desliza so-
bre uma superficie genérica perfeitamente polida, sob a
acdo da forca peso P = —mgj e da forca normal N apli-
cada pela superficie ao longo do trajeto de comprimento
s. A partir da segunda lei de Newton (Fr = P+N = ma,
onde Fg ¢é a resultante das forgas que atuam na parti-
cula de massa m) obtemos que a dindmica da particula
é descrita pela equagao de movimento

N+P=m—t+ —n, (15)
p
na qual utilizamos o vetor aceleracao da particula definido

pela expressao (12|

A equacado escreve a dindmica de uma particula
que desliza sem atrito sobre uma superficie qualquer, efe-
tuando uma trajetéria bidimensional determinada pelos
vetores unitdrios € e fi e pelo raio de curvatura p, dados,

respectivamente, pelas equacoes , e . Essa
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equagdo pode ser decomposta em uma componente com
projecao na dire¢ao do vetor unitario t,
~ d?s
P-t=m—ys, 16
e outra componente com projecao na direcao do vetor
unitario 1,

va

~N+P-A= (17)

A componente tangencial do vetor aceleragao, dada pela
derivada segunda do comprimento de arco s em relagao
ao tempo, < 92> pode ser escrita em termos da coordenada
y e de suas derivadas temporais,

' (y)z"(y) o
T+ (y)2y — — = 22 0
R IRV
+ 14+ 2'(y)2g. (18)

Consideramos como aplicagdo uma particula que des-
creve uma trajetéria bidimensional eliptica ao deslizar so-
bre a superficie perfeitamente polida de um iglu elipsoidal
geometricamente representado pelo hemisfério superior
do sélido gerado pela rotagao da elipse Z—z + %—2 =1em
torno do eixo cartesiano y, como mostra a figura [1| Essa
particula parte do repouso no topo do iglu e percorre
um arco de comprimento s até o momento em que perde
contato com a superficie, a uma determinada altura h,
medida em relacao ao solo. Nesse caso, o vetor posicao
r pode ser parametrizado pela coordenada y e escrito

como
y24
r:j:awl—b—Ql—&—yJ7 (19)

onde a e b sdo os semieixos do arco de elipse descrito pela
particula. O vetor unitario tangente t, parametrizado em
termos do tempo t, é dado por

~ dr /l|dr
t = —. 20
dt/ |dt (20)
Para a derivada dr obtemos
dr @y @A T @A. (21)

ait - Ty g dt

Figura 1: Trajetéria bidimensional eliptica de uma particula
que desliza sobre a superficie perfeitamente polida de um iglu
elipsoidal.
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Retornando com essa expressao na equag:io junto

com a expressao para seu modulo, e considerando

dt )
o movimento da particula como restrito ao primeiro
quadrante do plano cartesiano, com dy/dt < 0, uma
vez que ela desliza para baixo sobre a superficie do iglu,
obtemos que o vetor t é dado pela expressao

A 2— 2 A
ay : by/b* —y s (22)

1 j—
b4 + <a2 _ b2)y2 b4 + (a2 _ b2)y2

>
I
L

O vetor normal i, por sua vez, é definido por

dt /|dt
n— — — . 2
S / ‘ dt (23)

Calculando a derivada de £ em relacio ao tempo obtemos
a expressao

dat _ bl dys
dt ~ (0" + (a2 — 02)y2)32 di
353 dy»
a*b’y Vs

(a2 — b2)y2)3/2 a

+
V2 —y? (bt +
Retornando com esse resultado na equagao 23] junto com

a expressao para o médulo |4t |, obtemos

dt

b\/b% — y? 2 N
Y 2 ay 5. (25)

n=-— i— J.
bt + (a2 — b2)y2 b1+ (a2 — b2)y2
Considerando a equagao obtemos que o raio de
curvatura p para a trajetoria eliptica é dado pela expres-
sao

@ (b (o
[ (y)]

na qual 2’(y) e «”(y) correspondem, respectivamente, as
derivadas de primeira e segunda ordem da fungao

z(y) = ay/1 — y?/b? (27)

obtida para o primeiro quadrante da elipse. A partir da
equagao (26| verificamos que o raio de curvatura p da
trajetoria eliptica tende ao raio R de um circulo no limite
em que a = b = R. Calculando as derivadas z'(y) e 2" (y)
a partir da equagao , e substituindo os resultados na

equacao , obtemos

_ b2)y2)3/2
ab* ’

(26)

s _ by
a2 (b2 — y2)3/2/b% + (a2 — b2)y2
B (a2 — b2)2
+ (a? — 89" (28)

NG

O médulo da velocidade da particula pode ser obtido
de forma explicita em funcéo da coordenada y, a partir
do principio da conservagao da energia mecanica,
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2

mgb:mgy+ﬂ — v =1/29(b—vy).

2
Substituindo na equagao as expressoes obtidas
para t, P e d2s /dt?, obtemos uma equagdo diferencial
que descreve a dindmica da coordenada y em funcdo dos
semieixos a e b da elipse e da magnitude g da aceleracao
da gravidade local,

(29)

(0* =y*) (b + (a® =0)y")j+ 2 a’yg” — gb? (b —3?)* = 0.
(30)

Da mesma forma, substituindo na equacao as expres-
soes obtidas para P, i, p e v, obtemos uma expressao
para o médulo N da for¢a normal que a superficie do
iglu exerce sobre a particula,

ay 2(b — y)ab*
N =mg — .
( bt + (a2 —02)y2 (b + (a? — b2)y2)3/2>

(31)

No caso particular de uma trajetoria circular, na qual
a = b = R, obtemos que a for¢a normal apresenta uma
dependéncia linear com a altura y, como mostrado no
resultado da figura [2 (linha continua). De fato, fazendo
a = b = R na equagao , obtemos N = 3mgy/R—2myg,
expressdo esta que fornece o clssico resultado y = 2R/3
para a altura na qual a particula perde contato com a
superficie de um iglu de perfil esférico, quando N = 0. A
figura [2| apresenta ainda os resultados obtidos a partir da
equagdo [31] nas situagdes em que a < b (linha tracejada)
e a > b (linha pontilhada). Esses resultados mostram
que a particula perde contato mais rapidamente com a
superficie do iglu na situagdo em que a < b, o que de

1.0 ;
0.8} !
téo 0.6
=
2 04l
08506 07 08 09 1.0

y(m)

Figura 2: A figura mostra a raz3o entre as magnitudes N da
forca de contato e mg da forca peso em funcdo da altura y da
particula. O semieixo b é fixado em b = 1m. As curvas mostram
os resultados obtidos para a = 2b = 2m (linha pontilhada), a =
b = 1m (linha continua) e a = b/2 = 0.5m (linha tracejada).
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certa forma ja era intuitivamente esperado, uma vez que
para um iglu mais estreito a particula perde contato com
a superficie em uma posi¢do mais préxima de seu ponto
de partida.

No caso geral de um iglu elipsoidal, o ponto onde a
particula perde contato é determinado pela solugao da
equacao cibica

(a® = b*)y® + 3bty — 2b° = 0,
obtida ao fazermos N = 0 na equagao . Essa equacao
é do tipo Ay® + By?+Cy+ D = 0 e pode ser resolvida de
forma analitica a partir do método de Cardano-Tartaglia
[6], que fornece as solugoes

(32)

yg_—3%+(—%+i§)3—%+ §+§—i+
s L R )
e

comp=C/A-B?/3A%eq= D/A—BC/3A%+2B3 /27 A3,
sendo, para o caso do iglu elipsoidal, A = (a?—b?), B = 0,
C =3b* e D = —2b°. Retornando com essas constantes

nas equagoes , e , obtemos a solugao

D FICROR
y(a,b) {g(cub),

sea<b

36
sea>b (36)

na qual

b) = (1 —iv3)(a?b* —1°)
F00) = 5 =12 (ot — 20257 4 B9 4 Qa0

(14iv3)(a*® — 2a°b" +1° 4+ Q(a,b))"/?

2(a? — b?) (37)
€
(a b) . a2b4 _ b6 N
INGD) =702 52 (adbP — 2207 + b9 + Q(a, ))1/3

(a*b® — 2a%b" + b° + Q(a, b))'/3
a2 _ b2 ’

(38)
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onde

Q(a,b) = Vadbl0 — 3a8b'2 + 3a4bl4 — a2b16.  (39)

As solugoes reais g(a,b) e f(a,b) correspondem respec-
tivamente as raizes dadas pelas equagoes e , apos
substituirmos nessas equagoes os coeficientes da equacgao
cubica . Ressaltamos que para cada uma das regioes
(a < bea > b)obtivemos uma tnica raiz real, respectiva-
mente dadas por f(a,b) e g(a,b), e duas outras complexas,
para o problema em questdo. A funcdo y(a,b) ndo é defi-
nida em a = b, o que justifica o intervalo aberto na equa-
¢ao mas os limites laterais, por outro lado, existem e
Sao iguais, lim,—p y(a,b)=lim, 4 f(a,b)=lim,_p g(a,b)—2b/3, T€-
cuperando o resultado cldssico em que o elipséide de
revolucao se degenera em uma esfera de raio R =a = b.
Tais limites foram testados com o auxilio do software
Mathematica e estdo representados na figura (3| pelas li-
nhas pontilhadas. O resultado apresentado nessa figura
foi obtido a partir da equacao e fornece a altura y na
qual a particula perde contato com a superficie do iglu
em funcdo do parametro a associado a trajetéria eliptica
por ela descrita, com b = 1m. Tal grafico corrobora o
comportamento descrito na figura[2] mostrando um decai-
mento acentuado na magnitude da for¢ca normal N para
a < b, como mencionado anteriormente. Através desse
resultado observamos que a altura na qual a particula
perde contato decresce monotonicamente com o aumento
do semieixo a. Por outro lado, quando esse parametro se
aproxima de zero, obtemos que a particula perde contato
em uma posi¢ao mais proxima ao topo do iglu.

1.0},
0.9
0.8

0.7

y(m)

0.6}

0:5

15 20 25 3.0
a(m)

00 05 1.0

Figura 3: Altura y na qual a particula perde contato com a
superficie do iglu em funcdo do semieixo a da elipse. O semieixo
b é fixado em b = 1m.
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4. Consideragoes Finais

Neste trabalho estudamos a dindmica do sistema com-
posto por uma particula que descreve uma trajetoria
bidimensional eliptica ao deslizar sem atrito pela superfi-
cie de um iglu elipsoidal representado geometricamente
pelo hemisfério superior de um elipséide de revolugao.
Como resultado obtivemos uma expressao analitica que
fornece a magnitude N da forca normal de contato em
funcao da altura y da particula e dos semieixos a e b da
elipse associada a trajetéria por ela descrita. A partir
desse resultado, considerando N = 0, chegamos a uma
equacgao cubica cuja solucao, obtida a partir do método
de Cardano-Tartaglia, fornece a altura na qual a parti-
cula perde contato com a superficie do iglu. Além disso,
apresentamos um desenvolvimento formal da cinematica
bidimensional associada ao movimento de uma particula
que é posta a deslizar sobre uma superficie qualquer, des-
crevendo uma trajetéria definida no plano zy por uma
determinada fungao y = f(z). Tal desenvolvimento cum-
pre um papel pedagogico interessante por ser descrito
em termos de elementos basicos de geometria diferencial,
como os vetores unitarios, normal e tangente a trajetéria
da particula, e o préprio raio de curvatura, elementos
estes muito pouco trabalhados na bibliografia tradicional,
mas que se apresentam como ferramentas poderosas e que
podem ser utilizadas na extensdo do problema proposto
neste trabalho a outros casos de interesse.
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